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RESUMO

Neste trabalho trataremos sobre o percurso para a resolucao das equagdes algébricas ao longo da
Histéria da Matematica e suas reviravoltas, assim como os principais atores envolvidos nesse
processo. Além disso, evidenciaremos o processo historico para a constru¢do da Teoria de
Grupos, como consequéncia direta da simetria observada nas equacdes algébricas, nesse viés
histérico daremos destaque ao matematicos franceses Evaristé Galois, responsdvel pelo desen-
volvimento do conceito de grupo, e Camille Jordan, responsavel pela sistematiza¢do do conceito
de grupo e a primeira intuicdo acerca dos grupos de simetrias dos poligonos e dos sélidos. Sis-
tematicamente, apresentaremos a defini¢do do conceito de grupo, bem como suas propriedades
imediatas e outros conceitos desenvolvidos posteriormente na Algebra Abstrata. Também tra-
taremos da construcao dos grupos de simetrias associados ao espago euclidiano em duas e trés
dimensdes e enfatizaremos o destaque para a constru¢do das simetrias para quaisquer figuras e
formas definidas sob esses espacos. Os grupos de simetrias, por sua vez, sdo ferramentas ma-
temdticas fundamentais para a andlise e classificacdo de objetos simétricos. Eles sao conjuntos
de transformagdes que preservam a forma, distancia e estrutura, como rotacoes e reflexdes. Os
grupos de simetria sio amplamente aplicados em varias dreas, desde a Fisica de Particulas e
Cristalografia.

Palavras-chave: Historia da Matematica. Simetria. Grupos. Grupos de Simetria. Camille
Jordan.
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1 INTRODUCAO

A Historia da Matematica nos leva a refletir que toda a constru¢cao do campo cientifico da
Matematica contribui de maneira significativa com os processos de conhecimento e tecnologia,
nos fazendo pensar que os processos para a constituicdo das teorias e conceitos matematicos
nem sempre € linear.

Neste trabalho faremos uma contextualizacao histdrica a partir da busca pela solucao das
equagoes algébricas, principalmente naquelas que foram ditas insoldveis e como isso culminou
no desenvolvimento de um dos mais importantes conceitos do campo da Matemética Pura, a
Simetria, conceito que revolucionou a Algebra Moderna, através da Teoria dos Grupos passando
do “estudo das coisas” para o estudo das estruturas. Além da sua contribuicao para a Teoria dos
Grupos, a simetria € a peca-chave para a Fisica-Matematica, tornando possivel desenvolver tudo
o que conhecemos hoje sobre o universo.

Apo6s analisarmos os fatores histéricos que nos levaram ao que conhecemos hoje como
grupos, buscaremos defini-los através da Matemética. Tendo como foco os grupos de simetria
ligados as figuras geométricas, perpassaremos pela andlise e constru¢ao dos grupos de simetrias
no espaco euclidiano de dimensao dois e, por conseguinte, analisaremos 0s grupos de simetria
em torno dos s6lidos platdnicos que generalizaro as simetrias no espago euclidiano R?.

A escolha pelo estudo das simetrias se deu pela discussdao da importancia desse ente ma-
tematico que revolucionou o pensamento matematico desde a Idade Média e fez suas contribui-
coOes para destacadas teorias contemporaneas. Através desse conceito estético pode-se perceber
padrdes ocultos na Natureza e na Matematica, e assim foi possivel a ascendéncia do conheci-
mento humano acerca do ambiente que o cerca.

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos, come¢ando por esta Introducdo. No
Capitulo 2 trataremos sobre o percurso historico pela busca da solu¢do das equacdes algébricas,
percorrendo as equacdes quadraticas, cubicas, qudrticas e as quinticas, chegando ao desenvol-
vimento da Teoria dos Grupos por Galois, bem como a constru¢do dos grupos de simetrias
feita por Camille Jordan. No Capitulo 3 faremos uma breve revisao tedrica de alguns topicos
de Algebra Linear, assim como no Capitulo 4 faremos uma breve revisdo de alguns conceitos
e resultados da Teoria de Grupos. Por fim, no Capitulo 5, desenvolveremos a construcao dos
grupos de simetrias no espago euclidiano de dimensao dois e trés sob a perspectiva de Curtis

(1984).



2 UM PERCURSO HISTORICO

Neste capitulo apresentaremos um panorama historico do caminho percorrido pelos
grandes matematicos antigos até o desenvolvimento da Teoria de Grupos. Destacamos que
a busca pela resolucdo de problemas mateméaticos nem sempre € linear e que, por vezes, se

extravia do objeto e muitos obstaculos sd@o encontrados.

2.1 A Matematica Antiga

Stewart (2012) pontua que o estudo da simetria teve suas origens na antiguidade, mesmo
que nao houvesse qualquer formalizacao devidamente explicitada. Esse estudo foi documen-
tado na antiga civilizagdo babildnia e ali houve entdo a primeira trilha para a concepcao desse
conceito tdo importante na Matematica Moderna.

E sabido que o sistema de numeragdo babilénio possui caracteristicas diferentes do sis-
tema decimal que utilizamos. A base desse sistema antigo era a sexagesimal, ou seja, era
baseado em poténcias de 60. Diferentemente do que se imagina, os babilonios possuiam um
alto grau de conhecimento matematico, “‘conheciam os tridngulos retangulos e tinham algo se-
melhante ao que chamamos agora de Teorema de Pitdgoras.” (STEWART, 2012, p. 20).

A forma de escrita adotada nessa regido era da forma cuneiforme, o registro era feito em
tdbuas de argila, o que consequentemente tornou essas provas histdricas resistentes ao tempo.
Atualmente € possivel ainda encontrar esses registros, sendo um modo de comprovar os fatos
matemadticos daquela civilizagdo, uma vez que o calor contribuiu para que o material em argila
se transformasse em ceramica, material de alta durabilidade.

Os escribas babilonios, assim como os sacerdotes no Egito, tinham acesso irrestrito ao
conhecimento disponivel na época; esses membros do governo registravam seus conhecimentos
nas tdbulas de argila, visando preservar suas ideias. Em 1930, Otto Neugebauer, ao pesquisar
sobre esses registros, concluiu que em uma dessas tdbulas havia uma expressiva nogao das
conhecidas equacdes quadriticas e como resolvé-las; acredita-se que as resolu¢des propostas
para essas equacdes tinham base na geometria antiga.

E notério que as grandes descobertas matemadticas tiveram palco na civilizacdo egipcia,
especialmente na cidade de Alexandria. Euclides, grande nome da geometria teria nascido
e desenvolvido suas obras acerca dessa drea nessa cidade egipcia. “Se a matematica tivesse
endereco, este seria a casa de Euclides” (STEWART, 2012, p. 35). Acredita-se que Euclides

tenha nascido por volta de 325 a.C. e falecido proximo a 265 a.C..
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“Os Elementos” de Euclides (figura 2.1), uma grande obra que revolucionou a Ma-
temadtica, reuniu grandes contribui¢cdes para a geometria, tdo somente quanto para a formaliza¢ao
matemdtica. E através dessa obra que nascem os axiomas, provas e demonstragdes de teoremas,
antes somente aceitos como verdadeiros. Também € a partir dos métodos encontrados nessa
colecdo sobre geometria que os grandes estudiosos da drea comecaram a pensar na ciéncia dos
nimeros através de uma nova perspectiva. E interessante destacar que a perspectiva matematica
para os babilonios e os egipcios era da forma prética, sem quaisquer intencdes légicas, o que
contrasta com a perspectiva grega, que traz consigo o pensamento de que os nimeros geram o
raciocinio, ou seja, sao os meios para desenvolver a racionalidade e é nessa concepcdo que a

obra de Euclides se encaixa.

Figura 2.1 — P4gina ilustrada, na versdo de Sir Henry Billingsley em lingua inglesa dos Elementos de
Euclides, de 1570.

Fonte: Library of Congress (1570).

Euclides, em sua obra, desbravou inumerdveis conceitos, como a famosa constru¢ao das
figuras geométricas utilizando a régua e o compasso. E compreensivel que, com essas pro-
postas inteiramente novas, surjam entao novos problemas, novos pensamentos € entdo novas
solugcdes e, como consequéncia desses processos, temos novas ferramentas matematicas, além

de novas teorias matematicas. De acordo com (STEWART, 2012), em “Elementos”, encon-

tramos a particdo de angulos, o que torna possivel a constru¢do de poligonos. Sdo esses entes
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geométricos que nos geram as primeiras figuras geométricas construidas de maneiras “rudimen-

tares”.

2.2 Um trajeto nada linear

Os matemadticos egipcios e babildnios preocupavam-se em desenvolver a matematica
pratica. Pontuamos que Euclides preocupou-se em tornar a Matematica um campo conceitual,
trazendo o formalismo consigo, além de inovar na drea da geometria. Concomitante a isso, 0s
babildnios preocuparam-se em repassar suas nog¢des de resolug¢do das equacdes quadriticas aos
gregos. Héron, que viveu em Alexandria, procurou esbogar a resolucao de um problema tipico
babildnico, mas com os ideais gregos, empregando algum racionalismo adquirido com as ideias
euclidianas.

Nessa época, por volta de 100 a.C., Nicomaco escreveu um livro chamado “Introducdo
a Aritmética” no qual havia uma fuga da representacdo dos nimeros de acordo com a tradi¢ao
grega que representava os numeros como quantidades geométricas através de areas e compri-
mentos. Para o matemdtico em questdao, os nimeros possuiam fim em si mesmos €, por isso,
utilizava somente nimeros inteiros, sem quaisquer simbolismos. Quando tratamos do simbo-
lismo, verificamos o papel da Algebra, drea da Matematica que registrou pela primeira vez o

uso de simbolos para a representacdo numeérica.

“O simbolismo entrou na Algebra com o trabalho de um grego chamado Di-
ofanto, por volta do ano 500. A tnica coisa que sabemos sobre Diofanto é
a idade em que morreu, e isso chegou até nds por um caminho de autentici-
dade duvidosa. [...] Ele escreveu uma obra sobre nimeros poligonais, e algu-
mas partes dela sobreviveram. E apresentada no estilo euclidiano, demonstra
teoremas usando argumentos 16gicos e tem pouca importancia matemética.”
(STEWART, 2012. p. 52-53).

A escola de Alexandria nos gerou destacados mateméticos como Diofanto, o pai da
Algebra. Em sua obra “Arithmetica”, o matematico egipcio, Diofanto, nos mostrou como re-
solver trés tipos de equacdes quadréticas, que segundo Livio (2005), seriam ax? + bx + ¢ = 0;
ax? = bx+c; e ax*> + ¢ = bx, com a,b e ¢ nlimeros positivos e pontua que essas formas foram
os tipos mais procurados pelos matematicos drabes por mais de cinco séculos.

Com a queda da Escola de Alexandria, o mundo drabe passou a ter um maior desta-
que. Na India, especialmente, o campo dos niimeros obteve um grande avanco, Brahmagupta,
nascido em 598 d.C., resolveu intimeras equagdes propostas por Diofanto, além de desenvol-

ver métodos para a solu¢do de equagdes quadriticas com ndmeros negativos. Também, em
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territério indiano, encontramos aquele que deu o nome 4 Algebra, Musa al-Khwarizmi, esse
matematico foi responsavel pela publicacao do livro que, durante séculos, foi a base para a
teoria das equacoes. Foi através do titulo encontrado nesse livro, “al-jabr”, que se originou a
palavra algebra.

Entretanto, de acordo com (LIVIO, 2005), o primeiro livro que incluia de fato a resolug¢ao
completa para as equacdes quadraticas de maneira geral surgiu no século XI, com 0 matematico
europeu Abraham bar Hiyya Ha-nasi, nascido em 1070. Logo, o processo de construgdo para
essa resolucdo se arrastou por quase trés mil anos e parecia entrar em um descanso aparente-
mente tranquilo.

Porém, ndo se esperava que no futuro a busca pela solucdo das equagdes algébricas
passaria por tantas reviravoltas. Se considerarmos os problemas geométricos envolvendo areas,
teremos equacodes quadraticas, mas se tratando do volume de sélidos, como, por exemplo, o
cubo, chegaremos a uma equacdo ciibica que possui a forma mais geral ax> + bx*> +cx+d =0,
com a, b, c,d nimeros reais com a # 0.

Segundo (LIVIO, 2005, p.80), “os antigos babilonios de fato geraram algumas tabelas
que lhes permitiram solucionar algumas cubicas bem especificas”. Entretanto, a solu¢do geral
para as equagOes cubicas ainda se tornava um desafio para muitos estudiosos daquele periodo.
Mas, eis que surge Scipione del Ferro, nascido em 1465 em Bolonha e, em seu caminho, surge
Luca Pacioli frustrado por ndo conseguir exibir uma solucdo para as ctbicas, convenceu del
Ferro a realizar tal feito.

Em aproximadamente 1515, Scipione del Ferro finalmente conseguiu solucionar a equa-
¢do do tipo ax® + bx = ¢ ou, em linguagem natural: “incégnitas e cubos iguais a nimeros”.
Porém, o matematico europeu nao publicou seu manuscrito, confidenciando-o ao veneziano
Antonio Maria Fiore e a seu genro Annibale della Nave. Scipione entdo faleceu antes mesmo
de ver o momento dureo de sua descoberta, deixando-a nas maos de seu genro.

Entretanto, afetado pela forte fama da Matematica em Bolonha no século XVI e para ga-
rantir sua citedra na universidade, Fiore, em 1535, desafiou Niccolo Tartaglia numa competi¢ao
de resolucdo de problemas matematicos; Tartaglia, era um matematico considerado talentoso.
Niccolo Tartaglia nasceu entre 1499 e 1500 em Bréscia, e, em 1534, se mudou para Veneza para
exercer o oficio de professor de Matemaética. Nessa década, o professor afirmou, em seus escri-

tos, ter conseguido chegar a resolugdo da equagio ciibica x> 4 3x*> = 5. Essa informacio chegou
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ao conhecimento de Antonio Maria Fiore e este duvidou que Niccold pudesse ter chegado a
resolucdo de tal equacao.

Entdo, apos definirem as regras para que ocorresse a competicdo publica, em 1535,
ocorreu o grande evento. Fiore, que possuia somente uma técnica, a desenvolvida por del
Ferro, foi rapidamente derrotado por Tartaglia, que resolveu rapidamente diversas das equacoes

propostas.

“Para o assombro dos espectadores, Tartaglia esfacelou inteiramente todos os
problemas lancados a ele no espaco de duas horas! Fiore ndo conseguiu re-
solver um uUnico dos problemas de Tartaglia. [...] De fato, um dia depois de
descobrir a solugdo para ax> + bx = ¢, Tartaglia também descobriu a solucio
para ax+b = x> (LIVIO, 2005. p. 85).

A fama de Tartaglia, apds o desafio, logo se espalhou em todas as regides da Europa,
até chegar aos ouvidos de Girolamo Cardano, matemético, nascido em 1501, que foi auxiliar de
Leonardo da Vinci em problemas geométricos. Cardano era um tanto quanto curioso e tinha um
gosto habil por jogos. Logo que ficou sabendo da competi¢do entre Fiore e Tartaglia, seu inte-
resse se agucou. O matematico em questdo fez publicacdes sobre as praticas aritméticas em um
de seus livros e teve o interesse de incluir a solu¢do das equagdes cubicas nessas publicacoes.
Entretanto, desgastou-se por vérios anos ao tentar encontrar uma solucao que de fato funcio-
nasse.

Conhecendo a fama de Tartaglia, Girolamo prop6s um encontro para ambos discutirem
a resolucao dos problemas das cuibicas. Porém, Niccold inimeras vezes se negou a encontrar
Cardano, alegando que suas ideias seriam restritamente suas, mas isso ndo perdurou por muito

tempo. Tartaglia cedeu ao encontro com Cardano:

“[...] ele finalmente concordou em divulgar o segredo a Cardano, mas somente
depois que o dltimo fez o seguinte juramento solene: “Juro a vocé pelo Sagrado
Evangelho e por meu credo de cavalheiro, ndo apenas nunca publicar suas
descobertas, se me forem reveladas por vocé€, mas também prometo e penhoro
minha fé como cristdo verdadeiro de as colocar em escritas cifradas para que,
depois de minha morte, ninguém seja capaz de as compreender.” (LIVIO,
2005. p. 88).

Ludovico Ferrari, secretario da familia Cardano, presenciou o juramento, entretanto, era
tao confiavel quanto Cardano. Mais tarde, alegou que o seu mestre ndo o teria feito. Ferrari,
chegado a casa de Girolamo aos 14 anos, em 1540 conseguiu resolver a equagio x* 4+ 6x> +36 =
60x. Apds uma visita ao genro de del Ferro, que possuia os escritos do matematico, com o

proposito de verificar as solugdes deixadas por Scipione, em 1545, Cardano publicou o livro “A
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grande arte ou as regras da dlgebra, Livro um” (figura 2.2), considerado como o marco inicial
da dlgebra moderna. Neste livro, Cardano explorou as solucdes das cubicas e das quarticas,
além de apresentar resolucdes envolvendo niimeros negativos, irracionais e até casos com raizes

quadradas de nlimeros negativos.
Figura 2.2 — Fronstispicio do livro de Cardano.

HIERONYMI CAR

DANI], PRESTANTISSIMI MATHE

MATICHL FPHILOJOPHL AC MEDIC

ARTIS MAGNAE,

SIVE DE REGVLIS ALGEBR!\]ClS
Lib.umus, Qui&socius operis de Ari
OPVsS PERFi‘.CTVM
inferipficeftin ordine Decimus.

HA&ui mmnmwmam flulf drbf‘ol'

aneea wulgd trtis.
gk, ub aucdio uni uervm csae hmm

rm edere ph-nmallrxtbwfnm & pland mtmnﬂn Totivs Anamm

cx thetaurninlucem erwo, & quaflin theatrn m omnibus 3d fpetan

dum expofite Leftores incitarérr,ut reliquos Operi Perfech hbros, g pet
‘omes edentur,tanto auidius amplectanur, ¢ minor bftudio padikan.

Fonte: SANTOS (2008).

No livro de Cardano continha as solucdes propostas por Tartaglia, que logo se enfureceu
por ter suas ideias roubadas e publicadas de forma tao abrupta. Tartaglia tratou logo de publi-
car sua obra “Novos problemas e invengdes” na qual acusava piamente que Cardano lhe havia
roubado os métodos matematicos para a solucao das equacdes cubicas. Ferrari, fiel discipulo
de Cardano, saiu em defesa do autor de “A grande arte”, afirmando que Cardano havia feito um
favor ao matematico de Bréscia, por resgatar a sua férmula do esquecimento geral.

Apesar da confusao, o livro de Cardano ndo teve seu destaque com a soluga@o da cubica,
e sim com um método para a solucdo das equacdes qudrticas. Ferrari utilizou dos resultados ob-
tidos por Tartaglia e del Ferro, fazendo uma extensao dos métodos para as equacoes elevadas a
quarta poténcia. O método de Ferrari envolvia o uso de raizes quadradas e cubicas, uma vez que
a quarta poténcia € simplesmente a raiz quadratica elevada a dois. Contudo, o livro de Cardano
ndo tratava de solugdes para as equagdes de quinto grau. De acordo com (STEWART, 2012),
0 matemético nao se preocupou em analisa-las, retomando sua atengc@o para outros assuntos

pessoais, dedicando o resto de sua vida para a medicina.
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2.3 A Contemporaneidade de Galois

Evaristé Galois (1811-1832) ndo construiu suas ideias revoluciondrias apenas com seus
conhecimentos préprios. Foi preciso que grandes matematicos de sua época discorressem so-
bre a solucdo das equagdes para que Galois desenvolvesse suas teorias. Preocupado com a
solugdo das equagdes de quinto grau ou graus maiores, Joseph-Louis Lagrange (1736-1813),
matematico italiano, publicou seu primeiro trabalho sobre o assunto “Réflexions sur la résolution
algébrique des équations” entre 1770 e 1771. De acordo com (KIERNAN, 1971), seu trabalho,
além de se preocupar com uma forma para solucionar as equagdes de quinto grau, Lagrange
apresentou procedimentos mais detalhados para a resolugdo das equagdes de segundo, terceiro

e quarto graus.

“Lagrange estava ainda principalmente preocupado com o atual processo com-
putacional, ele fez duas contribuicdes significativas para as técnicas da teo-
ria geral. Primeiro, ele introduziu simbolos para as raizes, e computou di-
retamente com essas quantidades da forma como elas eram conhecidas. Ele
observou como essas e outras quantidades ndo conhecidas interagiam com
as uUnicas quantidades realmente conhecidas...” (KIERNAN, 1971, p. 45,
traducio nossa). !

E importante destacar que Lagrange forneceu ferramentas essenciais para a drea das
solugdes das equagdes algébricas em sua época, a comegar pela simbologia para as raizes.
Ainda, ao verificar a interacdo entre os valores conhecidos e desconhecidos, possibilitou uma
infinidade de contribuicdes para a construcdo das provas aos problemas algébricos da época,
uma vez que seria possivel manipular aquilo que se conhece para chegar a solucdes que ndo
estdo claras.

O matematico italiano se preocupou em estudar o comportamento das raizes de uma
equagdo, se atentando como elas se portavam ao serem permutadas entre si, ou seja, se as
raizes eram simétricas em uma equacao totalmente simétrica, entdo as solucdes poderiam ser
rearranjadas de forma a encontrar valores conhecidos. Todo o trabalho de Lagrange se iniciou
entdo com as equacdes cubicas e quarticas. Ele acreditava que se essa técnica funcionasse para

estas equacoes, entdo seria possivel resolver as equagdes quinticas.

! No original: “[...] Lagrange is still primarily concerned with the actual computational process, he ma-
kes two significant contributions to the techniques of the general theory. First, he introduces symbols
for the roots, and computes directly with these quantities as though they were known. He observes
how these and the other actually unknown quantities interact with the only truly known quantities...”
(KIERNAN, 1971, p. 45).
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Através do rearranjo (exemplo na figura 2.3), o italiano conseguia reduzir as equagdes de
graus maiores a equacdes chamadas de auxiliares ou resolventes; essas equagdes mais simples
dariam um suporte para que as raizes da equacdo de grau maior fossem determinadas. Por
exemplo, uma equagdo cubica poderia ser reduzida a uma equagdo quadrética, que possuia uma
férmula para sua resolucdo; o caminho parecia claro para Lagrange, que acreditava na solugao
da quintica ao reduzi-la a equacdes de graus menores. Logo poderia exibir resultados apoiados

nas ideias de del Ferro, Cardano, Tartaglia e Ferrari.

Figura 2.3 — Permutag@o das raizes.

X1 X2 X3 X4 X1 X2 X3 X4
—

X2 X| X4 X3 X3 X2 X| X4

Fonte: Do autor (2023).

Contudo, ao seguir o caminho de seu novo método, o italiano encontrou uma grande
decepc¢ao. Ao aplicar a técnica, percebeu que nao obteria uma quartica f4cil para resolver, mas
encontrou uma equacao resolvente do sexto grau, o que tornou a solug¢ao bastante complicada.
Lagrange chegou a acreditar que as equacdes quinticas possivelmente nao possuiam solucdes
algébricas, entretanto seu trabalho viria a servir de base para outros matematicos da época.

Paolo Ruffini (1765-1822), médico e matemaético italiano, pela influéncia dos resultados
de Lagrange publicou diversos trabalhos com o intuito de demonstrar que as equacdes gerais de
graus maiores que o quarto grau nao podiam ser resolvidas por radicais. Ruffini também utilizou
das permutacdes, seguindo os passos de Lagrange para desenvolver suas provas. De acordo
com (KIERNAN, 1971), Ruffini exibiu diversos sistemas para os rearranjos através de suas
provas, porém, nao os conseguiu traduzir para a terminologia matemética moderna e, com suas
demonstracoes, apresentou uma noc¢ao de grupos ao analisar os rearranjos de forma individual
que poderiam ser escritos como permutagoes.

Ruffini determinou uma permutacdo especifica para as equacdes simétricas soliveis e
provou que esse rearranjo s6 funcionava para expressdes com grau menor ou igual a quatro.
Entretanto, todo trabalho do matemaético ndo foi bem recebido por seus contemporaneos, uma
vez que os matematicos antigos acreditavam na solugao das equagdes quinticas algebricamente.
Porém, mesmo sem o reconhecimento de sua obra, o trabalho de Ruffini viria a se tornar o ponto

de partida para a construcdo que revolucionaria a Algebra.
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Lagrange e Ruffini se apoiaram no conceito das permutacdes para desenvolverem suas
ideias, entretanto, a base tedrica para essa ferramenta viria de Augustin-Louis Cauchy (1789-
1857), matemadtico francés. Cauchy trabalhou criteriosamente na constru¢do das permutacoes
que contribuiria de forma significativa para a Teoria de Galois posteriormente. Em sua obra
de 1815, “Mémoire sur le nombre des valeurs qu’une fonction peut acquérir, lorsqu’on y per-
mute de toutes les manieres possibles les quantités qu’elle renferme”, o matematico francés
dedicou-se a provar a quantos valores diferentes uma equacao nao simétrica poderia exibir. Es-
tes resultados viriam a generalizar os trabalhos de Ruffini e, com esses resultados, Cauchy viria

a construir com sofisticacao as intui¢des de permutacgao.

“Cauchy define o produto de duas permutacdes, e reconhece a permutacio
identidade como uma permutacio; ele definiu a ordem de uma permutacio,
uma permutagao ciclica e sua poténcia, e uma transposta. Também nesse ar-
tigo, Cauchy introduz e define os termos “permutacdo” e “substituicdo” que
permaneceram em uso comum durante o século 19.” (KIERNAN, 1971, p. 65,
tradugdo nossa). 2

Com esses resultados sofisticados de Cauchy, mais tarde Galois, ao consultar os ma-
nuscritos do matematico frances, viria a pontuar os grupos de permutacdes, considerando os
arranjos que poderiam ser feitos com as raizes das equacdes. Mas, os interesses de Cauchy
logo mudaram para outras questdes e, por trinta anos, ndo se preocupou com a questdo das
permutacoes e as equagdes algébricas.

Contudo, apds os resultados exibidos por matemdticos como Ruffini e Lagrange, em-
bora inconclusos, outro grande matemaético viria a surgir, acreditando resolver o problema das
solugdes das equacOes algébricas. O matematico alemdo Niels Henrik Abel (1802-1829) du-
rante sua adolescéncia acreditava ter provado que a equagao quintica geral poderia ser resolvida,
entretanto, logo percebeu erros em suas demonstracdes e, no ano de 1824, publicou o panfleto
“Mémoire sur les équations algébriques, ou I’on démontre ['impossibilité de la résolution de
I’équation générale du cinqueme degré”. Abel enviou esses resultados a Gauss, na esperanca
de que obtivesse um retorno quanto a veracidade de suas provas, porém, nunca obteve retorno
do matematico.

O método de Abel consistia em encontrar uma forma mais geral para a equagao resol-

vente, tendo base na equagdo geral de Lagrange, a saber:

2 No original: “Cauchy defines the product of two permutations, and recognizes the identity permu-
tation as a permutation; he defines the order of a permutation, a cyclic permutation and its powers,
and a transposition. Also in this paper, Cauchy introduces and defines the terms “permutation”and
“substitution”which were to remain in common usage through the 19" century.” (KIERNAN, 1971,
p. 65).
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Mtax '+ +a, 1x+a,=0,

onde ay,ay, - ,a,_1,a, € R. De acordo com (KIERNAN, 1971), Abel entdo fez uma constru-
cao de sucessivas resolventes, com base em Ruffini, e analisou que seria necessario mais de uma
resolvente para determinar a solucdo das raizes desta equacdo. Dessa forma, com os resultados

do matematico alemao, a forma da ultima resolvente deveria ser
1 2 n—1
X=qo+pr+qpr+t-+guapr,

onde n € primo e p,qo,q>2,-..,gn—1 S0 expressoes algébricas dos coeficientes da equacao geral.
Além disso, Abel se determinou a elaborar classificacdes para as equacdes seguindo
alguns critérios como a ordem e o grau, considerando o nimero de radicais que poderiam ser

expressos para a resolugdo geral. Entdo,

“[...] Abel conclui que se a equacdo geral € algebricamente soldvel, entdo cada
uma das raizes da equac@o geral pode ser colocada numa férmula de tal modo
que cada expressao algébrica envolvida € racional nessas raizes. Apropriada-
mente, Abel deveria ter dito, “racional nessas raizes e nas raizes da unidade”
[...]. Esse resultado é frequentemente referido como “Teorema de Abel”.” (KI-
ERNAN, 1971, p.68, tradugio nossa). >
Portanto, Abel forneceu condi¢Oes necessdrias para que a equacido quintica de fato
pudesse ser resolvida, refutando aquilo que Ruffini afirmou ser insolivel. A partir dessas
concepgdes, o matemdtico alemdo passou a contribuir de maneira significativa para a Algebra.

Outra questao desenvolvida por Abel foi quanto a comutatividade de duas raizes, de acordo com

suas provas, se duas raizes 0x, 0;x podem ser relacionadas da seguinte forma
006,x — 0,0x,

entdo a equacdo pode ser solivel. A partir deste resultado, comecou-se a atribuir a comutativi-
dade a Abel que posteriormente nomeia 0s grupos comutativos, sendo os Grupos Abelianos.
Somente apos a morte de Abel que seus resultados sobre as solubilidades de algumas
quinticas vieram a ser afamados. De acordo com (STEWART, 2012), a pergunta que revolu-
cionaria a matematica seria ’Se algumas quinticas podem ser resolvidas e outras ndao, o que
diferenciava um tipo do outro?”. Quem viria a responder de forma sucinta a essa questao seria

o matematico francés Evaristé Galois.

3 No original: “[...] Abel concludes that if the general equation is solvable algebraically, then each of
the roots of the general equation can be put into a form such that each algebraic expression involved
is rational in those roots. Properly, Abel should have said, “rational in those roots and in the roots of
unity” [...]. This result is often referred to as “Abel’s Theorem”.”(KIERNAN, 1971, p.68).
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Galois (1811-1832) iniciou seus estudos no colégio Louis-le-Grand em Paris, 14 obteve
seu primeiro contato com a matematica. Segundo (STEWART, 2012), Galois iniciou seus es-
tudos indo direto aos classicos matematicos como os “Elementos de Geometria” de Legendre.
Logo o francés buscou as leituras dos manuscritos de Abel e Lagrange, contudo, Galois sempre
obtinha resultados mas nao os demonstrava de maneira sucinta, o que irritava seus professores.

Era do desejo de Galois ingressar na maior formadora de matematicos na Franga, a
Ecole Polytechnique. Como ignorava quaisquer orientagdes para sistematizar suas solugdes,
o garoto francés foi reprovado na prova para ingresso na instituicdo. Mais tarde, um profes-
sor chamado Louis-Paul Richard vendo o potencial de Evaristé, o matriculou num curso de
matematica avangada, sendo o orientador de Galois.

Nesse contexto, escreveu seu primeiro artigo sobre fragdes continuas e os enviou a Aca-
demia de Ciéncias da Franca com a esperanca de que fosse publicado. Entretanto, como quais-
quer processos para reconhecimento naquela época, o artigo do jovem francés deveria passar
pela avaliacdo de membros da édrea, logo seus escritos foram para Cauchy, que nao lhe retornou.

Contudo, Galois foi admitido na Ecole Normal e por 14 se formou no ano de 1829 em
Ciéncias e Letras. De acordo com (STEWART, 2012), em 1830, Galois entregou a Academia
seus manuscritos sobre a Teoria das Equacdes para o Grande Prémio. Joseph Fourier ficaria
responsdvel por analisar seu trabalho, porém, para o descontentamento de Evaristé, Fourier
morreu antes mesmo de ler seu escrito.

Marcado pela falta de reconhecimento da Academia, Galois se alistou na Artilharia da
Guarda Nacional. Algum tempo depois, Galois se veria num duelo afim de conquistar o coragao
daquela em que estava apaixonado. Ainda, de acordo com (STEWART, 2012), “o duelo foi com
pistolas. O relatério péstumo afirma que foram disparadas a 25 passos [...]”". Ali, Evaristé Galois
veria o fim de sua vida em 1832, mas deixaria um legado escondido. As vésperas de sua morte,
Galois teria escrito a Auguste Chevalier esbocando sobre suas descobertas que estabelecia a
relacdo entre grupos e equacdes polinomiais.

Foi através de Joseph-Louis Liouville que os escritos de Galois se tornaram famosos pe-
rante a Academia. Por isso, com essas descobertas do matematico francés que fora tragicamente

morto, a matemdtica sofreu uma grande revolugao.

“Com Galois, a matematica deixou de ser o estudo dos nimeros e das formas
- arimética, geometria e ideias desenvolvidas a partir dai como dlgebra e trigo-
nometria. Tornou-se o estudo de estruturas. O que comecou como um estudo
de coisas se transformou num estudo de processos.” (STEWART, 2012, p.136).
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Galois entdo comecou a trabalhar com os grupos de permutacdes. Vejamos o exemplo
examinado por (STEWART, 2012). Considerando uma equacdo genérica cubica, temos trés
raizes a,b e c. Logo, hd seis maneiras de permutar essas raizes; chamemos as permutacoes
de I = abc, R = acb, Q = bac, V = bca, U = cab e P = cha. Entido teremos a tabela de

multiplicacdo, conforme o quadro 2.1..

Quadro 2.1 — Tabela de multiplicacdo para as seis permutacdes das raizes da equagdo cuibica.

L [1[ulv]r]Q]

<N~ v

IO Y < T ~|~
N IO~ < T
Qw3 ~<<
T < ~0Q0 = v
~ T <90 X||=™

SO v < T~

Fonte: Adaptada de Stewart (2012).

O matematico francés logo percebeu que o produto entre duas permutacdes também
¢ uma permutacdo. H4 uma propriedade interessante a ser analisada, pois o produto de duas
permutagdes, neste conjunto, continua a pertencer a ele. Galois passou a chamar estas permuta-
coes de permutacoes de um grupo e, neste caso, quando conseguimos criar subconjuntos do
grupo geral, em que este subconjunto € um grupo, o chamamos de subgrupo, como € o caso do

conjunto {/,U,V }:

Quadro 2.2 — Tabela de multiplicacdo do subconjunto de trés permutacdes.

| [r]ulv]
I[1]U][V
Ulu|v|I
vivi|ri|u

Fonte: Adaptada de Stewart (2012).

Partindo dessa teoria, Galois entdo afirmou que qualquer equagdo algébrica possui um
grupo associado a ela, este grupo recebe o nome de grupo de simetria da equagao ou Grupo de
Galois. Com essas ideias, o problema da resolucido das equagdes algébricas tomou um novo
panorama, sob a perspectiva da teoria recém-nascida. De acordo com (STEWART, 2012), po-

demos construir uma arvore para visualizarmos as ideias propostas pelo francés.
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“O tronco € o grupo das equagdes de Galois. Os galhos, gravetos e folhas sdo
os varios subgrupos. Os subgrupos surgem naturalmente assim que comegamos
a pensar sobre como as simetrias das equacdes mudam quando comecamos a
pensar radicais. [...] Galois mostrou que se temos a p — ésima raiz, entao o
grupo de simetria pode ser subdividido em p blocos distintos do mesmo tama-
nho [...]. Entdo, por exemplo, um grupo de 15 permutagdes poderia se dividir
em 5 grupos de 3, ou 3 grupos de 5[...], uma delas deve formar por conta
prépria um subgrupo de um tipo especial conhecido como “subgrupo normal
de indice p”.” (STEWART, 2012, p.139)

Ao observar a condi¢do imposta quanto ao subgrupo normal de indice p, Galois conse-
guiu identificar que, para as equagdes quinticas, ndo existe qualquer subgrupo normal de indice
5. E aqui, a chave para a questdo discutida por séculos parece encontrar sua resposta, entretanto,
alguns matemadticos como Sylvestre Francois Lacroix, Siméon Denis Poisson e Augustin-Louis
Cauchy nao ficaram entusiasmados com a descoberta.

E interessante analisar que os grupos de Galois nos dizem respeito a solu¢des das
equagoes algébricas, entretanto, se analisarmos estritamente somente pela equacdo dada, ndo
conseguiremos verificar se a equacao € soltiivel ou ndo. Isso ocorre pelo fato de que a Teoria
de Galois consiste na andlise das raizes num grupo e nao considera os coeficientes, logo, o seu
desenvolvimento se d4 com o que € desconhecido e ndo com o que conhecemos. Contudo, Eva-
risté Galois abriu uma porta de inimeras possibilidades para o desenvolvimento da Algebra, e

seus sucessores fizeram intimeras contribui¢cdes apoiando-se nas suas teorias.

2.4 Jordan e os Grupos de Simetria

ApOs a publicagdo das descobertas de Galois, inimeros matematicos puderam se apoiar
nos manuscritos do francés para construir novos ramos da Algebra Moderna, bem como para
estender e aprofundar os resultados ja publicados. No ano de 1866, surge a terceira edi¢ao do
curso de Algebra desenvolvido pelo matematico francés Joseph Alfred Serret. De acordo com
(KIERNAN, 1971), o manuscrito de Serret traz consigo algumas novas terminologias como
o conceito de “grupos de equagdes”’. Além disso, contribui para a reformulacdo de algumas

demonstracdes esbogadas por Galois.

“A principal contribuicdo de Serret é notacional. A primeira representacio
dele aparece no que pode ser reconhecida como notagdo moderna. Isso re-
sulta principalmente do fato de que sua notagcdo reconhece que o conjunto de
permutacdes e nao o conjunto de arranjos, esses conceitos sao o objeto de prin-



22

cipal preocupacdo no desenvolvimento.” (KIERNAN, 1971, p.111, tradugdo
nossa).
Dentre essas inimeras contribui¢cdes realizadas por Serret, as notacdes propostas por
ele puderam aprimorar o estudo das estruturas algébricas, como € o caso considerado para o

conjunto das permutagdes, antes notados como arranjos:
o ={1,51,82,...,8u-1},
passando entdo a considerar a notagao dos grupos de permutacao:
o= {178, T, TS,T ... Ts, T~ '},

sendo esta a notagdo moderna para um agrupamento de permutagdes ou um grupo de permuta-
coes.

O curso de Serret se difundiu entre diversos espacos académicos da época, tornando-
se uma das bases para a dlgebra dos grupos. Um de seus alunos, o matematico francés Ca-
mille Jordan, foi o responsédvel por contribuir significativamente para o progresso das teorias de
Galois. Em 1870, influenciado por Serret, Jordan publica seu primeiro manuscrito a respeito
das permutacOes e as equagdes algébricas intitulado Traité des substitutions et des équations
algébrigues. Segundo Kiernan (1971, p. 114),> “seu trabalho serve como um ponto alto da
matematica francesa, pelo menos na algebra, no final do século XIX.”

Jordan foi responsdavel por revolucionar o conceito de grupo, trazendo consigo alguns
conceitos antes tratados por Lagrange. O matemaético francés deu notoriedade e formalismo
a muitos teoremas desde Galois. Segundo Kiernan (1971), seu trabalho foi tdo revolucionério
quanto o de Evaristé Galois, sendo o trabalho de Jordan considerado tdo original quanto os

manuscritos divulgados por Liouville.

“O envolvimento de Jordan com a teoria dos grupos comecou em 1867, quando
exibiu o profundo elo com a geometria de maneira bem explicita, classificando
os tipos basicos de movimentos de um corpo rigido no espaco euclidiano. Mais
importante, fez uma excelente tentativa de classificar como esses movimentos
podiam ser combinados em grupos.” (STEWART, 2014, p. 240).

No original: “Serret’s main contribution is notational. His is the first presentation which appears in
what can be recognized as modern notation. This principally results from the fact that his notation
recognizes that the set of permutations and not the set os arrangements is the object of chief concern
in the development.” (KIERNAN, 1971, p.111).

No original: “[...] which serves as the high point of French mathematics, at least in algebra, in the later
part of the 19" century.” (KIERNAN, 1971, p. 114)
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Os estudos de Jordan, por certo periodo, se concentraram em generalizar as pesquisas
realizadas por Auguste Bravais, fisico francés. A pesquisa de Bravais estava relacionada com
as simetrias das estruturas cristalinas. Camille se dedicou a explorar os grupos ditos fechados,
ou seja, quando realizados movimentos deste grupo, resultam em elementos do préprio grupo.

Ao considerar o estudo destes grupos, segundo (STEWART, 2014), Jordan estabele-
ceu os movimentos de translacdo, rotacdo, reflexdo e a reflexdo deslizada, que consiste na
composi¢cdo de uma reflexdo e uma translacao. Além disso, no espaco em trés dimensdes, con-
siderou o movimento chamado de parafuso, quando € fixado um eixo e o objeto gira em torno
de si e ao redor deste eixo. Ele observou as translagdes em que as distancias de movimento sao
fixas e as em quaisquer distancia e pode listar dez ao considerar todas.

De acordo com Stewart (2014, p. 242), Jordan “listou também os principais grupos
finitos de rotacdes e reflexdes: ciclico, diédrico, tetraédrico, octaédrico e icosaédrico”. Seu
trabalho perpassou dois espagos euclidianos, sendo em duas dimensdes e trés dimensoes, 0O
que revelou um grande escopo para o trabalho do matematico. Jordan utilizou das nog¢des de
permutagdes para verificar esses movimentos, que posteriormente seriam associados a trans-
formacdes no plano e no espaco.

Com Camille Jordan, a Algebra buscou novas intersecdes, como € o caso da Geometria,
tornando-se uma drea que transita entre diversos campos da Matematica, passando a constituir
uma grande drea e uma importante linha de pesquisa para diversos estudiosos ao longo dos

tempos, aprimorando aquilo que Galois propds com simplicidade.
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3 NOCOES DE ALGEBRA LINEAR

Neste capitulo apresentaremos algumas estruturas, propriedades e conceitos importantes
da Algebra Linear com base em (COELHO; LOURENCO, 2020) e (CURTIS, 1984). Essa
revisdo tedrica nos fornecerd ferramentas importantes para descrever as estruturas dos grupos

de simetria no espacgo euclidiano de dimensao dois e trés.

3.1 Espacos Vetoriais

Definicao 3.1. Um conjunto ndo-vazio V é um espaco vetorial sobre R se, em seus elementos,

denominados vetores, estiverem definidas as seguintes operagcoes:

(Adi¢do) A cada par (u,v) € V XV corresponde um vetor u+v € V, chamado soma de u e
v, de modo que:

(Al) u+v =v+u, para todo u,v € V (propriedade comutativa);

(A2) (u+v)+w=u-+ (v+w), para todo u,v,w €V (propriedade associativa);

(A3) exista em 'V um vetor denominado vetor nulo — e denotado por 0 — tal que 0+ v = v, para
todo v €V (elemento neutro);

(A4) a cada vetor v € V, exista um vetor em'V, denotado por —v, tal que v+ (—v) = 0 (elemento

simétrico).

(Multiplicagdo por escalar) A cada par (o,v) € R XV corresponde um vetor o -v € V de-
nominado produto por escalar de o por v, de modo que:

(M1) (aB)-v=o0o-(B-v), para todo o, € R e para todo v €V (propriedade associativa);
(M2) 1-v=v, para todov €V (1 é o elemento identidade de R).

Além disso, as operacoes de Multiplicacdo e Adicdo podem se distribuir, gerando outras duas
propriedades:
(DI) - (u+v)=a-u+a-v, paratodo a € R e para todo u,v € V;

(D2) (a+B)-v=a-v+p-v, paratodo o, € R e paratodov € V.

Exemplo 3.1. Seja o conjunto R" = {(vy,va,...,vn)|v1,v2, -+, vy € R} munido com a operagao

de adigdo dada por

u+v= (U, .ce,tty) + Vi, vy) = (U + V1, eeey tty +vp)
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e com a operagdo de multiplicacdo de um vetor por escalar dada por
o-v=(avy,...,0v).

Vamos verificar que o conjunto R" é um espaco vetorial sobre R.
Vamos iniciar provando as propriedades de (Al) a (A4). Sejam u = (uy,...,u,), v =
(Viy.eyvn) € w = (Wq,...,w,) elementos de R”. Como u;,v;,w; € R, paratodo i = 1,...,n, vale

que u; +v; =vi+u;e (uj+v;)+w; =u;+ (vi+w;), paratodo i = 1,...,n. Logo,

utv= (Lt] +V17"~7un+vn) = (V]"’l/l],...,vn—l—un) =v+u,

provando (Al) e
(u4v)+w=((ug +v1) + Wiy, (ty +vy) +wy)
= (u1 + (Vl +W1),...,un+ (Vn +Wn))
=u+(v+w),
provando (A2).

Sejav = (vi,...,v,) € R". Vamos encontrar um vetor v = (v, ...,v,) € R" tal que v+7v =

v. Temos que

VT == (Vs ) - (Flsees i) = (01,0 V) = (915 PV ) = (91,00,

Esta altima igualdade € vélida se, e somente se, v; + V; = v;, para todo i = 1,...,n. Como esses
elementos sdo nimeros reais, segue que v; = 0, para todo i = 1,...,n, e assim v = (0,...,0).
Logo, segue (A3).

Sejav = (vi,...,v,) € R". Como v; € R, existe —v; € R, tal que v; + (—v;) = 0, para todo

i =1,...,n. Denotemos por —v o vetor —v = (—vy,..., —v, ). Portanto,
v+ (—v) =1+ (—v1),..e,vn+(—vn)) = (0,...,0) =0,

demonstrando (A4).

Vamos mostrar, a seguir, a validade das propriedades da multiplicag¢do por escalar.
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Sejam o, € Rev=(v,...,v,) ER". Sendo o, €R e v; €R, paratodoi=1,...,n,

segue que (af})-vi=a(P-v;), paratodoi=1,...,n, e assim

(@-B)v=((c-B) vi,.mr(@-B) v2)
= (a'(ﬁ'vl)a'“va'(ﬁ'vn))
:a'<ﬁ'V),

provando (M1).

Para mostrar (M2), basta mostrar que 1v; = v;, paratodo i = 1,...,n. Logo,
Lv=(1vy,...,lvy) = (vi,.yvn) = v

Para finalizar, a seguir demonstraremos que valem as propriedades (D1) e (D2).
Sejam u = (uy,...,uy), v=(vi,...,v,) € R". Como @, u;,v; € R, temos que o (u; +v;) =

ou;+ av;, paratodoi =1,...,n, e assim

o-(u+v)=(a(ug+vi),...,ct(u, +vy))
= (au; + oy, ..., 0u, + avy)
= (auy,...,auy) + (avy,...,0v,)

=0-ut+o-v.

Seja v = (vy,...,vy) € R" e o, € R. Sabendo que (& + B)v; = av; + Bv;, para todo

i=1,...,n, temos que

(a@+B)-v=_((a+B)vi,....(x+B)va)
= (avi+Bvi,...,0v, + Bvy)

=a-v+p-w

Portanto, o conjunto R” é um espaco vetorial sobre R.

3.2 Base de um espaco vetorial

Definicao 3.2. Seja V um espaco vetorial sobre R.

1. Um vetor v € V é uma combinacdo linear dos vetores vy,--- ,v, € V se existirem escalares
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A, , 0, € R tais que v= o1vi + - -+ 04 vy,.
2. Seja BB um subconjunto de V. Dizemos que 9B é um conjunto gerador de V se todo elemento

de 'V for uma combinagdo linear de um niimero finito de elementos de 2.

Exemplo 3.2. Consideremos o espaco vetorial R sobre R. Podemos observar que o conjunto

{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} é um conjunto gerador de R, pois se (x,y,z) € R?, entdo
(x,y,2) =x(1,0,0) +y(0,1,0) +z(0,0,1), com x,y,z € R.

Definicao 3.3. Sejam V um espaco vetorial sobre R e 8 um subconjunto de V.
1. Dizemos que A ¢é linearmente independente (l.i.) se qivi+---+ Quv, =0, para v € B e
oG eER i=1,..,n,entdo oty =---= o, = 0.

2. O conjunto A é chamado linearmente dependente (1.d.) se ndo for linearmente independente.

Exemplo 3.3. Considere o conjunto {(1,2),(4,3)} C R% Vamos provar que este conjunto é

linearmente independente. Sendo o,y € R, temos que
061(1,2) + 062(4,3> = (061,2061) + (4062,3062) = (061 +40p,20 +3OC2) = (0,0).
Obtendo o sistema de equagdes
o +40 =0 o =—40
=
2000 +30p =0 200 +30p =0
teremos
2(—4m)+3p=0= -8 +3=0=—50p=0= 0 = 0.

Logo, da primeira equagdo, segue que ¢ = 0 e, portanto, mostrando o que queriamos.

Definicao 3.4. Seja V um espaco vetorial sobre R. Dizemos que um subconjunto 9% de V é uma
base de 'V se
(I) # é um conjunto gerador de 'V e

(Il) A é linearmente independente.

Exemplo 3.4. Vamos provar que % = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R? é uma base de R>.
Mostramos no Exemplo 3.2 que % gera o R3. Resta-nos provar que 4 é linearmente

independente. Sejam ;, 0, 03 € R tais que
01(1,0,0) 4+ 2(0,1,0) + a3(0,0,1) = (0,0,0).

E fécil notar que oy = o = a3 = 0, provando assim que 2 é linearmente independente. Por-

tanto, 2 é uma base de R3 e é conhecida como base canénica de R3.
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3.3 Subespaco vetorial

Definicao 3.5. Seja V um espago vetorial sobre R. Um subconjunto W de V é um subespagco

vetorial de V se a restricdo das operacoes de V. a W torna esse conjunto um espaco vetorial

sobre R.

Proposicao 3.1. Sejam V um espaco vetorial sobre R e W CV um subconjunto. Sdo equiva-
lentes as seguintes afirmacoes:
(a) W é um subespaco vetorial de V sobre R.
(b) (1) 0 e W;
(Il) se vi,vo € W, entdovi+vy € W.
(Ill) se L e ReveW, entdoA-veW.

Demonstracao. Seja W um subespago vetorial de V sobre R. Vamos provar a afirmagao (b).

Sejam vy,v; € W. Como W € subespaco vetorial sobre R, segue que vi +v, € W e,
também, vale a propriedade (A1), ou seja, existe 0 € W tal que v+ 0 = v, para todo v € W.
Logo, provamos (I) e (II).

SejaA € ReveW. Como W € um espago vetorial sobre R, segue que L -ve W, e
assim mostramos (III).

Vamos provar agora a reciproca. Seja W um subconjunto de V cujos elementos satis-
fazem (I), (I) e (III). Note que, de (II) e (III), as propriedades do fechamento da Adicdo e
Multiplicagdo sao satisfeitas; de (I) segue a propriedade (A3). Como W € um subconjunto de
V, temos que todo elemento v € W € um elemento v € V. Assim seguem as propriedades (A1),

(A2), (A4), (M1), (M2), (D1) e (D2) mostrando o que queriamos.Hl

Definicao 3.6. Sejam W, e W, subespacos vetoriais de um espaco vetorial V sobre R. A soma

dos subespacos Wi e W, é dada por
Wi+W, = {v € V‘V =wi+wr,wi €Wjiew € Wz}.

Definicao 3.7. Sejam Wy e W, subespacos vetoriais de um espaco vetorial V sobre R. Dizemos

que a soma Wi + W, é direta se Wy "W, = {0} e, neste caso, escrevemos Wy & W,.

Exemplo 3.5. Sejam W, e W, subespagos de C* sobre R com as bases {(1,2,0,i),(i,0,0,1)} e
{(0,0,3,1)}, respectivamente. Vamos provar que a soma de Wy e W, é direta.

Em primeiro lugar, mostraremos que W; "W, = {(0,0,0,0)}.
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Como W, e W, sdo subespacos de C*, temos que (0,0,0,0) € W; e (0,0,0,0) € W-.
Logo, (0,0,0,0) € WiNW,, e assim {(0,0,0,0)} C Wi NWw,.
Agora, vamos provar que W; "W, C {(0,0,0,0)}.
Seja (x,y,z,w) C Wi NW,. Como (x,y,z,w) € Wy e {(1,2,0,i),(i,0,0,1)} € uma base de
W sobre R, existem o, B € R tais que
(x,y,z,w) = a(1,2,0,i) + B(i,0,0,1);
Como (x,y,z,w) € W e {(0,0,3,1)} é uma base de W, sobre R, existe A € R tal que
(x,y,z,w) = 1(0,0,3,1).
Logo:
o(1,2,0,i)+ B(i,0,0,1) = A1(0,0,3,1)
ou seja,
(a+Bi,20,—3A,0i+ B —A) =(0,0,0,0),
e assim @ = 3 = A = 0. Portanto, (x,y,z,w) = (0,0,0,0), provando o que queriamos.

Definicao 3.8. Seja V um espaco vetorial sobre R e sejam Wy e W, subespacos de V. Dizemos

que 'V é a soma direta de Wy e Wy se V. =W; & W,.

Exemplo 3.6. Seja W) =R, sendo R gerado por {(1,0)} e seja W, =R, neste caso gerado por
{(1,1)}. Mostraremos que R*> = Wy & W,.

Antes de mais nada, iremos provar que, se (a,b) € R?, entio
(Cl,b) = 0w +BW2

sendo w; € Wi, wo e W e a, 8 € R, ou seja, (a,b) = a(1,0) + B(1,1). Fazendo os cilculos,

obtemos @ =a—b e B = b. Logo,
(aab> = (a_b) ’ (170)+b (171)

Agora, provaremos que Wy "W, = {(0,0)}.

Como Wi e W, sdo subespagos de R?, temos que (0,0) € Wy e (0,0) € W5, e assim
(0,0) € Wy NW,. Portanto, {(0,0)} C W) NW,.

Seja (a,b) € W) NW,. Entdo, (a,b) € W) e (a,b) € Wy, e assim existem 41,4, € R tais
que (a,b) =2A;-(1,0) = (A41,0) e (a,b) = A2+ (1,1) = (A2, A2). Logo, (a,b) = (A1,0) = (A2, A2),
seguindo que A; = A, = 0. Portanto, (a,b) = (0,0), provando que Wy NW, C {(0,0)}.



30

Proposicao 3.2. Seja V um espaco vetorial sobre R e sejam W1 e W, dois subespacos de V. Sdo
equivalentes as afirmagoes:

(a) V=W &W,.

(b) cada elemento v € V se escreve de maneira vinica como uma soma w1+ wy com wi € W e

wy € Wa.

Demonstracao. Vamos supor que V = W) & W,. Segue entdo que cada elemento de v € V se
escreve como a soma de um elemento de W; e um elemento de W>. Suponhamos agora que
v=x1+x =y +y2 com xq,y; € Wi e xp,y, € Wo. Dai segue que x; —y; = y» — x3, sendo
X1 —y1 € Wi ey, —xp € Wa, pois Wy e W sdo subespagos de V. Logo, x; —y; € W NW, = {0}
e yr —xy € W NW, = {0}. Logo, x; =y e x, =y, provando que (a) implica (b).

De (b) temos que cada elemento de V pode ser escrito como uma soma de elementos
de W) e Wy, logo V = W +W,. Agora suponhamos que Wi "W, # {0}, ou seja, que exista
w € Wi NW, sendo w # 0. Entao existe w; € Wy, wy #£ 0, tal que w = wy + 0; existe wy € Wa,
wy # 0, tal que w = 0+ wy. Dessa forma, podemos escrever w de duas maneiras distintas, mas
isso contradiz a nossa hipétese de unicidade. Logo W) "W, = {0} mostrando que (b) implica

(a). H

3.4 Transformacoes lineares

Definicao 3.9. Sejam U eV espacos vetoriais sobre R. Uma funcdo T : U — 'V é uma transformacdo
linear se sdo verdadeiras as afirmagoes:

() T(uy +uy) =T (uy) + T (uz), para todo uy,uy € U.

(II) T(Au) = AT (u), para todo A € R e todo u € U.

Proposicao 3.3. Sejam U e V espacos vetoriais sobre R. Sdo equivalentes as seguintes afirmagoes:
(a) T :U —V ¢ linear.
(b) T(Muy + Aup) = M T (uy) + AT (up), para todo uy,up € U e para todo Ay, Ay € R.

Proposicao 3.4. Sejam U eV espacos vetoriais sobre R e T : U — V uma transformagdo linear.
Sdo verdadeiras as seguintes afirmagoes:

(i) T(Oy) = Oy, Oy, Oy sdo os vetores nulos de U e V, respectivamente.

(ii) T(—u) = —T (u), para cadau € U.

(iii) T (oyuy + -+ Quup) = o4 T (uy) + - - + &, T (uy), para todo uy,...,u, €U e oy, ..., 0, € R.
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Exemplo 3.7. Considere os espagos vetoriais R> e R sobre R e seja T : R? — R? definida

por T (x,y,z) = (2x,3y — z). Vamos verificar que T é uma transformagdo linear.

Sejam u = (x1,y1,21),v = (x2,y2,22) € R? e 41,4, € R. Entiio

T(Au+2Aov) =T (A1x1 + Aaxa, Ayt + Aoya, Mzt + Aa22)
= (2(Mix1 +2A2x2),3(Aiy1 + A2y2) — (Miz1 +Aaz2))
= (A1(2x1) +2A2(2x2), A1 (3y1 — 21) + A2 (3y2 — 22)
= (M1(2x1), 41 (3y1 —21)) + (A2(2x2), A2(3y2 — 22))
= A1 (2x1,3y1 —21) + A2(2x2,3y2 — 22)
=MT (x1,y1,21) + 22T (x2,2,22)
=MT (u)+ 22T (v).

Logo, pela Proposicao 3.3, temos que 7 € linear.

Definicao 3.10. Sejam U e V espagos vetoriais sobre R e considere B = {uy,uy,...,u,} uma
base de U e € = {vi,va,...,vim} uma base de V. Seja T : U — V uma transformagcdo linear. Os

elementos T (uy),T (uz),...,T (u,) €V e, desse modo, podemos escrever

T(ul) =011 -VI+ 001 Vot ...+ 0yl Vin

T(up) =02 vi+ 0 -vo+...4 Oy - iy

T(un) =0, VI + 0, Vo4 ...+ Oun - Vi

Desse modo, a matriz de T é dada por

11 O ... (04T

Oh1 Ohy ... Oy
[T] =

Ont Oy ... Oy

Proposicao 3.5. Seja U um espago vetorial sobre R e considere B = {uy,...,u, } uma base de
U. Sejam S,T : U — U transformagées lineares tais que T(U) C U. Entdo, SoT é linear e a

matrizde SoT, na base B, é
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[SoT] = [5]-[7)

3.5 Espacos vetoriais com produto interno

Definicao 3.11. Seja V um espaco vetorial sobre R. Um produto interno em 'V é uma aplicagdo
(-,-):V xV — R que, a cada par (u,v) € V XV, associa um niimero real {u,v), e para todo
u,v,w €V e para todo A € R, satisfaz as seguintes propriedades:
(D) - (u+v,w) = (u,w) + (v,w)

Au,w+v)y = (u,w) + (u,v) (distributiva);
(1) (u,v) = (v,u) (simetria);
(II) (u,u) > 0 e (u,u) = 0 se, e somente se, u =0, (positividade);
(IV) - (Au,v) = A(u,v)

- {u, Av) = A{u,v) (homogeneidade).

Exemplo 3.8. Seja (-,-) : R" x R" — R a fung¢do dada por
(u, vy =uvi +upvo + ... + upvy

sendo u = (uy,uy,...,uy) e v=(vi,va,...,v,). Mostraremos que esta funcdo é um produto in-
terno em R".

De fato, sejam u = (uy,up, ...,u,),v= (vi,v2,...,v) e w = (wy, ..., wy) elementos de R".
Como u;,v;,w; € R, paratodo i =1,2,...,n, as propriedades (I) e (I) seguem do fato de que, em
R, valem as propriedades distributiva e associativa (da soma e do produto).

Notemos que
(uu) =3 +ui+ ... +u2 >0,
pois € uma soma formada apenas por elementos maiores ou iguais a zero. Logo,
(uu) =ud +u3 + ... +u =0,

se, e somente se, u; = up = ... = u, = 0, provando (III).
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Para finalizar, seja A € R. Como u;,v; € R, para todo i = 1,2,...,n, e valem as proprie-

dades associativa e distributiva do produto em relacdo a adicao em R, temos que

(lu,v> = (lul)vl + (luz)Vz +...+ (lun)vn
=A(urvi) +A(ugv2) + ... + A(upvy)

A
A(uyvy +upvy + ...+ upvy)
A

(u,v)

(U, Av) = up (Avy) +up(Ava) + ... + uy(Avy)
= A(upvy) + A(upva) + ... + A(upvy)
= A(uvi +upvo + ... + upvy)
= Au,v),

mostrando o que queriamos.

Da propriedade (II1) da Defini¢éo 3.11 temos que (u,u) > 0. Logo, faz sentido definir a

norma.

Defini¢ao 3.12. Seja V um espago vetorial sobre R e seja (-,-) um produto interno em V.

s por |lull = v/ (u, u).

Definimos a norma de u, denotada por ||u

Notemos que ||u|| > 0, e ||u|| =0 se, e somente se u = 0; ||u||> = (u,u) e [|Au| = |A]|-||ul|.
Lema 3.1. Seja V um espaco vetorial sobre R e sejam u,v €V tais que |ju|| = ||v|| = 1, entdo
|(u,v)| < L.
Demonstracdo. Sejam u,v € V tais que ||u|| = ||v|| = 1. Vamos provar que (u,v) < 1e (u,v) >

—1 (pois |[{u,v)| <1 éequivalente a —1 < (u,v) < 1).
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Da propriedade (IIT) da Defini¢do 3.11 temos que (u —v,u—v) > 0e (u+v,u+v) > 0.

Notemos que

0<(u—vyu—v) = (uu) — (u,v) — (vu) + (v,v)
= (u,u) — (u,v) — (u,v) + (v,v)
= ul|® =2, v) +[|v]?

=2—2(u,v),
e assim (u,v) < 1; e que

0 < (u+vu+v) = (u,u)+ (u,v) + (vu) + (v,v)
= (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,v)
= Jlull? +2u,v) + [Iv]?

=2+2(u,v),

e assim (u,v) > —1, seguindo o que queriamos demonstrar. ll

Teorema 3.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja V um espago vetorial sobre R e seja

(+,+) um produto interno em V. Para todo u,v € V tem-se
()| < e[ [I1]
Demonstracao. Sejam u,v€V. Seu =0ouv =0, adesigualdade estard provada. Suponhamos,

1
——.uev=——-v. Notemos que it,7 € V e ||ii|| =
[[ul] vl

||7|]| = 1. Logo, pelo Lema 3.1, temos que |{iz, V)| < 1, ou seja,

.91 =| ()

<l

entdo, u # 0 e v # 0, e consideremos it = e

Portanto, [(u,v)| < ||u|/||v|. ®
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Corolario 3.1 (Desigualdade triangular). Seja V um espago vetorial sobre R. Para todo u,v € V

tem-se [|u+v|| < [lul| +|v]|
Demonstracao. Para demonstrar essa desigualdade, iremos provar que
lee+vII> < ([leell + [1v1])>
pois, ao extrair a raiz quadrada dos dois lados, obteremos a desigualdade desejada. Temos que
le+v][* = (utv,u+v)
— (1) + () + (va) + (1)

= (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,v)

= Jlull +24u,v) +[|vI|*.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que |(u,v)| <||ul|||v||. Como (u,v) < |(u,v)| se-

gue que

2 2
e+ I1* < flaall® + 2| [[v]] + [l

2
= ([Jull +[v]))7,
e, portanto, ||u+v|| < |lu|[+|v|. B

3.6 Bases ortonormais

Definicao 3.13. Seja V um espaco vetorial sobre R e seja (-,-) um produto interno em V. A

medida 0 do dngulo entre dois vetores ndo-nulos u,v € V, 0 < 0 < 7, é dada por cos(0) =
(u,v)

laall VI

Definicao 3.14. Seja V um espaco vetorial sobre R e seja (-,-) um produto interno em V.

Dizemos que u,v € V sdo ortogonais se (u,v) = 0.

Definicao 3.15. Seja V um espago vetorial de dimensdo n sobre R e seja (-,-) um produto
interno em V. Dizemos que uma base B = {uy,...,u,} de V é ortonormal se sdo verdadeiras
as seguintes afirmagoes:

(i) ||ug|| = 1, para todo k =1, ...,n.

(ii) (uj,ux) =0,k # j, jk=1,....n.
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Apresentaremos, a seguir, o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt e nele apa-
rece uma notagao que iremos explicar o seu significado.

A notag@o S[zy, ...,z significa que S é gerado pelo conjunto {z;,...,2s}-

Teorema 3.2 (Gram-Schmidt). Seja V um espago vetorial de dimensdo n sobre R e seja (-,-)
um produto interno em V. Seja {w1,...,w,} uma base de V e suponhamos que {uy,...,u,} seja

uma base ortonormal do subespago S[wi, ...,w;| de V. Definindo

w
Ur+1 = ”7

>

onde

r

W= W1 — Z<Wr+1:”k> Uy
=1

Entao, {uy,...,ur,u,+1 } € uma base ortonormal de S|wy,...,Wy11].

Demonstracao. Precisamos mostrar que
(@) Swi, .oy wr,Wri 1] = S[ug, oyt tpi1];
(b) {u1,...,ur,ury1} € linearmente independente;
() |lujl| =1, paratodo j=1,...,n,r+1e
(d) (uj,ux) =0, paratodo k # j, j,k=1,...,r+1.
Sabemos que {uy,...,u,} ¢ umabase de S[wy, ..., w,|. Logo, {uy,...,u,} gera S(wy, ..., w,|.
Além disso, como

r

Upp] = Wrl — Z(Wr+1,uk>”k
k=1
temos que {uy,...,u,,uy11} gera Swy,...,w,, wyy1], provando (a).
A seguir, provaremos (b).
A afirmac@o (b) segue do fato de que {uy,...,u,+1} estd contido em V e {wy,...,w, } é
uma base de V.
Pelo fato de {uj,...,u,} ser ortonormal, temos que ||ug|| = 1, para todo k = 1,...,r. Sa-

bendo que

w
ur+1 T
[[wl]

segue que ||u, 41|l = 1, e assim segue (c).
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Por fim, provaremos (d).

E sabido que {uy,...,u,} é ortonormal. Logo, (u;,uz) =0, paratodo j #k, j,k=1,...,r.
Desse modo, basta verificarmos que (u;,u,+1) = 0, para todo j = 1,...,r, ou seja, (uj,w) =0,
paratodo j = 1,...,r. Temos que

r

(ujsw) = (uj,wri1) — Z(Wrﬂ,uk)uk

=~
—_

= (uj,wr1) — Z(Wr+1,uk><ujvuk>-

k=1
Notemos que

r

D Wern, i) () = (wepn, ), r) + (Wen,u2) () + o (Wi, 1) )
k=1

— <Wr+17uj>7

para todo j = 1,...,r, pois (uj,uy) =0, para todo j £k, jk=1,...,r, e {uj,u;) = |uj|* = 1,

para todo j = 1,...,r. Portanto,

<ujvw> = <ujvwr+1> - <ujvwr+1> =0

para todo j = 1,...,r, demonstrando o que queriamos. l

Exemplo 3.9. Considere um subespaco S do R* gerado pelo conjunto {(1,1,1,0),(—1,1,2,1)}.
Vamos determinar uma base ortonormal desse subespago utilizando o processo de Gram-Schmidt.
Antes de mais nada, notemos que {(1,1,1,0),(—1,1,2,1)} é linearmente independente.
Como este conjunto é Li. e gera o subespago S de R*, temos que {(1,1,1,0),(—1,1,2,1)} é
uma base de S e, portanto, a dimensao de S sobre R ¢é igual a 2. Denotemos u; = (1,1,1,0) e
wr = (—1,1,2,1).
Seja {uy, i} uma base de S. Fagamos

i =u —<u1’u2>-u
2T

Sabendo que (u;,us) =2 e ||u;||> = 3, segue que

(514,
2_ 373737 *

uj %)
|| [ 22 |

Por construgo, (uj,u;) = 0, entdo { } ¢ uma base ortonormal de S.
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3.7 Transformacoes Ortogonais

Definicao 3.16. Seja V um espaco vetorial sobre R munido de um produto interno (-,-) e seja

||| @ norma proveniente desse produto interno. Uma transformagdo linear T : V — 'V é cha-

TW)|=v

vev.

Defini¢iao 3.17. Uma matriz A n x n é dita ortogonal se A-A' = I,, sendo A" a matriz transposta

de A e I,, a matriz identidade de ordem n.

Teorema 3.3. Seja V um espago vetorial de dimensdo n sobre R e seja (-,-) um produto in-
terno em V. Considere T : V — V uma transformagdo linear. Sdo equivalentes as seguintes
afirmacoes:

(a) T é uma transformacgdo ortogonal.

(b) (T (u),T(v)) = (u,v), para todo u,v € V.

Demonstracao. Inicialmente, vamos mostrar que (a) implica (b).

Sejam u,v € V. Como T € ortogonal, temos que
1T ()| = llutvl,
isto €,
1T (4 )I? = [l 4]

Notemos que

1T (u+v) 1> = (T (u+v), T (u+v)) = (T (u

(u

T)),T(w)+T(v))

(T (u) +

= (T (), T () +(T ), T () + (T (u),T(v)) +(T(v), T (v))
1T @) 17 + (T (), T (v)) +(T (), T () + | T ()|

= T @I +2(T (), T () +IT V)]

Como, [T (u)|| = |[ull e [T ()] = |[v[|, segue que

IT (u+w)I12 = llull? +2(T (), T (v)) + Iv].
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Por outro lado:

u+v)? = (u+v,u+v)
= <u7u> + <V7u> + <u,v> + <V7 V)
= [Jual|* + (v, 1) + (u,v) + |||

= Jlull? +24u,v) +[|vI|*.

De || T (u+v)||> = |lu+v|? segue que (T (u),T(v)) = (u,v), provando (b).
Reciprocamente, seja v € V. Iremos provar que ||7(v)|| = ||v||. Para isso, basta provar

que |7 (v)||*> = ||v||*, mas essa afirmacio segue diretamente de (b), pois
ITW)? = (T W), TK)) = (v = v]%,
demonstrando o que queriamos. W

3.8 Complemento ortogonal

Definicao 3.18. Seja V um espaco vetorial sobre R munido de um produto interno (-,-). Seja S
um subconjunto de V ndo-vazio. Definimos o complemento ortogonal de S em V como sendo o

conjunto
St ={veV|{ys)=0, paratodo s € S}.

Lema 3.2. Seja V um espaco vetorial sobre R munido de um produto interno (-,-). Seja S um

subconjunto ndo-vazio de V. Entdo S~ é um subespago vetorial de V.

Demonstracao. Pela Proposi¢do 3.1., precisamos mostrar que
(i) 0est;

(i) se vi,vp € ST, entdo vy +vp € ST e

(iiiyse L EReveE S, entdio A-v €S,

E vilido que 0-v = 0, para todo v € V. Dessa forma, para todo v € V e para todo s € S,
(0,5) = (0-v,s) =0(v,s) =0,

isto é,0 € S+

Sejam vy, vy € S*. Entdo (v1,s) = 0 e (va,s) = 0, para todo s € S. Logo,
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(vi+va,s) = (vi,8) + (v2,5) =0,

paratodo s € S, isto é, vi + vy € S+, provando (ii).

Sejam A € R, v € S*. Entio, para todo s € S, (v,s) = 0. Desse modo,
(Av,s) = A(v,s) =A-0=0,
provando que Av € S*-. B

Teorema 3.4. Seja V um espago vetorial sobre R munido de um produto interno (-,-) e seja S

um subespaco de dimensdo finita de V. Entdo, V =S @ S™.

Demonstracio. Em primeiro lugar, vamos mostrar que V = S+ S+, isto &, todo elemento de
v € V é uma soma de um elemento de S com um elemento de S*.
Sabendo que S tem dimensio finita, seja & = {sy,...,s,} uma base ortonormal de S.

Seja v € V qualquer e considere

E V,Sl

= (v,s1> ST 4 oo (v, S0) - Sp

Note que § € S, pois (v,s;) € Res; €S, paratodoi=1,...,n, e S é subespago vetorial de V.
Vamos verificar que v — § € S*. Para isso, devemos mostrar que (v — §,s) = 0, para todo
seSs.

Seja s € S qualquer. Entdo, existem A, ..., A, € R tais que
s =A1s1 + ... + Apsp.

Logo, bastard provar que (v —35,s;) =0, paratodo j=1,...,n
Seja jo € {1,...,n}. Como # ¢ uma base ortonormal, temos que (s;,s;) = 0, para i # j,

i,j=1,..,n,¢e(sj,sj,) = 1. Dessa forma,

(v—35,55,) = (V,Sjo) — (5,5))
= (v,8j,) Z v,8i) (Si,Sj,)

= <V7sjo> - <V7sjo> =0.
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Portanto, v—§ € S+, e assim v = §+ (v—§)comseSev—5€ S+

Verificaremos, agora, que SN S+ = {0}.

Notemos que 0 € Se 0 € S+ pois S e S* sdo subespagos vetoriais de V. Logo, 0 € SNS+,
e assim {0} C SN S+,

Sejav € SNS*. Entdo, ve Sev e S. Como v € ST, temos que (v,s) = 0, para todo

s € S. Em particular, (v,v) = 0, e assim v = 0. Portanto, SNS*+ C {0}. W
Observacao 3.5. Sev eV, v +# 0, tem-se

vi={ueVj{u,av) =0,a € R}.
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4 NOCOES DE GRUPOS

Neste capitulo trataremos do conceito de grupo, suas propriedades e de outros conceitos
pertinentes a Teoria de Grupos. Nos embasaremos nesses conceitos para, posteriormente, cons-
truirmos os conceitos de grupos de simetrias no plano e no espaco. Neste primeiro momento

adotaremos a conceituacdo segundo (DOMINGUES; IEZZI, 2003).

4.1 O conceito de grupo

Definicao 4.1. Seja um conjunto ndo-vazio G constituido de uma operacdo

*x:GXxG—G

(a,b) — ax*b.

Dizemos que G é um grupo se x satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Associatividade: (a*b)*c = ax (bxc), para todo a,b,c € G.
(Il) Existéncia do elemento neutro: existe um e € G tal que axe = exa = a, para todo a € G.

(I1I) Existéncia do elemento simétrico: para todo a € G, existe d' € G tal que axa' = d' xa = e.
Denotaremos o par (G, *) para referirmos ao grupo G munido da operagao .

Definicao 4.2. Seja (G,*) um grupo. Dizemos que G é um grupo abeliano se axb = b+a, para

todo a,b € G.
Mostraremos, a seguir, algumas propriedades imediatas relacionadas a grupo.

Proposicao 4.1. Seja (G,*) um grupo. Existe um tinico elemento neutro e € G tal que axe = a,

para todo a € G.

Demonstracao. Suponhamos que existam ey, e tais que axe; =aeaxey =a, paratodoa € G.
Provaremos que e; = e3.
Sejaa € G. Como G é grupo, existe d’ € Gtalque axad' =d' xa=e; eaxd =d' xa=e>.

Operando os dois lados da equagdo, a esquerda, por a’ obtemos

dx(axe)) =d *(axey).
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Pela associatividade segue que

(d'xa)xey = (d' xa)*e;
el ke =eyken

€] = €2,

como queriamos. W

Proposi¢io 4.2. Seja (G, *) um grupo e a € G. Existe um tnico elemento simétrico a’ € G que

satisfaz axd = d xa=e.

Demonstracgéio. Seja a € G. Suponhamos que existam d/, b, tais que axd) =djxa=ee
/) _ A
ax*d, = d, xa = e. Mostraremos que a; = d,.
Como axdj =e e axa =e, temos que a*da) = axay. Operando dos dois lados, a

esquerda, por @ obtemos que

a) *(axd)) =d} x(axd)).

Pela associatividade segue que
(d} xa) xd|, = (d} xa) xd,
exd) =exd
/ /
ap =dap,

provando o que queriamos. H
Proposicio 4.3. Seja (G,*) um grupo. Entdo, para todo a,b € G tem-se que (axb) = b’ xd'.

Demonstracdo. Sejam a,b € G. Vamos mostrar que (a*b)* (b'xd') =ee (b'xd')* (axb) =e
pois, pela unicidade do elemento simétrico, teremos b’ xa’ = (axb)’.

Pela propriedade associativa temos que

(b'xd')x(axb) =b"x(d xa)*b
=b'xexb
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(axb)* (b xd)=ax(bxb)*d
=axexd
=axd

=e.
seguindo o que desejadvamos provar. ll

Proposi¢io 4.4. Seja (G, *) um grupo. Para todo a € G tem-se (d') = a.

Demonstracao. Seja a € G. Sabemos que a xa’ = e. Pelo fato de ¢ = e e pela Proposicdo
4.3 segue que (a') *d’ = e. Operando os dois lados, a direita, por a e usando a associatividade

obteremos

mostrando o que desejdvamos. B
Proposicao 4.5. Seja (G,*) um grupo. Se axx = axy, para todo a € G, entdo x = y.

Demonstracao. Seja a € G. Se a = e segue a tese pelo fato de e ser o elemento neutro da
operacdo *. Suponhamos que a # e. Logo, existe ' € G tal que a*a’ = a’ xa = e. Operando

os dois lados, a esquerda, por a’ e usando a associatividade temos que

d *(axx)=d x(axy)
(d xa)*x=(d' xa)xy
exx=exy

X=Y,
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provando o que pretendiamos. H

Definicao 4.3. Seja (G, *) um grupo e H um subconjunto ndo-vazio de G. Dizemos que H é um
subgrupo de G se sdo satisfeitas as seguintes assercoes:
(1) para todo a,b € H, axb € H.

(I1) H, munido da operagdo x restrita a H, é um grupo.

4.2 Grupos finitos, de permutacio e ciclicos

Definicao 4.4. Seja (G, ) um grupo. Dizemos que G ¢ finito se o niimero de seus elementos é

finito. Esse niimero chamamos de ordem de G e denotamos por |G|.

Definicao 4.5. Seja E um conjunto ndo-vazio. Uma permutacdo dos elementos de E é uma

fungdo f : E — E bijetora.

Seja E um conjunto ndo-vazio. Denotemos por S(E) o conjunto de todas as permutacdes

de E.
Proposicao 4.6. Seja E um conjunto ndo-vazio. Se f,g € S(E), entdo fog € S(E).

Demonstracao. Sejam f,g € S(E). Vamos provar que fog € S(E), isto é, que f o g € injetora
e sobrejetora.

Sejam x,y € E tais que f(g(x)) = f(g(y)). Como f ¢ injetora, segue que g(x) = g(v) e,
como g € injetora, temos que x =y, provando que f o g € injetora.

A seguir, mostraremos que f o g é sobrejetora, isto é, E C f(g(E)).

Seja z € E. Como f € sobrejetora, existe y € E tal que z = f(y); como g é sobrejetora,
existe x € E, tal que y = g(x). Logo, existe x € E tal que z = f(y) = f(g(x)), provando o que

queriamos. W

Proposicao 4.7. Seja E um conjunto ndo-vazio. O par (S(E),o) é um grupo, sendo o a

composicdo de fungoes.

Demonstracao. Sejam f,g,h € S(E). Em primeiro lugar, mostraremos a propriedade associa-

tiva. Para todo x € E temos que

(folgoh))(x) = f(g(h(x)) = (fog)(hx)) = ((fog)oh)(x),
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e assim segue a associatividade.
Considere ig : E — E a funcdo identidade. Vamos mostrar que ig € o elemento neutro

de S(E). De fato, para todo x € E, temos

(foip)(x) = flie(x)) = f(x)

(ig o f)(x) = ie(f(x)) = f(x).

Por fim, demonstraremos a existéncia do elemento simétrico.
Como f € S(E), temos que f é bijetora. Logo, existe f~! € S(E). Desse modo, para

todo x € E, segue que
(fof M) =ig(x)=(foHX)
Portanto, f~! é o elemento simétrico em S(E). W

Definicao 4.6. Seja (G, ) um grupo. Dizemos que G é um grupo ciclico se existe a € G tal que

G é gerado por a, isto é, todos os elementos de G podem ser escritos como uma poténcia de a.

4.3 Homomorfismo e isomorfismo de grupos

Nesta secao verificaremos apenas as definicdes de homomorfismo e isomorfismo de

grupos que serao necessdrias posteriormente.
Definicao 4.7. Sejam (G,*) e (H,o) grupos. Dizemos que uma aplicagcdo f: G — H é um
homomorfismo se, para todo a,b € G, tem-se

flaxb) = f(a)o f(b).

Exemplo 4.1. Seja (GL,(R),-) o grupo das matrizes de ordem n inversiveis com a opera¢do
de multiplicagcdo de matrizes e (R*,-) o grupo dos niimeros reais sem o O com a operagdo de

multiplicacdo usual. A aplicacdo

det : GLy(R) — R”

Av— det(A)

¢ um homomorfismo. De fato, da propriedade de determinante, det(A - B) = det(A) - det(B),
para toda A,B € GL,,.
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Definicao 4.8. Sejam (G,*) e (H,o) grupos. Dizemos que uma aplicagcdo f: G — H é um

isomorfismo se f é um homomorfismo bijetor, ou seja, f é um homomorfismo e é bijetora.

Exemplo 4.2. Sejam (Z,+) e (2Z,+) grupos. A aplicagdo

fZ— 27

n—2n

é um isomorfismo.

Sejam m,n € (Z,+). Temos que
flm+n)=2(m+n)=2m+2n= f(m)+ f(n),

mostrando que f € um homomorfismo.

Provaremos, a seguir, que f ¢ injetora. Sejam m,n € 7Z tais que f(m) = f(n), isto é,
2m = 2n, € assim m = n.

Para finalizar, iremos mostrar que f € sobrejetora. Seja k € 27, isto €, k € um nimero
par. Logo, existe n € Z tal que k = 2n, ou seja, existe n € Z tal que k = f(n), concluindo nossa

demonstracao.
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5 OS GRUPOS DE SIMETRIAS

Neste capitulo veremos o conceito dos grupos de simetria nos espacos euclidianos R?
e R3. A apresentaciio desses grupos serd feita sob a perspectiva de (CURTIS, 1984), logo, as
definicdes, teoremas e propriedades terdo uma perspectiva que ird além da Algebra Abstrata,
percorrendo a Algebra Linear, além disso, alguns resultados serdo enunciados de acordo com
(MARTIN, 1982). Neste capitulo consideraremos o produto interno candnico do R" e iremos

considerar como a distancia, a distancia euclidiana entre dois pontos (a distancia mais usual).

5.1 Os grupos de simetrias em R?

Nesta se¢do iremos considerar dois tipos de simetrias, segundo (CURTIS, 1984): rotacao

e reflexao.

Definicao 5.1. Seja uma figura X um conjunto de pontos no plano. Uma simetria dessa figura
€ uma transformacdo T no plano que satisfaz as seguintes condigoes:

(I) T(X) =X, ou seja, a transformacdo T leva cada ponto de X em X e, cada um desses pontos,
é a imagem de algum outro ponto de X.

(Il) T preserva as distancias, ou seja,

d(T(p),T(q)) =d(p,q)

Definicdo 5.2. Seja R : R?> — R? uma transformacdo linear que preserva distdncias. Dizemos
que R é uma rotagdo em torno da origem se R(x,y) = (x',y'), sendo v = (x',y') o vetor obtido

da rotagcdo, em graus, no sentido anti-hordrio, do vetor u = (x,y).

Definiciio 5.3. Seja S : R? — R? uma transformagdo linear que preserva distancias.
(i) Dizemos que S é uma reflexdo em torno do eixo x se S(x,y) = (x,—y).
(ii) Dizemos que S é uma reflexdo em torno do eixo y se S(x,y) = (—x,y).

(iii) Dizemos que S é uma reflexd@o em torno de (0,0) se S(x,y) = (—x,—y).

Observacao 5.1. Note que a reflexdo descrita na afirmacao (iii) da defini¢do acima € um caso

de uma rotagd@o de 180 graus, estando o vetor u sobre a reta y = x.
O resultado a seguir nos sera util para o que faremos ao longo dessa secao.

Proposicdo 5.1. Seja T : R?> — R? uma transformagdo ortogonal. Entdo, a matriz [T] associada

a T, na base canonica B = {ey,e}, onde ey = (1,0) e e = (0,1), tem somente uma das
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seguintes formas:
cos(0) —sen(0) _ '
1. |T]| = , que é a matriz da rotacdo centrada na origem e angulo
sen(0) cos(0)
6 €[0,2x[;
cos(0) sen(0) _ .
2. [T = , que ¢ a matriz da reflexdo na reta que passa pela origem e faz

sen(0) —cos(0)

um dngulo de > com o eixo x positivo.
Demonstracao. Ver (BACALHAU, 2012).

Teorema 5.2. Sejam R.S : R? — R? transformacées lineares que preservam a distancia. Sdo
verdadeiras as seguintes afirmagoes:

(a) Se Ry é uma rotacdo de dangulo 0 e Ry é uma rotacdo de dngulo 6,, entdo Ry o Ry é uma
rotacdo de angulo 01 + 6,.

(b) Se S1 e Sy sdo reflexoes, entdo S1 0 S, é uma rotagdo.

(c) Se R é uma rotacdo e S é uma reflexdo, entdo Ro S é uma reflexdo.

Demonstracao. Seja Ry uma rotacio de angulo 8; e R, uma rotacdo de angulo 6. Entao,

cos(0;) —sen(6;)

[Ri] =
sen(0y) cos(6y)
e
Ry] = cos(6,) —sen(6) .
sen(0r) cos(6,)
Entdo:

cos(60y) —sen(6y) cos(6,) —sen(6)
| sen 01) cos(6;) . sen(6,) cos(6,)
cos(01+ 6,) —sen(6;+ 6,)
01+ 6,) cos(6;+6;)

provando (a).
Sejam S; e S reflexdes, excetuando a reflex@o descrita na afirmacao (iii) da Definicao

5.3. Pela Proposi¢do 5.1, temos que
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cos(ay)  sen(oy)

[S1] =
sen(oy) —cos(oy)
e
5] = cos(ap) sen(a) .
sen(ap) —cos(a)
Entao:

(a1) sen(ay) 'cos(az) sen(ap)
(1) —cos(oy) sen(ap) —cos(op)
cos(a; —ap) —sen(ap —ay)
(

sen(o — o) cos(og — )

Logo, pela Proposicdo 5.1, temos que S; o S; € uma rotacdo.
Por fim, vamos provar a afirmacao (c).
Sejam R uma rotagdo e S uma reflexdo, exceto a reflexdo indicada na afirmacao (iii) da

Defini¢ao 5.3. Pela Proposicao 5.1, as matrizes associadas a R e a S podem ser escritas como

cos(0) —sen(0)
sen(0) cos(0)

5] = cos(ot) sen(a) .
sen(at) —cos(o)

Entao:

[RoS] = [R]- [S]

cos(0) —sen(0) ' cos(at) sen(o)

(

sen(0) cos(0) sen(t) —cos(a)
(
(

0) sen(a+0)
0) —cos(a+0).

Logo, pela Proposicao 5.1, segue que Ro S é uma reflexdao. B
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Ao descrevermos as rotacdes e reflexdes de uma figura X do plano euclidiano R?, faz

sentido considerarmos o conjunto formado por todas as simetrias no plano dessa figura X.

Teorema 5.3. Seja X uma figura no plano euclidiano R? e seja G o conjunto formado por todas

as simetrias de X. Entdo, o par (G,0) é um grupo, sendo o a operacdo composicdo de fungades.

Demonstracao. Sejam 7,5 € G. Em primeiro lugar, vamos provar que So7 € G. Seja X uma

figura do plano. Como S(X) =X e T(X) = X, temos que
(SoT)(X)=S(T(X))=S(X) =X.
Sejam p,q € X. Iremos mostrar que

d((ToS)(p),(ToS)(q)) =d(p,q)-

Pelo fatode 7', S € G, temos que d(T'(S(p)),T(S(q))) =d(S(p),S(q)) ed(S(p),S(q)) =d(p,q).
Logo,

d((T oS8)(p),(ToS)(q)) =d(T(5(p)),T(S(q))) = d(S5(p),S(q)) = d(p,q)-

Desse modo, provamos que (T0S)(X) =X ed((ToS)(q),(ToS)(p)) =d(p,q),istoé,ToS €
G.
Sejam R, S, T € G. Iremos provar que a operacao o € associativa.

Sejam X uma figura no plano. Entdo:
(Ro(§oT))(X) =R((SoT)(X)) = R(S(T(X))) = (RoS)(T (X)) = ((RoS) o T)(X).

Seja I(p) = p a simetria tal que I(X ) = X, para qualquer figura X no plano, e I(p) = p,
para todo p € X. Mostraremos que /; € o elemento neutro de G.

Para comecar notemos que I € G, pois I(X) = X, para qualquer figura X do plano, e

d(I6(p).16(q)) = d(p,q), para todo p,q € X.
Seja T € G. Para toda figura X do plano segue que

(Tolg)(X) =T(Ig(X)) = T(X)

(goT)(X) =16(T (X)) =T (X).
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Para finalizar, provaremos a existéncia do elemento simétrico. Seja T € G. Existe T~! €
G tal que (ToT ") (p) = (T~'oT)(p) = p para todo p € X, sendo X uma figura do plano

qualquer, provando o que queriamos. ll

Dada uma figura X no plano euclidiano R?, podemos nos questionar sobre a quantidade
de simetrias que essa figura possui.

Considere a figura 5.1 abaixo.

Figura 5.1 — Simetria 1.

c

Fonte: Adaptada de Curtis (1984).

Essa figura consiste de trés segmentos, a,b e ¢ de mesmo tamanho e unidos por um
unico ponto, como na figura.

Seja R a rotagdo de 120°, no sentido anti-hordrio, centrada no ponto de unido dos seg-
mentos a, b e c, e seja S areflexdo em relag@o ao segmento a. Vejamos as simetrias que podemos

obter.

* A simetria identidade I, que corresponde a figura 5.1.

* Rotacionando a figura 5.1, em 120°, no sentido anti-horério, e centrada no ponto de unido

dos segmentos a,b e c, teremos a figura 5.1 rotacionada:
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Figura 5.2 — Simetria R.

a

Fonte: Adaptada de Curtis (1984).

* Aplicando a rotacdo R na Figura 5.2 acima, teremos a fungio R> = RoR e a figura 5.3

abaixo.

Figura 5.3 — Simetria R

b

Fonte: Adaptada de Curtis (1984).

« Aplicando a rotacdo R na figura 5.3, obteremos a figura 5.1. Logo, R = RoRoR =1.

» Agora, aplicando a reflexdo S a figura 5.1, obteremos a figura

Figura 5.4 — Simetria S.

b

Fonte: Adaptada de Curtis (1984).
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* Tomando como base a figura 5.1, podemos aplicar a rotacdo R e depois a reflexdo S em
relacdo ao segmento a, obtendo a figura
Figura 5.5 — Simetria SR.

" b

a

Fonte: Adaptada de Curtis (1984).

* Por fim, tomando como base a figura 5.1 e aplicando a rotacio R” e depois a reflexio S

em relacdo ao segmento a, obteremos.

Figura 5.6 — Simetria SR,

c

Fonte: Adaptada de Curtis (1984).

Notemos que $2 =SoS=171e R*=RoRoR =1. Logo, o grupo de simetrias da figura

5.1¢

G ={I,R,R>,S,SR,SR?}.

Considere, agora, uma figura no plano formada por n segmentos. O grupo composto

pelas simetrias de rotacao e reflexdo dessa figura denotaremos por D, a saber:

D,={L,R,R*, ... R S SR,.. SR"'}.

Esse grupo é chamado de grupo diedral. O grupo formado pelas rotacdes /,R,R?,...R" ! da

mesma figura denotaremos por C,, a saber:

C,={LLR,R*,...R"1}.



55

Esse grupo é chamado grupo ciclico.

Com essas consideragdes, vejamos o seguinte teorema:

Teorema 5.4. Seja G um grupo finito de transformagées no plano que preservam a distdncia.
Sdo verdadeiras as seguintes afirmacoes:
(a) G é isomorfo ao grupo diedral D,,.

(b) G é isomorfo ao grupo ciclico C,.

Demonstracdo. Suponhamos G # {I} e todo R € G seja uma rotagdo. Seja R uma rotagdo com
angulo de rotaciio sendo o menor niimero positivo possivel e considere o conjunto {I,R,R?,...,R*}
formado pelas rotacdes que possam ser realizadas.

Suponhamos que exista 7' € G, com T rotagdo, tal que 7" ndo seja nenhuma das rotagdes
possiveis. Se T € uma rotacdo com angulo ¢ e R é uma rotacdo com angulo 0, existe i, i0 <
@ < (i+1)- 6 (figura 5.7) tal que G contém uma transformagio TR’ que é uma rotacdo em G
com angulo ¢ —i6, mas ¢ —i6 < 0, o que contradiz o fato de 0 ser o menor angulo positivo de

rotagdo possivel. Portanto, G é um grupo ciclico gerado pelas rotagdes de angulo 6, provando
(b).

Figura 5.7 — Circulo das rotagdes com angulo 6.

(i+1)0

@
i

Fonte: Curtis (1984).

Vamos, agora, provar (a).
Suponhamos que exista pelo menos uma S € G, com § sendo uma reflexdo.

Seja H o conjunto formado por todas as rotacdes contidas em G, isto €,

H={I,R,R* ... R}
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Estamos considerando R" = 1.
Suponhamos que G possua uma reflexao S. Entdo,S€e HouSe€ G—H. Se § € H, entdo
SR € H (a composicio de rotagdes é uma rotacio), e assim existe i = 1,...,n — 1 tal que SR = R'.

Entio teremos
G={1,R,..,R" ' S SR,...SR"'}.
Se S € G— H, entdo SR € uma reflexdo e (SR)2 — [I. Portanto, G € isomorfo a D,,. B

Portanto, construimos o grupo das simetrias das figuras no espago euclidiano R?.

5.2 Os grupos de simetrias em R>

Nosso objetivo nessa secio é apresentar o grupo de simetrias em R3 e, o que faremos a
seguir, nos serd util em resultados que iremos demonstrar.

Seja V um espaco vetorial sobre R, munido de um produto interno (-, -), e de dimenséo
n. Sejav €V, v # 0 e consideremos o subespaco v de V. Podemos escrever V = S[v] @ v*.

Seja T : V — V a transformacao ortogonal dada por T'(u) = —use u € S[v| e T(u) = u,
se u € v-. T é uma reflexdo em relacdo ao subespaco v-. Notemos que T o7 = T2 = I, sendo
[ a identidade. De fato, se u € S[v], entdo T'(u) = —ue (ToT)(u) =T(T(u)) =T(—u) =ue

segue facilmente que (7o T)(u) = u.

Teorema 5.5. Seja V um espago vetorial sobre R, munido de um produto interno (-,-), de
dimensdo n e seja T : V — V uma transformagcdo ortogonal. Entdo T é produto de, no mdximo,

n reflexoes.

Demonstracao. Vamos provar esse resultado por indugdo em n.
Paran =1, a afirmacdo € verdadeira. Agora, sejan € N, n > 1, e suponha que a tese seja
vélida para as transformacdes ortogonais sob o espago V com dimensaon—1. SejaT :V =V

uma transformacao ortogonal e sejaw € V, w £ 0.

Caso 1. Suponhamos T'(v) = v. Se u € v+, entio

e assim 7 é uma transformacio ortogonal em w de dimenséo n — 1. Por hipétese de indugio,

existem 77, ..., T, reflexdes de wt, com s <n—1 tais que
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Estendendo cada 7; para uma transformagdo 7/ em V dada por T/(v) = —v e T/ (u) =
Ti(u),u€vt,i=1,...;5,v € S[V] teremos que T/ é uma reflexdoem V,i=1,...,s.

Existe um subespaco H; C v, sendo n —2 a dimensio de H; e com 1 < i < s cujos
elementos estdo fixados por 7;. Entdo 7 também fixa os elementos de H/ = H; + S[v]. Se v;
gera H-, entdo v; € (H!)* e T/ (v;) = T;(vi) = —vi. Logo, pela defini¢do das transformagdes 7

segue que
T = Tll T,

Isso mostra que uma transformacao ortogonal é um produto de no maximo n — 1 reflexdes.

L

Caso 2. Suponhamos que T(v) # v, e assim u = T(v) —v # 0. Consideremos u— e seja U

a reflexdo em torno de u". Temos que
(TE)=vTV)+v) =T W), TE)+TW),v)=WTE) =) =0,

pois T é uma transformacdo ortogonal. Logo, T(v) +v € u" e, pela defini¢io de U ser uma

reflexdo, segue que

UTWv)+v)=T()+v

U(T(v)—v) = —(T(v)—v) =v—T(v)
Logo,
U(T(v) +v) + U(T(v) —v) = 2v,
isto ¢,
U(T(v)+U W) +U(T(v)) —U(v) =2v,
ou seja

Pelo Caso 1, sabemos que existem 77, ..., Ty reflexdes tais que

UoT =TT,
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Sabendo que U? = I, segue que
T=U?T=UUT)=UT;---T,
completando a prova.ll
Corolario 5.1. Seja T : R* — R? uma rotacdo. Entdo, existe v € R3, v #0, tal que T (v) = v.

Demonstracao. Se 7 =, segue o resultado. Suponhamos 7 # I. Como T é uma transformagao
ortogonal e a dimy = 3 temos, pelo Teorema 5.5, que T € o produto de no maximo trés reflexoes.
Como T € uma rotacdo, 7" ndo pode ser o produto de uma reflexdo e nem o produto de trés
reflexdes pois, em ambos os casos, o resultado seria uma reflexdo. Entdo, T =77 - T, onde T; é

uma reflexdo a um espago H; de dimensao dois, i = 1,2. Sabemos que
dim]R(Hl —I—Hz) —l—dimR(Hl ﬂHz) =dimpH| +dimgH, = 4.

Mas, se tivermos que dimg(H; + Hy) < 3, entdo dimg(H; N H,) > 1. Seja entdo v # 0, onde

v € H| N H;, entdo s6 existe uma transformacgao tal que 7(v) = v. B

Para constituirmos as propriedades a respeito dos grupos de simetrias no R3, serd ne-

cessario fazermos algumas consideragdes:

Pelo Corolério 5.1, toda rotagdo ocorre em torno de um eixo fixado. Isso serd a chave

fundamental para a classificagiio dos grupos finitos de simetria em R3;

« Por grupo finito de simetria em R3, entendemos ser o grupo finito de todas as transformacdes

ortogonais em trés dimensoes.

* Por ordem desse grupo, entendemos a quantidade de elementos que o compde, como o

caso do grupo diedral D,, que, pela secdo anterior, temos que sua ordem € 2n.

* A partir dessa se¢do, trataremos o grupo D, como o grupo de simetria dos poligonos
regulares de n lados. Além disso, € importante destacar que sendo § a transformac¢do em
D,, em torno de um eixo de simetria, S € uma reflexdo quando vista do plano, entretanto

se vista do espacgo, é uma rotacao.

Neste trabalho analisaremos especificamente os grupos de simetrias dos s6lidos platdnicos

(figura 5.8).
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Figura 5.8 — Sélidos Platonicos.

CUBO TETRAEDRO  OCTAEDRO

DODECAEDRO ICOSAEDRO

Fonte: Do autor (2023).

Podemos analisar, também, quais as componentes desses sélidos (Quadro 5.1), estes ele-
mentos sao essenciais para verificarmos as simetrias. Quanto as faces dos s6lidos, encontramos
poligonos regulares, no cubo temos quadrados, no tetraedro, no octaedro e no icosaedro temos

triangulos e no dodecaedro pentdgonos.

Quadro 5.1 — Sélidos Platdnicos e suas componentes.

| Nome Vértices | Arestas | Faces |
Tetraedro 4 6 4
Cubo 8 12 6
Octaedro 6 12 8
Dodecaedro 20 30 12
Icosaedro 12 30 20

Fonte: Do autor (2023).

Definicao 5.4. Dizemos que dois solidos sdao duais quando, partindo do centro de cada uma
das faces de um solido, podemos construir os vértices do outro solido. Logo podemos inscrever

um solido no outro.

Exemplo 5.1. O cubo € dual do octaedro, assim como o octaedro € dual do cubo. (Figura 5.9)
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Figura 5.9 — Sélidos duais.

Fonte: Curtis (1984).

Observacao 5.6. O icosaedro € dual do dodecaedro, assim como o dodecaedro € dual do icosa-

edro.

Assim como nos grupos de simetrias em duas dimensdes, aparentemente teriamos um
grupo das simetrias para cada uma dessas formas geométricas. Entretanto, note que como
conseguimos inscrever um s6lido no outro, por exemplo, quando rotacionarmos o cubo também
estaremos rotacionando o octaedro e vice-versa, logo a simetria de ambos serd a mesma. E

portanto, teremos apenas trés grupos de simetrias dos sélidos platdnicos:
* O grupo de rotagdes do tetraedro (7);
* O grupo de rotagdes do octaedro (0);
* O grupo de rotacdes do icosaedro (.¥%).

Para construirmos as propriedades desses grupos, faremos uma discussao e apresentare-
mos algumas definicdes que nos fornecerdo ferramentas para demonstrar alguns resultados.

Sejam
S={xeRx| =1}

a esfera unitdria em R3 e ¥ um grupo finito de rotagdes em R3. Notamos que se T € ¢, entdo
T(x) € S, para todo x € S, e T é determinada por suas agdes sob os elementos de S, pois S
contém a base candnica % = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} do R?. Toda transformagio T € ¢, tal
que T # Iy, pelo Corolario 5.1 deixa dois pontos, chamados antipodais, fixos na esfera, isto &,
T(p) = p (Figura 5.10). Esses pontos sdo chamados polos de 7. Na figura sdo indicados por B
eC.
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Figura 5.10 — Esfera S, com pontos antipodais B e C.

B

Fonte: Do autor (2023).
Considere um numero finito de rotagdes 7' : S — S, T # Iy. O conjunto formado por

todos os pontos p € S tais que T'(p) = p, para algum T € ¢, é um subconjunto finito de S.

Teorema 5.7. Seja p um polo em S. O conjunto F€ de todos os elementos T € 9 tal que p é

um polo de T, também com o elemento ly, é um subgrupo de 9.

Demonstracao. Sejam 7', S € .77. Vamos provar que 7 oS € J#. Sabendo que T'(p) =S(p) = p,

segue que

(ToS)(p)=T(S(p))=T(p)=p,

portanto, T oS € J7.
Sejaly € ¢, entdo Iy (p) = p, logo Iy € .
Seja T € J#. Entdo T (p) = p, e assim

(IgoT)(p)=14(T(p))=T(p)=p

(Toly)(p)=T(y(p)) =T(p) = p:

portanto, .7 possui elemento neutro.

Seja T € . Entdo T(p) = p e existe T~ ! tal que T~ !(p) = p. Assim,

(ToT Y (p)=T(T"'(p))=T(p)=p=1Iy(p)
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provando que 7 possui elemento simétrico em .77 .
Por fim, resta-nos mostrar a associatividade. Sejam 7, S,W € 77 tais que T (p) = S(p) =

W (p) = p. Dessa forma

(Ro(SoW))(p) =R((SoW)(p)) =R(S(W(p))) = (RoS)(W(p)) = ((RoS)oW)(p)
concluindo a prova. B
Observacgao 5.8. A ordem desse subgrupo € chamada de ordem do polo p e € denotada por v,,.

Definicdo 5.5. Dizemos que dois polos p e p’ sd@o equivalentes - escrevemos p ~ p' -se T(p') =

p, para alguma T € Y.

Observacio 5.9. Como existe uma rela¢do de equivaléncia entre os polos p e p’, chamamos o

conjunto de todos os polos equivalentes a p de classe equivalente de p.

Os préximos resultados serdo importantes para constituirmos a forma dos grupos dos

s6lidos platonicos.
Lema 5.1. Polos equivalentes possuem a mesma ordem.

Demonstracio. Sejam 7 e .7’ como no enunciado do Teorema 5.7, sendo .# correspondente
a p e ' correspondente a p’. Como p ~ p/, existe T € ¢ tal que p = T(p’). Considere a

aplicacao

O —H

X——sToXoT !

Vamos provar que P é bijetora e, com isso, |H| = |[H'|, isto é, v, = V.
Antes de mais nada, mostraremos que se X € .77, entdo T o X o T-'e#.SeX e,

entdo X (p') = p’. Entio,

(ToXoT Y (p)=TX(T"'(p))=TX(p"))=T(p") =p.

ouseja, TXT ! € .
Mostraremos, a seguir, a injetividade de ®. Sejam X,Y € J#” tais que ®(X) = ®(Y),

istoé ToXoT ' =ToYoT 1, Aplicando T, a direita, em ambos os lados da igualdade,
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obtemos

(ToXoT NoT =(ToYoT YoT
(ToX)o(T 'oT)=(ToY)o(T 'oT)
(ToX)oly=(ToY)oly

ToX=ToY.
Aplicando T~! a esquerda, dos dois lados da tltima igualdade obtemos

T lo(ToX)=T"'o(ToY)
(T'oT)oX =(T"'oT)oY
lyoX =IyoY

X=Y,

provando o desejado.

Agora provaremos que P € sobrejetora, ou seja, que dado Y € 7, existe X € 7" tal
que Y = ®(X).

SejaX =T oY oT. Notemos que X € 7. De fato:

Além disso, Y = ®(X), que é verificado facilmente. Logo, ® é sobrejetiva e, portanto, os polos

equivalentes possuem a mesma ordem. H

Lema 5.2. Seja X : R3 — R> uma transformacdo ortogonal pertencente a 9 e X 7 = {Y €
GY =XT, T € A}. Seja n, o niimero de polos equivalentes a p. Sdo verdadeiras as seguintes
afirmacoes:

(i) X (p) é um polo, para todo X € 4.

(ii) Para todo X , X' € 9, as seguintes afirmacédes sdo equivalentes:

(a) X(p) =X'(p).

(b) X' e XAH.

(iii) n, = K, onde K é o niimero de conjuntos disjuntos da forma X 7€ .

(iv) Cada X € 4 pertence a uma e apenas uma classe lateral.

(v) |XF| = v, onde |X | é a ordem de X 7.

(vi)np-v, =N, onde N é a ordem de 9.
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Demonstracao. Vamos provar, a seguir, a afirmacao (i).

Seja X € ¢ tal que X(p) = p'. Logo, p=X"1(p'). Seja S € 7, e assim

Portanto,

ou seja, X (p) é um polo.

Vamos mostrar a afirmacao (ii).

Se X' e X, entdo X' =XT, T € 7. Logo, T(p) =pe X'(p) =X(T(p)) =X(p),
mostrando que (b) implica (a).

Agora consideremos X,X’ € 4 e X(p) = X'(p). Sabendo que X! € ¢, temos que
XX (p)) =X"1(X'(p)), ou seja, p = (X' oX")(p). Dai segue que X' o X’ € J#, entio
existe T € 7 tal que X 1o X' =T. Assim, X' =X oT, ou seja, X' € X provando que (a)
implica (b).

Note que a afirmacao (iii) segue do fato que como p € polo, pela afirmagdo (i) temos que
X(p) € polo. Logo, pela relagdo de equivaléncia definida em p, o nimero de polos equivalentes
a p éigual ao nimero dos conjuntos disjuntos X.7Z, onde X .77 € a classe lateral de .7# contendo
X, pois X = Xly.

A seguir provaremos (iv).

Vamos supor que X € X' 7 NX"#. Vamos ver que X' 7 = X" #. Temos que se
YeX' s entaoY =X'T, T € 7. Masse X € X' NX", entdao

X :X/T/ :X//TI/, (1)

T',T" € 2. Logo, existe uma (7’)~!, onde X (T’)~! = X/, assim,
Y =X'T=X(T")"'T,
mas, de (1), teremos que,
X(TH 't =Xx"1"(T")"'T e X" 57 .

Logo, X' # C X" 7 e, de maneira similar, X" .77 C X' . Portanto, X' 7 = X" 7, e assim

provamos que cada elemento em ¢ pertence a uma tnica classe lateral .77 contendo X.
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Seja

e — XA

T+— XT.

Vamos mostrar que € € bijetora.

Sejam T,T' € A tais que €(T) = €(T’), isto é, XoT =X oT'. Como X € X e H
é subgrupo de ¢, existe X! € X.#. Logo, X 'o(XoT)=X"'o(XoT'),isto é, T =T,
provando que € € injetora.

Vejamos a sobrejetividade.

Seja Y € X 7. Vamos provar que existe T € 77 tal que €(T) =Y.

Seja T = X' oY. Em primeiro lugar, mostraremos que 7 € #. Como Y € X7,
temos que Y =X oU, U € 7. Logo Y(p) =X (U(p)) = X(p), e assim T(p) =X (Y (p)) =
X~1(X(p)) = p, provando que T € 7. E ficil verificar que &(T) =Y.

Sabendo que € ¢ bijetora e que |7°| = v,, segue que |X.#| = || = v, provando (V).

A afirmacdo (vi) segue de que, pela afirmagdo (iii), temos que 7, € o nimero de classes
laterais, X7 e, dessa forma, pela afirmagdo de que cada classe lateral tem v, elementos e de

que cada Y € ¢ pertence a somente uma classe lateral, temos que

G = UY%”.

Ye¥

Portanto, card(¥) = Z(card(Y%)) = Zvl, =n,-v, =N, sendo card(-) a cardinalidade. I
Y X

Teorema 5.10. Sejam 7, O e & os grupos de simetrias do Tetraedro, do Octaedro e o Icosa-
edro, respectivamente. Sdo verdadeiras as seguintes afirmagoes:

(i) A ordem de T é 12.

(ii) A ordem de O é 24.

(iii) A ordem de .¥ ¢ 60.

Demonstracao. Vamos mostrar a afirmacao (i).
Seja T € .7 uma transformagdo que preserva a simetria do Tetraedro e seja p € S um
vértice do Tetraedro. Note que existe 7(p) = p, logo, pelo Quadro 5.1, temos que existem

quatro subgrupos, .77z, associados a cada um dos vértices. Além disso, considere que Iy € 7.



66

Tomando uma simetria em relagdo a p € S, vértice do Tetraedro, teremos 77,7, € 5, com
T; # Iy, i = 1,2. Dessa forma, v, = 3.

Analogamente, seja T'(p) = p’ a relagdo de equivaléncia entre dois vértices p € S, note
que existe T € ¢4 tal que T (s) = s, com 5, 5" € § vértices do Tetraedro para cada vértice, também
considerando a transformacéo Iy, logo n, = 4.

Seja N4 a ordem do grupo de simetrias do Tetraedro, entdo, pelo Lema 5.2, temos que
Nz =np-vp
ou seja,
Nz =4-3=12.

Agora, vamos provar a afirmacao (ii).

Seja P € ¢4 uma transformacdo que preserva a simetria do Octaedro e seja ¢ € S um
vértice do Octaedro. Note que, para cada vértice existe P(q) = g. Dessa forma, pelo Quadro
5.1, temos que existem seis subgrupos, .7, associados a cada vértice. Note que para cada
vértice, existem Pj, P>, P3 € ¢ tais que Pi(q) = q,i=1,2,3 e Iy € . Dessa forma, v, = 4.

De forma similar, seja P(s) = s’ a relagdo de equivaléncia entre dois vértices 5,5 € S.
Note que existe P € ¢ tal que P(r) =1 com r,r’ € S vértices do Octaedro, para cada vértice,
também considerando a transformacg@o Iy. Logo n, = 6.

Seja Ny a ordem do grupo de simetrias do Octaedro, entdo, pelo Lema 5.2, temos que
No =np-v,=6-4=24.

Por fim, resta-nos mostrar a afirmacao (iii).

Seja § € ¢4 uma transformacdo que preserva a simetria do Icosaedro e seja r € S um
vértice do Icosaedro. Note que para cada vértice existe S(r) = r. Dessa forma, pelo Quadro 5.1,
temos que existem doze subgrupos, .77, associados a cada vértice. Note que para cada vértice,
existem S1,52,53,54 € Ay tal que Si(q) =¢q,i=1,2,3,4ely € Ay, dessaforma, v, =5.

De forma similar, seja S(r) = ¢’ a relagdo de equivaléncia entre dois vértices ¢, € S.
Note que existe S € ¢ tal que S(r) = ¥, com r,r € S vértices do Icosaedro, para cada vértice,
também considerando a transformacéo Iy. Logo n, = 12.

Seja N a ordem do grupo de simetrias do Icosaedro, entdo, pelo Lema 5.2, temos que

Ny=n,-v,=12-5=60.
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O préximo resultado determina a estrutura dos grupos de simetrias dos sélidos platonicos
através do isomorfismo de grupos, uma vez que conhecemos a estrutura do grupo ¢, podemos

determinar uma relacdo com os outros grupos.

Teorema 5.11. Seja & um grupo finito das rotacées em R3. Entdo,
(i) 4 é isomorfo ao grupo ciclico 6,, n € N* ou

(ii) 4 ¢é isomorfo ao grupo diedral Y, n € N* ou

(iii) G é isomorfo ao grupo 7 ou

(iv) 9 é isomorfo ao grupo O ou

(v) 9 é isomorfo ao grupo 7.

Demonstracdo. Consideremos o conjunto de todos os pares (T,p) com T € 4, T # Iy, e p
¢ um polo de T. Contando os pares de duas maneiras diferentes, considerando que 7' # Iy é
associado a dois polos e, em seguida, que cada polo estd associado a (v — 1) elementos T € ¥,

com T # Iy, teremos

AN 1) =Y, (vp— 1)

e considerando os termos a direita de acordo com a classe de equivaléncia dos polos, C, nds

temos

AN 1) = Y ne(ve—1)

onde n. é o nimero de polos na classe de equivaléncia C, v, é a ordem de um polo em C e a

soma toma as diferentes classes de equivaléncia dos polos, mas pelo Lema 5.2, nés temos que,

2N 1) = Eneve =) = N -n) = 5 (N2,

Ve

Dividindo por N, teremos

2
Note que o lado esquerdo esta entre 1 < (2 — N) < 2 e, portanto,

1<ZC<1—1) <2.

Ve
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Vamos verificar as possibilidades para o nimero de classes. Note que se ¢ = 1, temos

. 1 . . .
0 que € um absurdo, pois —— < 0. Consideremos o nimero de classes maior ou igual a 4.

Vi

1 1
Como v; > 2, pois cada classe possui o elemento identidade (Iy) e T # Iy, entdo — < > para
Vi

todoi=1,2,...,k. Dai, temos que

1 1 1
I<l—-—+1-—+..+1-—<2
Vi V2 Vk

k
1
:o<(k—1)—Z;<1
i=1 *

k1
= —>k—-1)—1=k-2,
zlvi
mas
k k
1 1 k&
< —_=_,
2., 52573
i=1 i=1
Logo,
1 k
k—2< — < =
ou seja,

ou seja, k < 4. Dessa forma, existem duas ou trés classes de equivaléncia. Assim, teremos dois

casos.
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No primeiro caso consideremos duas classes de equivaléncia com ordem v; e v,, assim

teremos

2 1 1

2—Z=1—-—+41-——

N v1+ V)
L2
N_V1 V2
N N
=>2=—+—.
Vi V2

Note que — > 0, pois N é a ordem do grupo e v; é a ordem de cada subgrupo de ¢. Pelo Lema
Vi

N . N
5.2, temos que — = n,, ou seja, — € Z.

N .
Como 2 = — + —, segue que — = — = 1. Ou seja, N = v;, portanto, a ordem dos
Vi V2 V1 V2
subgrupos de N € igual a ordem do grupo todo, neste caso s6 hd um eixo de simetria. Logo, ¢

é ciclico.
No segundo caso, consideraremos trés classes de equivaléncia com ordens vi,v; € v3,

com v < vy < v3. Vamos considerar vi = v, = 2. Entao:

1+1+1_1+2
Vi V2 V3_ N
1+1+1_1+2
2 2 v N
1 2
:>_—_
V3 N
2v3 = N.

Note que v3 pode corresponder ao nimero de vértices da forma geométrica deste grupo. Logo

¢ € o grupo diedral.

Agora, tomemos v| = 2,v, = 3, assim

1o 12

Vi V2 V3 N

[N

2 3 v N
111 2 1 2
w2 3"'NT6N
1 N+1
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Tomemos v3 > 3, pois v3 > vy = 3. Logo, se v3 = 3, teremos

I N+12

3~ 6N
= 3(N+12) =6N

= 3N +36 = 6N
= 3N =36

= N=12.

Dessa forma, ¢ tem ordem 12 e, pelo Teorema 5.10, € o grupo de simetrias do Tetraedro.

Seja v3 = 4, temos

1 N+12
4 6N
= 4(N+12) =6N

= 4N +48 = 6N
— ON =48

= N =24,

assim ¢ possui ordem 24 e, pelo Teorema 5.10, € o grupo de simetria do Octaedro.

Seja vz =5, temos

1 N+12
5 6N
= 5(N+12) =6N

= 5N +60=6N

= N =60,

logo, ¢ possui ordem 60, pelo Teorema 5.10, € o grupo de simetria do Icosaedro.

Note que se v3 > 5, temos

6N
CN+12

6N > 6(N + 12) = 6N + 72

6<V3

0>72,
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o que € um absurdo. Logo, v3, s6 pode assumir os valores 3,4 e 5, concluindo a demonstragao.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, ao apresentarmos uma parte da Histéria da Matematica, foi possivel
compreender como alguns conceitos mateméticos podem ser desenvolvidos durante o tempo.
Além disso, € notério que o processo para a construcdo do conhecimento na Matemética nem
sempre percorre um caminho cumulativo e linear, mas, depende de inimeras intervengoes e
diversos personagens envolvidos para que se chegue a uma s6 conclusio.

Além disso, com a histéria da busca pelas solucdes das equagdes algébricas, vimos que
o trabalho associativo de diversos matematicos foi o ponto fundamental para que o conceito de
simetria pudesse tomar forma. Também pudemos observar que as dificuldades pessoais de cada
matematico os mostraram também como humanos, quebrando o preceito de que os grandes
génios das Ciéncias Exatas sdo perfeitos e sem mazelas em seus cotidianos.

Através da histéria de Evaristé Galois, foi possivel analisar que nem sempre as teorias
matematicas sdo aceitas de imediato, necessitando de diversos aperfeicoamentos. Com Ca-
mille Jordan, temos que os aperfeicoamentos na matematica nascem da necessidade de resolver
situacdes especificas, como € o caso dos grupos de simetrias para classificar os cristais.

Adentrando na Teoria de Grupos, notamos que a definicdo do conceito de grupo se
ampliou para além das raizes de uma equacdo. Desse modo, com diversos resultados que foram
além dessas fronteiras, pudemos construir os grupos de simetrias no R? e R3, considerando
as transformagdes de rotacdo e reflexdo e suas composi¢cdes. Na construgdo desses grupos,
pudemos analisar toda a teoria em torno das simetrias dos sélidos platdnicos, bem como as

generalizagOes para quaisquer figuras regulares que possam ser definidas no espaco e no plano.
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