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RESUMO

Este artigo estuda a utilização de técnicas de decomposição sobre a resolução do Pro-
blema de Roteamento de Veículos com Coleta, Entrega e Janelas de Tempo (PRVCEJT). A
questão levantada por este trabalho é: “Apesar da economia de tempo dos métodos de decom-
posição na resolução do PRVCEJT, a perda de qualidade se sobressai?”. Nós apresentamos sete
adaptações das decomposições elaborados por Santini et al. (2023). Os experimentos foram
realizados utilizando tanto as instâncias, quanto o solver estado da arte proposto por Sartori e
Buriol (2020). Com os resultados prontos, realizamos comparações com os obtidos por Sartori
e Buriol (2020), além de trazer à tona as características das decomposições. Nossas análises
mostram que as adaptações Agrupamento de Baricentro 2 e Agrupamento de Baricentro 4,
possuem o melhor desempenho dentre as que apresentamos.

Palavras-chave: PRV. PRVCEJT. Decomposições. Execução Paralela. Redução de Tempo.



ABSTRACT

This article studies the use of decomposition techniques to solve the Vehicle Routing
Problem with Pickup, Delivery and Time Windows (VRPPDTW). The question raised by this
work is: “Despite the time savings of the decomposition methods in solving the VRPPDTW,
the loss of quality stands out?”. We present seven adaptations of the decompositions elaborated
by Santini et al. (2023). The experiments were carried out using both the instances and the
state-of-the-art solver proposed by Sartori e Buriol (2020). With the results ready, we made
comparisons with those obtained by Sartori e Buriol (2020), as well as bringing out the charac-
teristics of the decompositions. Our analysis shows that the adaptations Barycenter Grouping
2 and Barycenter Grouping 4 have the best performance of all those presented.

Keywords: VRP. VRPPDTW. Decompositions. Parallel Execution. Time Reduction.
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1 INTRODUÇÃO

Os problemas de roteamento de veículos (PRVs) têm sido objeto de pesquisas intensas

e de rápido crescimento há mais de sessenta anos. Isso se deve à sua importância econômica

e ao seu interesse teórico. O uso de rotas de veículos eficientes proporciona uma vantagem

competitiva direta para as empresas de transporte, que geralmente operam com margens de

lucratividade limitadas. Além disso, o fato de esses problemas compartilharem uma estrutura

simples, mas rica, generalizando o problema do caixeiro viajante, ajudou a elevar a família

PRV a um dos principais bancos de testes para estudos de otimização combinatória e heurística

(VIDAL; LAPORTE; MATL, 2020).

Apesar dos anos de estudo em resoluções exatas para o PRV, a maior parte dos trabalhos

acadêmicos abordam os métodos de resolução heurísticos. Esse fato decorre, em sua maioria,

dos métodos exatos não serem robustos o suficiente para resolverem instâncias de maior porte

em tempo hábil, as quais são mais comuns atualmente. Além disso, outra vantagem das heu-

rísticas é a sua flexibilidade, possibilitando a adição de variantes que rotineiramente surgem na

prática. No domínio heurístico, as técnicas de decomposição provaram seu valor na solução

de instâncias de grande porte, e também são usadas com sucesso para aumentar o desempenho

das heurísticas em instâncias médias. As estratégias de decomposição são amplamente usadas

na prática porque geralmente levam a planos de roteamento mais estruturados e intuitivos, por

exemplo, atribuindo grupos de clientes geograficamente próximos à mesma rota (SANTINI et

al., 2023).

Este trabalho pretende estender as contribuições de Santini et al. (2023), que apresentou

decomposições as quais produzem resultados competitivos com os algoritmos sem decomposi-

ção da literatura para Capacitated Vehicle Routing Problem (CVRP), porém, utilizaremos outra

variante do VRP, o Problema de Roteamento de Veículos com Coleta, Entrega e Janelas de

Tempo (PRVCEJT). O principal objetivo é responder à seguinte questão: “Apesar da economia

de tempo dos métodos de decomposição na resolução do PRVCEJT, a perda de qualidade se

sobressai?”. Determinado nosso objetivo, elaboramos adaptações das decomposição baseadas

em rotas, que respeitam as restrições da variante do VRP escolhida. Executamos nossos expe-

rimentos utilizando tanto o solver quanto as instâncias de Sartori e Buriol (2020). Essa escolha

é alicerçada no fato de que este é um solver estado da arte que soluciona o PRVCEJT e estas

instâncias são até cinco vezes maiores que as utilizadas por Santini et al. (2023). Por fim, en-
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contramos espaço para trabalhos futuros como, por exemplo, o desenvolvimento de mais uma

decomposição, além da experimentação de outras adaptações e instâncias.

O Apêndice A, elaborado no formato de artigo de acordo com as normas da Sociedade

Brasileira de Computação (SBC), traz à tona a pesquisa discutida nesta seção. Pretende-se

também utilizá-lo para uma futura publicação na área de Pesquisa Operacional.
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Abstract. This article studies the use of decomposition techniques to solve
the Vehicle Routing Problem with Pickup, Delivery and Time Windows
(VRPPDTW). The question raised by this work is: “Despite the time sa-
vings of the decomposition methods in solving the VRPPDTW, the loss
of quality stands out?”. We present seven adaptations of the decompo-
sitions elaborated by [Santini et al. 2023]. The experiments were carried
out using both the instances and the state-of-the-art solver proposed by
[Sartori and Buriol 2020]. With the results ready, we made comparisons with
those obtained by [Sartori and Buriol 2020], as well as bringing out the cha-
racteristics of the decompositions. Our analysis shows that the adaptations
Barycenter Grouping 2 and Barycenter Grouping 4 have the best performance
of all those presented.

Resumo. Este artigo estuda a utilização de técnicas de decomposição sobre a
resolução do Problema de Roteamento de Veı́culos com Coleta, Entrega e Ja-
nelas de Tempo (PRVCEJT). A questão levantada por este trabalho é: “Apesar
da economia de tempo dos métodos de decomposição na resolução do PRV-
CEJT, a perda de qualidade se sobressai?”. Nós apresentamos sete adaptações
das decomposições elaboradas por [Santini et al. 2023]. Os experimentos fo-
ram realizados utilizando tanto as instâncias, quanto o solver estado da arte
proposto por [Sartori and Buriol 2020]. Com os resultados prontos, realizamos
comparações com os obtidos por [Sartori and Buriol 2020], além de trazer à
tona as caracterı́sticas das decomposições. Nossas análises mostram que as
adaptações Agrupamento de Baricentro 2 e Agrupamento de Baricentro 4,
possuem o melhor desempenho dentre as que apresentamos.

1. Introdução
Os problemas de roteamento de veı́culos (PRVs) têm sido objeto de pesquisas intensas e
de rápido crescimento há mais de sessenta anos. Isso se deve à sua importância econômica
e ao seu interesse teórico. O uso de rotas de veı́culos eficientes proporciona uma vanta-
gem competitiva direta para as empresas de transporte, que geralmente operam com mar-
gens de lucratividade limitadas. Além disso, o fato de esses problemas compartilharem
uma estrutura simples, mas rica, generalizando o problema do caixeiro viajante, ajudou
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a elevar a famı́lia PRV a um dos principais bancos de testes para estudos de otimização
combinatória e heurı́stica [Vidal et al. 2020].

O PRV clássico tem como objetivo construir um conjunto de rotas de veı́culos,
as quais visitam um conjunto de clientes, com intuito de minimizar os custos de coleta
e entrega [Laporte 2007]. A partir dele o cenário de pesquisa evoluiu drasticamente nas
últimas duas décadas, surgindo caracterı́sticas como: performance ratios; cumulative ob-
jectives; workload balance; person-oriented; navigation complexity; probability of fai-
lure; safety risks. Até o inı́cio dos anos 2000, a maioria dos estudos metodológicos se
concentrava em um subconjunto limitado de problemas operacionais com atributos como
janelas de tempo, vários depósitos, vários perı́odos e frotas heterogêneas. Desde então,
o número de variantes de problemas cresceu rapidamente, refletindo a diversidade de
aplicações. Os algoritmos de roteamento de veı́culos não são usados apenas para produzir
rotas diárias, mas também servem como ferramentas de avaliação para outras decisões es-
tratégicas e táticas, como localização de instalações, dimensionamento de frota, produção
e gerenciamento de estoque [Vidal et al. 2020].

Apesar dos anos de estudo em resoluções exatas para o PRV, a maior parte dos
trabalhos acadêmicos abordam os métodos de resolução heurı́sticos. Esse fato decorre,
em sua maioria, dos métodos exatos não serem robustos o suficiente para resolverem
instâncias de maior porte em tempo hábil, as quais são mais comuns atualmente. Além
disso, outra vantagem das heurı́sticas é a sua flexibilidade, possibilitando a adição de
variantes que rotineiramente surgem na prática. No domı́nio heurı́stico, as técnicas de
decomposição provaram seu valor na solução de instâncias de grande porte, e também são
usadas com sucesso para aumentar o desempenho das heurı́sticas em instâncias médias.
As estratégias de decomposição são amplamente usadas na prática porque geralmente
levam a planos de roteamento mais estruturados e intuitivos, por exemplo, atribuindo
grupos de clientes geograficamente próximos à mesma rota [Santini et al. 2023].

Resumidamente, uma decomposição consiste em quebrar o problema original em
vários subproblemas menores, os quais são resolvidos com maior facilidade e posterior-
mente, cada sub-solução é agrupada, criando assim uma solução para o problema origi-
nal. O artigo de [Santini et al. 2023] investiga experimentalmente o impacto de diferentes
técnicas de decomposição em meta-heurı́sticas de última geração para o problema de ro-
teamento de veı́culos capacitado (PRVC). O objetivo do PRVC é determinar até p rotas,
cada rota começando no depósito, visitando uma sequência de clientes e retornando ao
depósito, de forma que a demanda total de clientes em cada rota não exceda a capacidade
do veı́culo, que cada cliente seja visitado uma vez e que o custo total de viagem seja
minimizado. Os autores optaram pelo PRVC por ele ser a variante clássica da famı́lia
PRV.

[Santini et al. 2023] caracteriza as técnicas de decomposição em dois grupos, ho-
mogêneas e heterogêneas. Seus experimentos são concentrados em decomposições ho-
mogêneas, por criarem subproblemas da mesma natureza que o problema original e per-
mitem usar o mesmo solucionador para o problema principal e os subproblemas. O traba-
lho deles conta com as instâncias de grande escala de [Uchoa et al. 2017], que possuem
diversas caracterı́sticas (por exemplo, distribuição de clientes, comprimento da rota, po-
sicionamento do depósito, padrões de demanda) e ainda representam um desafio para as
meta-heurı́sticas modernas. Este trabalho adotará estas mesmas caracterı́sticas, porém,
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utilizando uma variante do PRV mais complexa e com instâncias de maior porte.

De acordo com [Sartori and Buriol 2020], uma variante do VRP é o problema de
coleta e entrega, no qual os veı́culos transportam mercadorias de um local de coleta para
um local de entrega correspondente. Outras restrições incluem a precedência da coleta
sobre a entrega e a capacidade máxima dos veı́culos, que nunca deve ser excedida durante
o transporte. Quando os locais precisam ser atendidos dentro de uma janela de tempo, o
problema é conhecido como problema de roteamento de veı́culos com coleta, entrega e
janelas de tempo (PRVCEJT). Nesse caso, os veı́culos não podem operar antes do inı́cio
ou depois do fim da janela de tempo, que é definida para cada local do cliente.

Formalizando o problema, define-se o PRVCEJT por uma frota de veı́culos M ,
um conjunto de clientes C e um grafo direcionado G = (V,A). O conjunto de vértices do
grafo pode ser representado por V = P∪D∪{0}, onde P representa o conjunto de pontos
de coleta, D o conjunto de pontos de entrega e 0 representa o depósito. O conjunto de
arcos denotado por A representa as conexões entre os vértices, seja depósito ou clientes.
A cada arco (i, j), onde i ̸= j, associamos um custo cij e um tempo tij , que pode incluir
o tempo de atendimento no cliente i. Cada veı́culo m tem uma capacidade qm e cada
cliente i uma demanda di. Cada cliente i tem uma janela de tempo [ai, bi]. Um veı́culo
deve chegar ao cliente antes do tempo bi, pode chegar antes de ai mas o cliente não será
atendido antes. O depósito também possui uma janela de tempo [a0, b0]. Os veı́culos não
podem sair do depósito antes de a0 e devem estar de volta antes ou no horário b0.

Uma solução para o PRVCEJT é um conjunto s = {r1, r2, ..., r|s|} de rotas que
atendem a todas as solicitações. Cada rota r ∈ s é uma sequência r = (π1, π2, ..., π|r|), em
que πv ∈ V, v = 1, ..., |r| indica os locais a serem visitados, de modo que todas as janelas
de tempo sejam atendidas, a capacidade máxima do veı́culo nunca seja excedida, cada
coleta seja visitada antes do local de entrega correspondente e ambos pertençam à mesma
rota. Os locais π1 = π|r| = 0 são o depósito. O objetivo principal é minimizar o número
de rotas em |s| e secundário é minimizar o custo total das rotas C(s) =

∑
r∈s C(r), sendo

C(r) =
∑|r|

v=2Cπ(v−1)πv . Vale ressaltar aqui, que cada rota é um veı́culo utilizado para
solucionar o problema, ou seja, o número de rotas também é o número de veı́culos.

Introduzidos os métodos de decomposição e o PRVCEJT, este trabalho pretende
estender as contribuições de [Santini et al. 2023], que apresentou decomposições as quais
produzem resultados competitivos com os algoritmos sem decomposição da literatura
para CVRP, porém, utilizaremos outra variante do VRP, o PRVCEJT. O principal ob-
jetivo é responder à seguinte questão: “Apesar da economia de tempo dos métodos de
decomposição na resolução do PRVCEJT, a perda de qualidade se sobressai?”. Determi-
nado nosso objetivo, elaboramos adaptações das decomposição baseados em rotas, que
respeitam as restrições da variante do VRP escolhida. Executamos nossos experimentos
utilizando tanto o solver quanto as instâncias de [Sartori and Buriol 2020]. Essa escolha
é alicerçada no fato de que este é um solver estado da arte que soluciona o PRVCEJT
e estas instâncias são até cinco vezes maiores que as utilizadas por [Santini et al. 2023].
Das onze decomposições adaptadas em conjunto com Arthur Henrique Sousa Cruz, Caio
de Oliveira Lopes e Mayron César de Oliveira Moreira, esse trabalho apresentará sete de-
las, às quais foram divididas com base na similaridade de suas caracterı́sticas (para mais
detalhes consulte a Seção 4).
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O restante deste artigo está estruturado da seguinte forma. Na Seção 2 apresenta-
se o funcionamento do solver utilizado, devido o mesmo ser fundamental para utilização
das decomposições. Na Seção 3 é feito um overview do artigo de [Santini et al. 2023], o
qual este trabalho se baseia. Na Seção 4, apresentam-se as principais caracterı́sticas dos
métodos de decomposição adaptados, justificando as escolhas feitas para este trabalho
quanto às decomposições de instâncias. Na Seção 5, detalham-se as instâncias utilizadas
no trabalho, bem como uma explicação dos testes e apresentação dos resultados obtidos,
com uma comparação em relação aos resultados de [Sartori and Buriol 2020]. Por fim, na
Seção 6, conclui-se o artigo, destacando também as futuras direções de pesquisa para este
trabalho, e a Seção 7 fica reservada aos agradecimentos.

2. Solver para o PRVCEJT
[Sartori and Buriol 2020] estudam o PRVCEJT, estendem o algoritmo meta-heurı́stico
proposto por [Curtois et al. 2017] e propõem um novo conjunto de instâncias para o pro-
blema. O método estendido usa os conhecidos componentes heurı́sticos Adaptive Guided
Ejection Search (AGES) de [Curtois et al. 2017], Large Neighborhood Search (LNS) de
[Ropke and Pisinger 2006] e um modelo de programação matemática (MP) do PRVCEJT
como um problema de Set Partitioning (SP). O método itera através desses três compo-
nentes seguindo a abordagem do Iterated Local Search ([Lourenço et al. 2010]), recom-
binando rotas anteriores e novas em busca de soluções melhores.

A estrutura geral da meta-heurı́stica é descrita no Algoritmo 1. Há vários
parâmetros além da instância de entrada (Seção 4, [Sartori and Buriol 2020]). Na linha
1, uma solução inicial gulosa s é construı́da. Na linha 2, o conjunto de rotas, denotado
como P , é inicializado com rotas de s. O conjunto é usado no componente SP na linha
7, conforme detalhado na Seção 4.3. As variáveis iter e count mantêm o número total
de iterações e o número de iterações sem melhoria, respectivamente. A melhor solução
encontrada é indicada por s∗.

Algoritmo 1: Meta-heurı́stica
Entrada:
Parâmetros para o AGES MA, ZA;
Parâmetros para a LNS ML, L, w, bmin, bmax, kmin, kmax;
Parâmetros da Perturbação ZM e µ;

1: s← solução inicial()
2: P ← inicializar conjunto(s)
3: iter, count← 0
4: repita
5: s← AGES(s,MA, ZA, µ)
6: s← LNS(s,ML, L, w, bmin, bmax, kmin, kmax)
7: sM ← SP (s,P)
8: s← aceita solução(s, sM , iter, count)
9: s← perturbação(s, ZM , µ)

10: até condição de parada

Nas linhas 4-10, os componentes são iterados para buscar soluções aprimoradas.
Primeiro, o AGES (Subseção 2.1) é aplicado para encontrar uma solução com um número
reduzido de veı́culos. Em seguida, o LNS (Subseção 2.2) tenta reduzir o custo total da
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solução atual, bem como o número de rotas. A fase SP (Subseção 2.3) adiciona as rotas
de s à P e tenta recombinar as rotas geradas. Por fim, novas soluções são aceitas e
perturbadas. Isso continua até que a condição de parada seja atingida, sendo o tempo
máximo de execução, a utilizada por [Sartori and Buriol 2020].

2.1. Adaptive guided ejection search

O AGES de [Curtois et al. 2017] é o componente responsável pela minimização de
veı́culos. Para buscar soluções com menos rotas, ele remove uma rota inteira r da solução
atual e, em seguida, re-insere os pedidos de r nas rotas restantes.

2.2. Large neighborhood search

O componente LNS usado na meta-heurı́stica é baseado no ALNS de
[Ropke and Pisinger 2006] e no LNS de [Curtois et al. 2017]. Essa fase é com-
posta de duas etapas seguidas por uma fase de aceitação da solução. Primeiro, uma
série de pedidos são removidos da solução atual s, criando um conjunto de pedidos
não roteados U e uma solução parcial s′. Em seguida, os pedidos em U são inseridos
novamente em s′, criando uma solução potencialmente diferente. Por fim, a nova solução
é aceita usando a estratégia Late Acceptance Hill Climbing de [Burke and Bykov 2017]
com uma lista de tamanho L. Esse processo é repetido por um número ML de iterações
sem melhorias.

2.3. Set Partitioning

O PRVCEJT pode ser formulado como um problema de SP na forma de MILP e re-
solvido de forma otimizada. [Dumas et al. 1991] apresenta uma formulação semelhante
aplicada a um método de geração de colunas. [Sartori and Buriol 2020] usa um modelo
semelhante, mas aplicando abordagens de geração de colunas com intuito de construir
um conjunto de rotas P para atuar como conjunto R. As rotas no conjunto são um sub-
produto da pesquisa heurı́stica e, a cada iteração do Algoritmo 1, as rotas anteriores são
recombinadas com novas rotas em busca de uma solução melhor.

2.4. Interações entre componentes

As contribuições de cada componente devem ser entendidas dentro de seu contexto no
Algoritmo 1. O AGES reduz o número de veı́culos em uma solução, enquanto o LNS
se concentra na minimização de custos e o SP intensifica essa mesma função. Por fim,
o mecanismo de perturbação ([Sartori and Buriol 2020], Seção 4.5) é usado para evitar o
retorno ao mesmo mı́nimo local, de modo que novas áreas do espaço de pesquisa sejam
potencialmente exploradas.

Os resultados para os benchmarks padrão de [Li and Lim 2003] demonstraram
que a meta-heurı́stica de [Sartori and Buriol 2020] obteve soluções de boa qualidade em
um tempo de execução razoável. Além disso, as modificações propostas proporcionaram
melhor desempenho para o algoritmo de acordo com a análise de componentes. En-
tretanto, não foi possı́vel alcançar valores de solução que correspondessem a todas as
best-known solutions (BKS). No entanto, conforme verificado, nenhum método atual na
literatura é capaz de atingir a qualidade BKS - e alguns valores BKS foram obtidos pela
meta-heurı́stica proposta ([Sartori and Buriol 2020]).
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3. Técnicas de decomposição

O artigo de [Santini et al. 2023] tem como objetivo preencher a lacuna referente a
caracterização e investigação sistemática do desempenho de diferentes técnicas de
decomposição para VRPs. Eles discutem algumas caracterı́sticas fundamentais das
técnicas de decomposição heurı́stica para VRPs e relacionam essas caracterı́sticas a tra-
balhos recentes sobre esse tópico. Também investigam experimentalmente o impacto de
diferentes técnicas de decomposição em meta-heurı́sticas de última geração para o Ca-
pacitated VRP (CVRP) a fim de derivar diretrizes metodológicas para aplicações futuras.
Em seus experimentos, concentram-se em decomposições homogêneas, que criam sub-
problemas da mesma natureza que o problema original e permitem usar o mesmo soluci-
onador para o problema principal e os subproblemas.

3.1. Caracterı́sticas das técnicas de decomposição

No trabalho deles é definido que as estratégias de decomposição heurı́stica derivam do
princı́pio de dividir para conquistar. Elas definem um ou vários subproblemas de forma
que sua solução contribua para a solução de um problema original complexo, seja produ-
zindo uma nova solução, melhorando uma solução existente ou identificando regiões pro-
missoras ou não promissoras do espaço de pesquisa. As técnicas de decomposição estão
intimamente ligadas às estratégias de projeção ([Geoffrion 1970a; Geoffrion 1970b]), que
envolvem a fixação de algumas das variáveis de decisão para concentrar a pesquisa em
um subespaço menor. Com essa visão em mente, as técnicas de decomposição heurı́stica
podem ser caracterizadas em relação a:

1. a natureza dos subproblemas formados pela decomposição;
2. as informações usadas para definir os subproblemas;
3. os métodos de solução para os subproblemas;
4. as maneiras como as soluções dos subproblemas são usadas para resolver o pro-

blema principal.

3.1.1. Natureza dos subproblemas

Decomposição homogênea ou heterogênea. Uma decomposição é homogênea se levar
a subproblemas que mantêm a mesma definição e estrutura do problema original. Essa
decomposição permite o uso recursivo de uma única abordagem de solução. Por outro
lado, uma decomposição heterogênea pode exigir técnicas personalizadas para a solução
dos subproblemas.

Subproblemas independentes ou dependentes. Muitas decomposições formam
vários subproblemas ao mesmo tempo. Os subproblemas são independentes quando o
valor objetivo e a viabilidade de um subproblema não dependem dos outros. De modo
geral, as decomposições independentes geralmente são desejáveis porque permitem o pa-
ralelismo de alto nı́vel para reduzir o tempo de execução e permitem combinar as soluções
dos subproblemas de forma direta.
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3.1.2. Informações usadas para definir os subproblemas

As abordagens de decomposição geralmente são projetadas para obedecer a três princı́pios
fundamentais:

1. As fixações de variáveis induzidas pela decomposição devem ser suportadas em
soluções de alta qualidade;

2. As variáveis de decisão livres do subproblema não devem ser muito poucas ou
muito numerosas, de modo que os subproblemas não sejam triviais, mas mais
fáceis do que o problema original;

3. As variáveis de decisão livres devem estar relacionadas, de modo que sua solução
contribua para a pesquisa.

Para atingir esses objetivos, [Santini et al. 2023] desenvolveu as estratégias a se-
guir.

Apoio em uma solução de elite. É comum confiar nas caracterı́sticas de uma
solução de alta qualidade (ou seja, de elite) para definir a decomposição. Por exemplo, a
formação de subproblemas a partir dos clientes de um subconjunto de rotas selecionadas
de uma solução de elite garante que as rotas que não estão selecionadas no momento
apareçam juntas em pelo menos uma boa solução. Isso intensifica efetivamente o esforço
de pesquisa em torno dessa solução.

Tamanho dos subproblemas. O tamanho dos subproblemas é um parâmetro es-
sencial para controlar sua dificuldade e seu potencial de melhoria. Boas escolhas do tama-
nho do problema dependem do desempenho (tempo de execução e qualidade da solução)
do algoritmo adotado para os subproblemas. O objetivo é escolher um tamanho de pro-
blema tal que o solucionador seja capaz de resolver os subproblemas de forma quase ideal
em um tempo limitado.

Informações de relacionamento. Os subproblemas não devem ser triviais. Além
de uma escolha adequada do tamanho do problema, a criação de problemas não triviais
geralmente requer a seleção de clientes e variáveis de decisão que estejam relacionados.
A relação entre as variáveis de decisão ou os clientes pode ser medida de diferentes ma-
neiras:

• Relacionamento espacial;
• Relacionamento temporal, no caso de problemas com restrição de janela de tempo;
• Relacionamento histórico;
• Relacionamento conforme observado em padrões de soluções recentes.

As métricas de relação espacial e temporal derivam diretamente das caracterı́sticas
das instâncias e medem a proximidade no espaço ou no tempo entre duas visitas de cli-
entes. Em contrapartida, a relação histórica e de padrão examina a frequência com que
determinadas decisões são tomadas em conjunto em boas soluções no histórico de pes-
quisa.

3.1.3. Técnicas de solução para os subproblemas

As técnicas de solução para os subproblemas podem variar muito em termos de tempo
de execução e qualidade da solução. Elas variam de heurı́sticas simples de reconstrução
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gulosa (como é o caso da maioria dos programas de ruin-and-recreate) a meta-heurı́sticas
mais sofisticadas aplicadas recursivamente nos subproblemas e de técnicas de enumeração
especializadas a algoritmos completos de branch-cut-and-price ([Santini et al. 2023]).

3.1.4. Utilização de soluções de subproblema

Ao definir um subproblema apoiado em uma solução de elite, é possı́vel explorar dire-
tamente o resultado para substituir ou melhorar a solução de elite. Essa abordagem foi
adotada na maioria das estratégias de decomposição heurı́stica porque permite que se
beneficie rapidamente do esforço despendido nos subproblemas. No entanto, há outras
situações em que os atributos do problema tornam mais difı́cil explorar os resultados da
decomposição ([Santini et al. 2023]).

[Santini et al. 2023] recomenda optar por decomposições independentes e ho-
mogêneas apoiadas em soluções de elite, pois isso facilita muito o uso do conhecimento
obtido nas fases de decomposição. Seguindo essa abordagem, os estudos experimentais
deles considera duas classes principais de decomposição: uma abordagem de particiona-
mento que define subproblemas com base nas rotas de uma solução de elite (chamada de
decomposição baseada em rotas) e uma abordagem de redução que fixa iterativamente
as sequências de clientes (chamada de decomposição baseada em caminhos). Para cada
uma dessas abordagens de decomposição, eles consideram diferentes noções de relação e
diferentes definições de subproblema.

3.2. Decomposição baseada em rotas

Os métodos de decomposição de [Santini et al. 2023] baseados em rotas criam um con-
junto de subproblemas independentes S = {S1, ..., Sk}, resolvem cada subproblema
usando uma chamada recursiva ao solucionador e reconstroem uma solução para o pro-
blema original mesclando as soluções para os subproblemas. Cada subproblema é de-
finido por um par Sj = (Vj, pj), em que Vj é um subconjunto de clientes e pj é o
número de veı́culos atribuı́dos ao subproblema j. Lembrando-se que as coordenadas
geográficas (xv, yv) de cada local v ∈ V são conhecidas. Além disso, é assumido que
(x0, y0) = (0, 0).

Eles descrevem uma solução CVRP como um conjunto de rotasR = {R1, ..., Rp},
em que cada rota é dada como uma sequência de clientes Ri = (0, vi1, ..., viri , 0). O
número de clientes visitados pelo veı́culo i é ri. Por conveniência, também é definido que
o conjunto de clientes visitados pelo veı́culo i como Wi = vi1, ..., viri . Se um veı́culo i
não for usado, então Wi = ∅ e ri = 0.

Em um método de decomposição baseado em rotas, o conjunto de vértices Vj de
cada subproblema Sj é construı́do a partir de um subconjunto das rotas em uma determi-
nada soluçãoR. Esse subconjunto é indexado por Ij ⊆ {1, ..., p}, ou seja, Vj =

⋃
i∈Ij Wi.

Define-se o número de veı́culos como pj = |Ij| para garantir a viabilidade do subpro-
blema Sj (desde que a soluçãoR dada seja viável). Os métodos de decomposição basea-
dos em rotas estudados diferem na forma como o conjunto de ı́ndices Ij é determinado.

[Santini et al. 2023] introduz o conceito de baricentro de uma rota Ri não vazia,
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e definido como o ponto no espaço euclidiano R2 com

bi = (bxi , b
y
i ) =

(
1

| Vi |
∑

v∈Vi

xv,
1

| Vi |
∑

v∈Vi

yv

)
.

Ao usar os baricentros para criar subproblemas, são desconsideradas as rotas va-
zias. Os veı́culos correspondentes a essas rotas vazias, se houver, são distribuı́dos uni-
formemente entre os subproblemas criados. Para aumentar as chances de encontrar uma
solução de alta qualidade para os subproblemas, é introduzido um parâmetro m ∈ N que
denota um número-alvo de clientes a ser atribuı́do a cada subproblema.

3.3. Decomposição baseada em caminhos

Um método de decomposição baseado em caminhos cria um problema menor ao mesclar
grupos de clientes. Primeiro [Santini et al. 2023] explica como mesclar os clientes que
pertencem a um único caminho direcionado T . Esse caminho direcionado é definido por
uma sequência de arcos consecutivos e denotado por uma sucessão ordenada dos clientes
que ele visita: T = (v1, ..., vrT ). O objetivo é reduzir o tamanho do problema removendo
todos os clientes visitados por T e substituindo-os por um único cliente, que representa
todos os clientes em T visitados na ordem determinada (v1, ..., vrT ). O novo cliente vT
tem as seguintes caracterı́sticas: sua demanda é a soma das demandas dos clientes que ele
substitui, qvT =

∑
v∈T qv; o custo de viagem de (para) um vértice u ∈ V \ T para (de) vT

é, respectivamente, cuvT = cuv1 e cvTu = cvrT u; e seu tempo de serviço é
∑rT

i=2 cvi−1vi .

Os métodos realizam a decomposição reduzindo todos os caminhos de um con-
junto T , resolvendo o subproblema reduzido e recuperando a solução correspondente
para o problema original. O conjunto T contém caminhos extraı́dos de uma determinada
solução de elite. Alguns desses caminhos podem se sobrepor ou ser consecutivos e, nesse
caso, eles são mesclados. Também exclui-se os arcos de e para o depósito. Por exemplo,
se os caminhos extraı́dos da solução forem (0, v1, v2) e (v2, v3, v4), o conjunto T conterá o
único caminho (v1, v2, v3, v4). Um parâmetro pL determina o comprimento dos caminhos
extraı́dos da solução. No exemplo anterior, temos pL = 2, ou seja, cada caminho contém
três vértices. Observe que, quando pL = 1, são extraı́dos arcos únicos.

O algoritmo resolve o subproblema reduzido chamando o solucionador recursiva-
mente, ou seja, ele resolve o subproblema como um CVRP menor no qual a sequência
de visitas e a direção dos clientes escolhidos são fixas. O subproblema também po-
deria ser descrito como um VRP agrupado capacitado ([Sevaux and Sörensen 2008;
Battarra et al. 2014]), não fixando a direção e a sequência de visitas, ou como um pro-
blema de roteamento de arco capacitado ([Golden and Wong 1981]), fixando apenas a
sequência de visitas. [Santini et al. 2023] decide evitar essas opções porque elas resulta-
riam em uma decomposição heterogênea.

Para desenvolver um método de decomposição concreto, é necessário tomar duas
decisões: (i) como selecionar os caminhos e (ii) quantos caminhos selecionar. Para a
última decisão, sempre paramos de selecionar caminhos assim que o número de cli-
entes no subproblema resultante atinge o número-alvo de clientes m (apresentado na
Subseção 3.2). A primeira decisão, como selecionar caminhos, é determinada pelo al-
goritmo e cada decomposição ([Santini et al. 2023]).
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4. Decomposições adaptadas

As decomposições geradas serão independentes e robustas, baseadas em soluções
factı́veis de boa qualidade, quanto à função objetivo. Isso possibilita ter subproble-
mas com mais possibilidades de respeitar as restrições do problema original, tais como
precedência entre pontos de coleta e entrega, além das janelas de tempo. Essa de-
cisão de metodologia é alicerçada em afirmações do artigo [Santini et al. 2023]. Ne-
nhuma decomposição baseada em caminhos foi adaptada, pois, não encontramos um meio
factı́vel de implementá-lo sem violar a restrição do PRVCEJT: os respectivos pontos de
coleta e entrega devem estar em uma mesma rota.

A seguir, a Tabela 1 apresenta as decomposições baseadas em rotas adaptadas
do trabalho de [Santini et al. 2023], com suas respectivas técnicas de decomposição,
heurı́sticas e variações. No presente trabalho, serão apresentadas apenas as
decomposições DBS-r, DQ-r, DAB-1, DAB-2, DAB-3, DAB-4 e DAB-5. Elas foram sele-
cionadas por suas caracterı́sticas em comum, principalmente pela utilização da heurı́stica
baricentro-r, mas também pela técnica de decomposição Agrupamento de Baricentro. As
demais decomposições ficam reservadas para outro trabalho.

Tabela 1. Decomposições adaptadas com suas respectivas caracterı́sticas
Sigla Decomposição Métrica Variação
DA Aleatória baricentro-β Nenhuma

DBS Baricentro Sweep baricentro-β Número de subproblemas fixo
DQ Quadrante baricentro-β Divisão entre quadrantes

DAH Agrupamento
Hierárquico

Agglomerative
Clustering

Número de subproblemas fixo

DBS-r Baricentro Sweep baricentro-r Número de subproblemas fixo
DQ-r Quadrante baricentro-r Divisão entre quadrantes

DAB-1 Agrupamento de
Baricentro

baricentro-r K-Means, com número de
subproblemas fixo

DAB-2 Agrupamento de
Baricentro

baricentro-r K-Means define o número de
subproblemas

DAB-3 Agrupamento de
Baricentro

baricentro-r Hierárquico, com número de
subproblemas fixo

DAB-4 Agrupamento de
Baricentro

baricentro-r Hierárquico, K-Means define
o número de subproblemas

DAB-5 Agrupamento de
Baricentro

Matriz de
custos

Hierárquico, com número de
subproblemas fixo

4.1. Baricentro

Seja o conjunto de rotas Rk = {r1, r2, ..., rt−1, rt} de um input Sk em que t é o número
de veı́culos utilizados na solução. Considere Qj como os pontos visitados pela rota j e
Pj e Dj , como os pontos de coleta e entrega, respectivamente, da rota j. A rota Qj é
uma lista de pontos Qj , tal que Qj = Pj ∪ Dj . Defini-se que o baricentro-β da rota
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j ∈ {1, 2, ..., t− 1, t}, é dado pela fórmula βj = (x, y), em que:

βj = (x, y) =





x = 1
|Qj |

∑
u∈Qj

xu

y = 1
|Qj |

∑
u∈Qj

yu

Com intuito de obter um baricentro que preserve a relação entre os pontos do
PRVCEJT, defini-se que o baricentro-r da rota j ∈ {1, 2, ..., t − 1, t}, considerando os
seus respectivos pontos de coleta e entrega, é dado pela fórmula bj = (x, y, z, w), em que:

bj = (x, y, z, w) =





x = 1
|Pj |

∑
p∈Pj

xp

y = 1
|Pj |

∑
p∈Pj

yp

z = 1
|Dj |

∑
d∈Dj

zd

w = 1
|Dj |

∑
d∈Dj

wd

A partir do baricentro, calculamos também o centro do problema, denotado como
c′. O intuito dele é auxiliar as decomposições a não aglomerarem a maioria dos pontos em
alguns subproblemas, enquanto os outros ficam com poucos ou sem pontos. Então, para
o input Sk utilizando o baricentro-β, sendo β = {β1, β2, ..., βt−1, βt} o conjunto com os
baricentros de cada rota rj ∈ Rk, calcula-se c′ = (x, y) como

c′ = (x, y) =





x =
Max(βx) +Min(βx)

2

y =
Max(βy) +Min(βy)

2

Para o input Sk utilizando o baricentro-r, sendo b = {b1, b2, ..., bt−1, bt} o con-
junto com os baricentros de cada rota rj ∈ Rk, calcula-se c′ = (x, y, z, w) como

c′ = (x, y, z, w) =





x =
Max(bx) +Min(bx)

2

y =
Max(by) +Min(by)

2

z =
Max(bz) +Min(bz)

2

w =
Max(bw) +Min(bw)

2

26



4.2. Decomposição por Baricentro Sweep (DBS-r)

A decomposição por Baricentro Sweep de [Santini et al. 2023] primeiro classifica as rotas
e, em seguida, usa a ordem resultante para criar os subproblemas. As rotas são ordenadas
pelo aumento do ângulo polar ϑj ∈ [−π, π] de seu baricentro. Começando com i = 1,
o subproblema Si é criado adicionando (os ı́ndices de) rotas até que

∑
j∈Si
|rj| ≥ m

(lembre-se de que |rj| denota o número de clientes na rota rj). Em seguida, o subpro-
blema Si é “fechado”, i é incrementado em um e o procedimento continua. Utilizando o
baricentro-r e o centro c′, com τj = arctan|byj/bxj |, então o ângulo é

ϑj =





τj se bxj ≥ c′x, b
y
j ≥ c′y

π − τj se bxj < c′x, b
y
j ≥ c′y

−τj se bxj ≥ c′x, b
y
j < c′y

−π + τj se bxj < c′x, b
y
j < c′y

A principal adaptação consiste em utilizar o baricentro-r e o centro c′ para agrupar
as rotas nos conjuntos Γ1, Γ2, Γ3 e Γ4, sendo ordenados internamente pelo ângulo ϑj . Os
subproblemas são construı́dos utilizando o procedimento de [Santini et al. 2023] descrito
acima, porém, as rotas são selecionadas de Γ1, Γ2, Γ3 e Γ4, nessa ordem. Os quatro
conjuntos são definidos como

Γ1 = {rj ∈ Rk; b
x
j ≥ c′x, b

y
j ≥ c′y}, Γ2 = {rj ∈ Rk; b

x
j ≥ c′x, b

y
j < c′y},

Γ3 = {rj ∈ Rk; b
x
j < c′x, b

y
j ≥ c′y}, Γ4 = {rj ∈ Rk; b

x
j < c′x, b

y
j < c′y}.

4.3. Decomposição por Quadrante (DQ-r)

Esse método de [Santini et al. 2023] cria no máximo quatro subproblemas, um para cada
quadrante, agrupando rotas com o baricentro no mesmo quadrante. O método não usa
o parâmetro m, o que proporciona menos controle sobre o tamanho dos subproblemas
criados. Além disso, para instâncias em que o depósito está no canto inferior esquerdo, o
método fornece um subproblema idêntico ao problema original. Os conjuntos de ı́ndices
para realizar a decomposição são os seguintes (apenas os não vazios são utilizados):

S1 = {j ∈ Rk; b
x
j ≥ 0, byj ≥ 0}, S2 = {j ∈ Rk; b

x
j < 0, byj ≥ 0},

S3 = {j ∈ Rk; b
x
j ≥ 0, byj < 0}, S4 = {j ∈ Rk; b

x
j < 0, byj < 0}.

A decomposição de quadrantes descrita acima está relacionada à usada por
[Groer et al. 2011], com a diferença de que os autores dividem o plano euclidiano em
duas metades em vez de quatro quadrantes. Em seguida, eles atribuem rotas a um dos
dois meios planos se tiverem pelo menos um cliente no meio plano, o que leva a sub-
problemas sobrepostos que precisam ser resolvidos sequencialmente. Em vez disso,
[Santini et al. 2023] exige que o baricentro esteja no quadrante e, portanto, seus subpro-
blemas não se sobrepõem.

Seguindo a proposta de [Santini et al. 2023], nós utilizamos o baricentro-r para
distribuir as rotas em um plano cartesiano adaptado. Para a adaptação do plano são uti-
lizados os menores e maiores valores das coordenadas dos baricentros, bj = (x, y, z, w),
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além de calcular o centro c′ do input Sk. Assim como [Santini et al. 2023], descartamos
os conjuntos vazios. Tendo em vista que o baricentro-r possui quatro coordenadas, para
simular os quadrantes de um plano cartesiano, nós utilizamos as dezesseis combinações
de cada coordenada para construir os subproblemas:

S1 =
{
j ∈ Rk;

bxj ≥ c′x, b
y
j ≥ c′y,

bzj ≥ c′z, b
w
j ≥ c′w

}
, S2 =

{
j ∈ Rk;

bxj ≥ c′x, b
y
j ≥ c′y,

bzj < c′z, b
w
j ≥ c′w

}
,

S3 =
{
j ∈ Rk;

bxj ≥ c′x, b
y
j ≥ c′y,

bzj ≥ c′z, b
w
j < c′w

}
, S4 =

{
j ∈ Rk;

bxj ≥ c′x, b
y
j < c′y,

bzj ≥ c′z, b
w
j ≥ c′w

}
,

S5 =
{
j ∈ Rk;

bxj < c′x, b
y
j ≥ c′y,

bzj ≥ c′z, b
w
j ≥ c′w

}
, S6 =

{
j ∈ Rk;

bxj ≥ c′x, b
y
j ≥ c′y,

bzj < c′z, b
w
j < c′w

}
,

S7 =
{
j ∈ Rk;

bxj ≥ c′x, b
y
j < c′y,

bzj < c′z, b
w
j ≥ c′w

}
, S8 =

{
j ∈ Rk;

bxj < c′x, b
y
j ≥ c′y,

bzj < c′z, b
w
j ≥ c′w

}
,

S9 =
{
j ∈ Rk;

bxj ≥ c′x, b
y
j < c′y,

bzj ≥ c′z, b
w
j < c′w

}
, S10 =

{
j ∈ Rk;

bxj < c′x, b
y
j ≥ c′y,

bzj ≥ c′z, b
w
j < c′w

}
,

S11 =
{
j ∈ Rk;

bxj < c′x, b
y
j < c′y,

bzj ≥ c′z, b
w
j ≥ c′w

}
, S12 =

{
j ∈ Rk;

bxj ≥ c′x, b
y
j < c′y,

bzj < c′z, b
w
j < c′w

}
,

S13 =
{
j ∈ Rk;

bxj < c′x, b
y
j ≥ c′y,

bzj < c′z, b
w
j < c′w

}
, S14 =

{
j ∈ Rk;

bxj < c′x, b
y
j < c′y,

bzj < c′z, b
w
j ≥ c′w

}
,

S15 =
{
j ∈ Rk;

bxj < c′x, b
y
j < c′y,

bzj ≥ c′z, b
w
j < c′w

}
, S16 =

{
j ∈ Rk;

bxj < c′x, b
y
j < c′y,

bzj < c′z, b
w
j < c′w

}
.

4.4. Decomposição por Agrupamento de Baricentro (DAB-1 à 5)

Esse método cria k = ⌈n/m⌉ subproblemas, dividindo as rotas em k grupos e cri-
ando um subproblema para cada grupo. Para agrupar rotas com baricentros próximos,
[Santini et al. 2023] usa o popular algoritmo k-means ([MacQueen et al. 1967])
usando os baricentros como pontos. Ele também utiliza o método k-means++
([Arthur and Vassilvitskii 2007]) para gerar o grupo inicial.

Nossas adaptações podem ser resumidas quanto aos algoritmos de agrupa-
mento utilizados, o número de subproblemas, além é claro, da métrica utilizada como
parâmetro dos algoritmos de agrupamento. Com relação aos algoritmos, são eles:
Mini Batch K-Means, disponı́vel em https://scikit-learn.org/stable/
modules/generated/sklearn.cluster.MiniBatchKMeans.html; Hie-
rarchical Clustering, disponı́vel em https://scikit-learn.org/stable/
modules/clustering.html#hierarchical-clustering. O número de
subproblemas pode ser um valor k ∈ N passado como parâmetro para a decomposição ou,
ser calculado a partir dos pontos do input Sk utilizando o algoritmo Mini Batch K-Means.

Quanto às métricas, a principal é o baricentro-r por si só. A segunda é uma
Matriz de Custos entre pontos de coleta, calculada a partir do baricentro-r. Primeiro,
montamos uma matriz auxiliar Mb a partir do baricentro-r. Para i ∈ {1, 2, ..., t − 1, t} e
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j ∈ {1, 2, ..., t− 1, t}, Mb(i, j) é dado por

Mb =





0 para i = j e i+ t = j + t√
(bxj − bxi )

2 + (byj − byi )
2 para (i, j) e (j, i)√

(bzj − bxi )
2 + (bwj − byi )

2 para (i, j + t) e (j + t, i)√
(bxj − bzi )

2 + (byj − bwi )
2 para (i+ t, j) e (j, i+ t)√

(bzj − bzi )
2 + (bwj − bwi )

2 para (i+ t, j + t) e (j + t, i+ t)
√

(bzi − bxi )
2 + (bwi − byi )

2 para (i, i+ t) e (i+ t, i)

Seja U a concatenação dos respectivos pontos de coleta e entrega, define-se ui =
(pi, di), com u ∈ U , p ∈ P e d ∈ D. Como estamos utilizando a matriz auxiliar, os pontos
(pi, di) de ui correspondem com os ı́ndices (i, i+t) de Mb. Sendo assim, o custo C(ui, uj)
entre os pontos de coleta ui e uj , para i ∈ {1, 2, ..., t − 1, t} e j ∈ {1, 2, ..., t − 1, t} é
dado por

C(ui, uj) =

{
0 se i = j

C(pi, di, pj, dj) se i ̸= j

C(pi, di, pj, dj) = C(i, i+ t, j, j + t)

C(i, i+ t, j, j + t) = min




Mb(i, j), Mb(i, j + t),
Mb(i+ t, j), Mb(i+ t, j + t),
Mb(j, i), Mb(j, i+ t),
Mb(j + t, i), Mb(j + t, i+ t)




Definidos os algoritmos de agrupamento, número de pontos e as métricas, são
apresentadas as cinco configurações das decomposições por Agrupamento de Baricentro:

1. DAB-1: Utiliza a métrica baricentro-r, com número de subproblemas k definido
a priori e o algoritmo Mini Batch K-Means;

2. DAB-2: Difere da DAB-1 apenas no número de pontos, os quais são calculados
utilizando o Mini Batch K-Means;

3. DAB-3: Utiliza a métrica baricentro-r, com número de subproblemas k definido
a priori e o algoritmo Hierarchical Clustering;

4. DAB-4: Difere da DAB-3 apenas no número de pontos, os quais são calculados
utilizando o Mini Batch K-Means;

5. DAB-5: Utiliza a métrica Matriz de Custos, com número de subproblemas k defi-
nido a priori e o algoritmo Hierarchical Clustering.

5. Testes computacionais
Os testes foram executados em um computador com uma CPU Intel Core i7-8700 3.40
GHz x 12, 16GB de RAM e Ubuntu 20.04.4. Todos os métodos de decomposição foram
implementados em Python 3.10 e o solver utilizado foi o algoritmo heurı́stico estado da
arte do PRVCEJT, proposto por [Sartori and Buriol 2020], que possui implementação na
linguagem C++, disponibilizada pelo próprio autor [Sartori 2022]. O critério de parada do
mesmo é o tempo máximo de execução, o qual se estende aos métodos de decomposição.
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Na Subseção 5.1 são descritas as instâncias utilizadas para os testes, advindas do
trabalho de [Sartori and Buriol 2020]. A Subseção 5.2 apresenta uma comparação entre
os valores das soluções obtidas aplicando os métodos de decomposição em relação aos
resultados obtidos por [Sartori and Buriol 2020] em sua pesquisa, levando em conta custo,
número de veı́culos e tempo de execução utilizado na resolução do problema, além de
informações importantes das decomposições. E por fim, a Subseção 5.3 trará uma análise
dos resultados obtidos.

5.1. Instâncias e tempo de execução
As instâncias utilizadas foram extraı́das de [Sartori and Buriol 2020], as quais podem ser
divididas em quatro tipos, sendo eles:

• “bar”: Instâncias geradas na cidade de Barcelona.
• “ber”: Instâncias geradas na cidade de Berlim.
• “nyc”: Instâncias geradas na cidade de Nova York.
• “poa”: Instâncias geradas na cidade de Porto Alegre.

Cada um desses tipos possui instâncias com diferentes números de pontos, vari-
ando entre os valores de 100, 200, 400, 600, 800, 1000, 1500, 2000, 2500, 3000, 4000 ou
5000 pontos. Foram selecionadas aleatoriamente quatro instâncias de cada tipo e tamanho
e, em cada uma delas, foram aplicados os sete métodos de decomposição de pontos apre-
sentados neste trabalho. Em suma, para cada decomposição e cada tamanho de instância,
foram executados 16 testes. Com relação ao tempo máximo de execução, ele também
foi extraı́do de [Sartori and Buriol 2020], os quais estão associados exclusivamente ao
número de pontos das instâncias:

• 300 segundos: Instâncias com 100 pontos.
• 900 segundos: Instâncias com 200 ou 400 pontos.
• 1800 segundos: Instâncias com 600 pontos.
• 3600 segundos: As demais instâncias.

5.2. Testes
Os testes foram realizados utilizando como critério de parada os tempos de execução
apresentados, assim como em [Sartori and Buriol 2020]. Porém, com a diferença a se-
guir: seria descontado do tempo máximo de execução de cada instância o tempo utilizado
para a decomposição da mesma, de forma a já considerar a decomposição como parte do
processo de resolução das instâncias, em termos de tempo. Além disso, o tempo restante
foi dividido igualmente entre os subproblemas e os mesmos também foram executados
em paralelo para melhor aproveitar os recursos computacionais disponı́veis, que por con-
sequência também reduz o tempo de execução, de forma a acelerar os testes para que
fosse possı́vel a obtenção de resultados em um tempo hábil.

Apesar de usarmos uma semente para o controle de eventos aleatórios
no algoritmo e para propiciar maior reprodutibilidade dos testes, o algoritmo de
[Sartori and Buriol 2020] ainda possui fatores estocásticos. Para contornar essa questão
e realizar uma análise mais concreta, optou-se por executar cada um dos testes seleci-
onados 5 vezes, assim como feito por [Sartori and Buriol 2020]. Dessa forma, tanto o
valor em custo quanto o número de veı́culos da solução de uma instância seriam con-
siderados como a média dentre as cinco execuções da mesma. Além dos arquivos de
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saı́da gerados pelas decomposições (subproblemas) e das saı́das geradas pelo algoritmo
de [Sartori and Buriol 2020], o algoritmo que executa as decomposições gera, para todas
as instâncias, uma imagem com os pontos exibidos em um plano cartesiano, de forma a
facilitar a visualização do resultado das decomposições.

As Figuras 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 abaixo mostram algumas dessas imagens. As
Figuras 1 e 2 tratam-se de duas instâncias distintas, porém, com a mesma decomposição.
Já as Figuras 2, 3, 4, 5, 6, 7 e 8 referem-se à mesma instância, porém, sendo submetida a
decomposições distintas.

Figura 1. Decomposição por Baricentro Sweep, instância “ber-n200-4”

Figura 2. Decomposição por Baricentro Sweep, instância “poa-n3000-3”

31



Figura 3. Decomposição por Quadrante, instância “poa-n3000-3”

Figura 4. Decomposição por Agrupamento de Baricentro 1, instância “poa-
n3000-3”
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Figura 5. Decomposição por Agrupamento de Baricentro 2, instância “poa-
n3000-3”

Figura 6. Decomposição por Agrupamento de Baricentro 3, instância “poa-
n3000-3”
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Figura 7. Decomposição por Agrupamento de Baricentro 4, instância “poa-
n3000-3”

Figura 8. Decomposição por Agrupamento de Baricentro 5, instância “poa-
n3000-3”

A seguir, as Tabelas 2, 3, 4, 5 e 6, referentes aos gráficos das Figuras 9, 10,
11, 12 e 13, respectivamente, apresentam os resultados obtidos neste trabalho compa-
rados com os obtidos por [Sartori and Buriol 2020], assim como valores importantes das
decomposições. As comparações levam em consideração o custo das soluções e o número
de veı́culos. Como o tempo de execução de [Sartori and Buriol 2020] é o tempo máximo
de execução, utilizamos as duas métricas de tempo a seguir: tempo total utilizado; e tempo
de decomposição. Além desses valores, também trazemos o número de subproblemas ge-
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rados pelas decomposições, devido à sua influência na qualidade da solução e no tempo
de execução. Sobre as tabelas, temos os seguintes aspectos:

• n é o número de pontos das instâncias;
• csb é a média do custo das instâncias de [Sartori and Buriol 2020];
• vsb é a média do número de veı́culos das instâncias de [Sartori and Buriol 2020];
• tmax é o tempo máximo de execução;
• k é o número de subproblemas definido a priori;
• DBS-r, DQ-r, DAB-1, DAB-2, DAB-3, DAB-4 e DAB-5 representam as

decomposições Decomposição por Baricentro Sweep, Decomposição por Qua-
drante, Decomposição por Agrupamento de Baricentro 1, Decomposição por
Agrupamento de Baricentro 2, Decomposição por Agrupamento de Baricen-
tro 3, Decomposição por Agrupamento de Baricentro 4 e Decomposição por
Agrupamento de Baricentro 5, respectivamente;

• % indica que o valor das células da coluna é em porcentagem.

O valor de melhora/piora da Tabela 2 é calculado da seguinte forma. Seja cd(n)
a média dos custos da decomposição d, e csb(n) a média do custo das instâncias de
[Sartori and Buriol 2020], ambos para as instâncias de tamanho n, calculamos:

δcd(n) = 1− cd(n)
csb(n)

δcd(n) maior do que zero indica uma melhora no custo obtido pela decomposição
d para as instâncias de tamanho n, em comparação com o valor obtido por
[Sartori and Buriol 2020]. Já valores menores do que zero indicam uma piora no custo.

Tabela 2. Custo

n csb
DBS-r

%
DQ-r

%
DAB-1

%
DAB-2

%
DAB-3

%
DAB-4

%
DAB-5

%
100 1014,20 3,88 -5,37 4,16 -0,53 6,31 -0,92 6,27
200 1856,92 -13,76 -17,60 -11,33 -11,41 -11,63 -11,55 -12,85
400 3395,44 -19,93 -18,21 -15,66 -12,05 -16,82 -11,86 -17,63
600 4856,68 -14,41 -9,65 -10,61 -6,14 -12,95 -5,58 -13,16
800 6523,16 -0,75 4,90 2,91 7,03 1,43 7,07 0,77

1000 9006,36 -2,36 1,08 0,91 5,18 -0,39 5,55 -0,83
1500 12087,64 -0,39 2,04 1,92 5,35 1,21 5,62 1,04
2000 16833,24 -4,67 -2,05 -1,88 1,33 -2,71 1,58 -2,64
2500 20294,56 -6,00 -4,48 -3,98 -1,48 -4,42 -1,26 -4,53
3000 24728,40 -7,93 -7,35 -6,25 -3,82 -6,67 -3,90 -6,96
4000 34402,44 12,87 13,22 13,72 15,38 13,84 15,35 13,67
5000 42829,28 14,49 13,42 13,56 15,89 14,72 16,27 14,75
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Figura 9. Gráfico do Custo
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O valor de melhora/piora da Tabela 3 é calculado da seguinte forma. Seja vd(n)
a média dos números de veı́culos da decomposição d, e vsb(n) a média do números de
veı́culos das instâncias de [Sartori and Buriol 2020], ambos para as instâncias de tamanho
n, calculamos:

δvd(n) = 1− vd(n)

vsb(n)

δvd(n) maior do que zero indica uma melhora no número de veı́culos obtido pela
decomposição d para as instâncias de tamanho n, em comparação com o valor obtido por
[Sartori and Buriol 2020]. Já valores menores do que zero indicam uma piora no número
de veı́culos.

Tabela 3. Número de Veı́culos

n vsb
DBS-r

%
DQ-r

%
DAB-1

%
DAB-2

%
DAB-3

%
DAB-4

%
DAB-5

%
100 6,56 1,87 -9,57 7,96 0,53 6,44 -3,09 6,63
200 13,40 -11,01 -18,00 -7,46 -8,77 -9,61 -10,17 -8,40
400 23,56 -26,54 -25,74 -23,62 -19,00 -24,04 -18,85 -23,73
600 33,60 -13,50 -9,93 -11,16 -4,69 -13,65 -4,43 -14,10
800 45,92 -13,16 -8,50 -11,28 -4,67 -12,45 -5,46 -12,48

1000 55,92 -7,09 -4,35 -4,30 1,49 -5,93 1,09 -4,90
1500 84,52 1,00 2,85 2,17 6,13 1,06 6,01 1,43
2000 116,56 4,85 5,92 5,85 9,35 4,34 8,95 5,24
2500 127,80 -9,18 -8,56 -8,38 -5,05 -9,27 -5,39 -9,03
3000 170,80 -9,98 -10,42 -9,95 -6,80 -10,71 -7,40 -9,96
4000 237,08 3,95 4,01 4,01 5,74 3,58 5,25 4,26
5000 269,88 12,43 11,67 12,33 14,24 12,10 14,11 12,29
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Figura 10. Gráfico do Número de Veı́culos
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O valor de tempo de execução da Tabela 4 é calculado da seguinte forma. Seja
texec,d(n) a média dos tempos de execução da decomposição d, e tmax(n) o tempo máximo
de execução, ambos para as instâncias de tamanho n, calculamos:

tuti,d(n) =
texec,d(n)
tmax(n)

tuti,d(n) representa o percentual do tempo máximo de execução utilizado pela
decomposição d para as instâncias de tamanho n, para fase de decomposição mais a fase
de solução.

Tabela 4. Tempo de Execução

n tmax
DBS-r

%
DQ-r

%
DAB-1

%
DAB-2

%
DAB-3

%
DAB-4

%
DAB-5

%
100 300 50,11 25,08 55,77 37,74 50,13 29,52 50,13
200 900 27,13 17,95 31,49 29,89 25,15 25,97 25,11
400 900 14,45 14,77 16,90 27,72 12,74 24,56 12,72
600 1800 10,24 16,40 11,26 23,62 8,41 22,71 8,41
800 3600 9,33 20,39 11,09 26,31 8,49 24,95 8,48

1000 3600 8,95 13,62 10,47 24,41 8,44 23,79 8,44
1500 3600 8,90 14,89 10,16 23,69 8,55 23,20 8,55
2000 3600 8,95 14,09 10,42 23,19 8,67 21,67 8,62
2500 3600 9,05 14,54 9,95 20,69 8,72 19,74 8,74
3000 3600 9,02 12,76 9,84 21,73 8,82 20,91 8,83
4000 3600 9,05 14,44 10,04 24,66 8,99 23,83 9,02
5000 3600 9,25 14,54 9,86 20,53 9,27 20,13 9,31
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Figura 11. Gráfico do Tempo de Execução
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O valor de tempo de decomposição da Tabela 5 é calculado da seguinte forma.
Seja tdec,d(n) a média dos tempos de decomposição da decomposição d, e tmax(n) o tempo
máximo de execução, ambos para as instâncias de tamanho n, calculamos:

t’dec,d(n) =
tdec,d(n)
tmax(n)

t’dec,d(n) representa o percentual do tempo máximo de execução utilizado pela
decomposição d para as instâncias de tamanho n, na fase de decomposição.

Tabela 5. Tempo de Decomposição

n tmax
DBS-r

%
DQ-r

%
DAB-1

%
DAB-2

%
DAB-3

%
DAB-4

%
DAB-5

%
100 300 0,08 0,09 0,11 0,13 0,08 0,13 0,08
200 900 0,03 0,04 0,05 0,05 0,04 0,05 0,04
400 900 0,06 0,06 0,06 0,07 0,06 0,07 0,06
600 1800 0,04 0,05 0,05 0,06 0,04 0,06 0,04
800 3600 0,03 0,04 0,03 0,04 0,03 0,04 0,03

1000 3600 0,04 0,05 0,05 0,06 0,04 0,06 0,04
1500 3600 0,08 0,10 0,09 0,11 0,09 0,11 0,09
2000 3600 0,14 0,16 0,16 0,18 0,15 0,18 0,15
2500 3600 0,21 0,26 0,24 0,27 0,22 0,26 0,23
3000 3600 0,30 0,37 0,34 0,38 0,33 0,38 0,34
4000 3600 0,52 0,64 0,59 0,68 0,56 0,67 0,59
5000 3600 0,81 1,04 0,91 1,18 0,87 1,17 0,89
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Figura 12. Gráfico do Tempo de Decomposição
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O número de subproblemas da Tabela 6 é a média de cada decomposição d, para
as instâncias de tamanho n.

Tabela 6. Número de Subproblemas

n k DBS-r DQ-r DAB-1 DAB-2 DAB-3 DAB-4 DAB-5

100 2 2,00 4,94 1,89 2,94 2,00 3,59 2,00
200 4 3,75 7,81 3,54 3,64 4,00 4,06 4,00
400 8 7,19 9,38 6,66 3,95 8,00 4,39 8,00
600 12 10,00 8,88 9,45 4,53 12,00 4,75 12,00
800 12 11,00 8,06 9,83 4,26 12,00 4,64 12,00

1000 12 11,38 10,31 10,10 4,44 12,00 4,58 12,00
1500 12 11,50 10,50 10,40 4,65 12,00 4,83 12,00
2000 12 11,56 11,69 10,47 4,80 12,00 5,11 12,00
2500 12 11,56 11,25 10,76 5,26 12,00 5,58 12,00
3000 12 11,81 12,44 10,91 5,15 12,00 5,40 12,00
4000 12 11,88 11,06 10,95 5,01 12,00 5,25 12,00
5000 12 11,94 11,63 11,36 5,59 12,00 5,71 12,00

43



5000

4000

3000

2500

2000

1500

1000

800

600

400

200

100

0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00 14,00

Baricentro Sweep Quadrante Agrupamento de Baricentro 1 Agrupamento de Baricentro 2

Agrupamento de Baricentro 3 Agrupamento de Baricentro 4 Agrupamento de Baricentro 5

N
úm

. d
e 

P
on

to
s

Figura 13. Gráfico do Número de Subproblemas
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A seguir, as Figuras 14, 15, 16, 17 e 18 resumem os dados das Tabelas 2, 3, 4, 5
e 6, respectivamente, por meio da representação gráfica de boxplot. Neste tipo de gráfico,
cı́rculos são outliers (valores destoantes), o traço na parte superior da haste vertical repre-
senta o ponto de máximo (desconsiderando os outliers), o traço na parte inferior da haste
representa o ponto de mı́nimo (desconsiderando os outliers), a base da caixa retangular
é o primeiro quartil, a linha dentro da caixa é a segundo quartil (mediana) e o topo da
caixa é o terceiro quartil. O primeiro quartil marca o ponto no qual 25% dos valores estão
abaixo e os outros 75% estão acima, o segundo quartil marca o ponto no qual 50% dos
valores estão abaixo e os outros 50% estão acima, e o terceiro quartil marca o ponto no
qual 75% dos valores estão abaixo e os outros 25% estão acima.

Figura 14. Gráfico resumo do Custo

Figura 15. Gráfico resumo do Número de Veı́culos
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Figura 16. Gráfico resumo do Tempo de Execução

Figura 17. Gráfico resumo do Tempo de Decomposição
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Figura 18. Gráfico resumo do Número de Subproblemas

5.3. Análise dos Testes

Com relação ao custo, observando os dados das tabelas e gráficos, podemos dizer
que as decomposições apresentaram resultados promissores, principalmente levando em
consideração o tempo utilizado para solucionar o problema. A piora aproxima-se de 20%,
lembrando que esse valor está concentrado nas instâncias menores, como as de 400 pon-
tos, já para instâncias maiores, como as de 3000 pontos, a piora não atingiu 8%. A me-
lhora nas instâncias com até 2000 pontos chega na casa dos 7%, porém, para as instâncias
com 4000 ou mais pontos, a melhora supera os 12%.

Com relação ao número de veı́culos, observamos algo similar ao que ocorreu com
o custo. A piora varia de 3% à 26%, sendo que os piores valores são observados prin-
cipalmente nas instâncias menores, como as de 400 pontos. A melhora varia de 0,5% à
14%, entretanto, os melhores valores estão concentrados nas maiores instâncias, como as
de 5000 pontos. Com relação a utilização do tempo máximo de execução, os maiores
valores chegam à 50% parando na casa dos 55%, sendo que esses estão concentrados nas
menores instâncias, as de 100 pontos. Para as demais instâncias, o tempo utilizado não
excede os 29%, chegando na casa dos 9% até mesmo para as maiores instâncias, como as
de 5000 pontos.

Colocando as decomposições lado-a-lado, temos que as decomposições Agrupa-
mento de Baricentro 2 e Agrupamento de Baricentro 4 são as que apresentam maior
melhora e menor piora, tanto para o custo, quanto para o número veı́culos. Porém, são
as que utilizam mais do tempo máximo de execução, devido o número de subproblemas
criados pelas mesmas ser bem menor, se comparado com as outras decomposições, prin-
cipalmente nas instâncias maiores. Isso nos mostra que o tempo extra utilizado na fase
de decomposição para calcular o número de subproblemas k, utilizando o Mini Batch
K-Means, é benéfico para a decomposição, pois quanto menor for o número de subpro-
blemas maior será a parcela do tempo restante dividido igualmente para cada um, dando
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assim mais tempo para o solver otimizar a solução.

Resgatando a questão lançada no inı́cio deste artigo: “Apesar da economia de
tempo dos métodos de decomposição na resolução do PRVCEJT, a perda de qualidade se
sobressai?”. Observando os resultados de um aspecto geral, vemos que para a parcela de
instâncias testadas, dentre as elaboradas por [Sartori and Buriol 2020], as decomposições
apresentaram perda de qualidade relevante, por mais que não seja em todos os casos.
Sendo assim, surge espaço para futuras investigações com objetivo de correlacionar as
caracterı́sticas das decomposições com a qualidade da solução, visto que em nossa análise
detectamos que mudar a obtenção do número de subproblemas é suficiente para aprimorar
os resultados obtidos.

6. Conclusões e trabalhos futuros

Este trabalho apresenta decomposições baseadas em rotas para o problema Problema de
Roteamento de Veı́culos com Coleta, Entrega e Janelas de Tempo (PRVCEJT), esten-
dendo a o trabalho realizado por [Santini et al. 2023]. Apesar de não obtermos os me-
lhores resultados, as decomposições adaptadas por nós apresentam soluções promissoras,
principalmente para instâncias grandes. Dentre os próximos passos dessa pesquisa, que
ficam a cargo de trabalhos futuros, destacamos a importância da utilização das instâncias
de [Sartori and Buriol 2020] por completo, melhorando assim a qualidade dos testes.

Outros passos seriam: adicionar um novo parâmetro as decomposições, de tal
modo que o tempo de execução de um subproblema seja proporcional ao número de pon-
tos do mesmo; coletar a relação entre o número de pontos de um subproblema e à quali-
dade de sua solução; otimizar a fase de decomposição (por exemplo, retirando a etapa de
plotagem da mesma ou desenvolver em C++), dando assim mais tempo para os subpro-
blemas; desenvolver uma variação da Decomposição por Agrupamento de Baricentro
5 que calcule o número de subproblemas utilizando o Mini Batch K-Means, tendo em
vista os benefı́cios observados nesta técnica. Implementado-os, será possı́vel realizar a
investigação destacada na Subseção 5.3, além de obtermos uma nova decomposição.

Por fim, mas não menos importante, contribuirá significativamente para os traba-
lhos futuros a análise de todas as decomposições não apresentadas neste artigo, descritas
na Seção 4. Seguindo esses passos, o maior e mais detalhado volume de dados a serem
coletados implicará na necessidade de mais tempo para a execução dos testes e análise dos
mesmos, porém, a qualidade dos resultados obtidos permitirá, por exemplo, a distinção
dos cenários mais adequados para a aplicação de cada decomposição.
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