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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo explorar as obras do matematico Arthur Cayley (1821-1895),
especialmente "Remarques sur la notation des fonctions algébriques™ e "A Memoir on the Theory of
Matrices", publicadas em 1855 e 1858, respectivamente. A pesquisa tem um enfoque na Histdria da
Matematica, onde foi apresentada uma breve biografia de Cayley, além de buscar analisar as
definigbes pioneiras da teoria das matrizes apresentadas por ele. Também buscamos analisar e
explorar as principais definicGes presentes no estudo de matrizes quadradas e matrizes retangulares,
no que tange aos tipos de matrizes e suas operac¢6es, como a adigdo, a multiplicagdo por um escalar,
composicao de matrizes, entre outras. Apés os estudos, verificamos que Cayley define uma matriz
como um conjunto de equagOes de um sistema linear e consequentemente, ao se realizar uma operagao
com matrizes, estamos operando com as equacdes deste sistema.

Palavras-Chave: Arthur Cayley, Matrizes, Sistemas Lineares, Histdria da Matematica.



ABSTRACT

This work aims to explore the works of mathematician Arthur Cayley (1821-1895), especially
"Remarques sur la notation des fonctions algebriques"” and "A Memoir on the Theory of Matrices",
published in 1855 and 1858, respectively. The research has an approach in the History of
Mathematics, where a brief biography of Cayley was presented, in addition to seeking the pioneering
configurations of matrix theory satisfied by him. We also seek to analyze and explore the main
definitions present in the study of square matrices and rectangular matrices, regarding the types of
matrices and their operations, such as addition, multiplication by a scalar, matrix composition, among
others. After the studies, we verified that Cayley defines a matrix as a set of permanence of a linear
system and consequently, when performing an operation with matrices, we are operating with the
permanencies of this system.

Keywords: Arthur Cayley, Matrices, Linear Systems, History of Mathematics.
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1. Introducéo

Depois de iniciado minha vida académica, me pego fazendo uma das etapas finais de minha
Graduacdo em Licenciatura em Matematica. Desde o primeiro semestre, venho analisando e
pensando a respeito do que seria relevante, e acima de tudo, que englobasse assuntos de meu
interesse para se fazer uma pesquisa. Os semestres foram passando, e em virtude da pandemia da
covid-19, vivi uma fase do curso tendo aulas remotas por meio da modalidade do Ensino
Emergencial Remoto (ERE).

Durante o periodo de ensino remoto, participei do Programa Institucional de Bolsas de
Iniciacdo a Docéncia (PIBID), e comecei a ter contato com meu orientador, que era um dos
professores que coordenavam as reunides com a professora supervisora da escola parceira, e a partir
daquele momento me senti a vontade para procura-lo e contar com a ajuda para tomar uma decisao
tdo importante: a escolha de um tema para o Trabalho de Conclusdo de Curso (TCC). Durante
nossas conversas, o professor Kleyton me propbs alguns temas relacionados a Histdria da
Matematica, e por fim, acabei escolhendo abordar a sugestdo referente ao tdpico de Matrizes.

De acordo com o historiador matematico Eves (2011), além dos trabalhos de Augustin-
Louis Cauchy (1789-1857), os matematicos Arthur Cayley (1821-1895) e James Joseph Sylvester
(1814-1897) foram os principais matematicos que contribuiram para o desenvolvimento da Teoria
das Matrizes. Salientamos que seria interessante olhar para as obras de Cauchy e Sylvester,
contudo, por questes de exequibilidade, iremos focar somente nas defini¢cdes introduzidas por
Cayley.

Com isso, iremos analisar as obras , ambas de autoria do matematico inglés Arthur Cayley,
Remarques sur la notation des fonctions algébriques! e A Memoir on the Theory of Matrices?,
publicados, respectivamente, no Journal fir die reine und angewandte Mathematik (Crelle) em
1855 e na Philosophical Transactions of Royal Society of London no ano de 1858. Consideramos
que o estudo das obras deste matematico, sob uma perspectiva da Historia da Matematica se faz
importante dado que as publicacdes de Cayley (1855,1858), de acordo com Bernardes e Roque
(2016), apresentaram as primeiras definicdes da Teoria das Matrizes®.

Sabemos que no decorrer da Histéria da Matematica, a nocao de ideia do que viria a ser

! Observacdes sobre a notacdo de fungdes algébricas.

2 Uma Meméria sobre a Teoria das Matrizes.

3 As autoras Bernardes e Roque (2016) também destacam as contribuigdes de Sylvester no campo da Teoria das
Matrizes.



denominado como matriz ja é conhecida desde a Antiguidade, como apontam Lima, Pereira e
Chaquiam (2018). Contudo, as matrizes foram definidas como uma teoria somente em meados do
século XIX, posterior ao conceito de Determinantes. Além disso, podemos dizer que a nogdo e
estratégias de resolucdes de sistemas lineares sdo conhecidas por civilizacdes desde a Antiguidade,
porém, neste trabalho, iremos nos limitar a Teoria das Matrizes.

Inicialmente, buscamos verificar se haviam producdes no Brasil que abordassem o tema de
matrizes sob uma perspectiva historica e para isso, consultamos os Anais das edi¢des do Seminério
Nacional de Histdéria da Matematica (SNHM) e sites como o Centro Brasileiro de Referéncia em
Pesquisa sobre Historia da Matematica (CREPHIMat) e periddicos CAPES, e encontramos
algumas obras: Bernardes e Roque (2016), Lima, Pereira e Chaquiam (2018), Matos e Nunes
(2019) e Bernardes (2019).

No artigo de Bernardes e Roque (2016, p.11), as autoras apresentam dois episodios
referentes a matrizes: a introducdo do termo matriz por Sylvester e a elaboracdo do calculo
simbdlico formulado por Cayley. Elas consideram os problemas de pontos de contato entre duas
cbnicas como objetos sistémicos para investigacdo do primeiro episddio, enquanto a nocdo de
matriz foi o objeto do segundo episddio. Ao analisar os dois objetos, identificaram os determinantes
como técnicas sistémicas comum aos dois episddios.

Lima, Pereira e Chaquiam (2018) realizam uma pesquisa bibliogréafica contendo algumas
passagens cronoldgicas dos matematicos contemporaneos a Cayley, tracos biograficos a respeito
do matematico e uma breve evolucdo do conceito de matrizes no decorrer do tempo. Bernardes
(2019) apresenta uma proposta que visa correlacionar o ensino de matematica e a Histdria da
Matematica, e a partir do uso da teoria de Sfard (2008) em relagdo as regras do nivel do objeto e
regras metadiscursivas ou metarregras, obteve resultados em sua pesquisa que apontam a
potencialidade da utilizacdo de fontes histéricas em sala de aula.

Matos e Nunes (2019), apoiados pela Teoria Antropoldgica do Didatico, realizaram uma
analise epistemoldgica das Matrizes de cunho histérico com o intuito que os professores ainda em
formacé&o inicial de Matematica, possam (re)construir as tarefas que néo estdo presentes nos livros
didaticos. Desta forma, estes futuros professores por meio de conhecerem a génese das
propriedades da Teoria das Matrizes, tenham elementos para repensar o ensino de matrizes no
contexto escolar.

O diferencial de nosso trabalho em relacdo aos citados anteriormente, se da pelo fato de
explorarmos e dar énfase as propriedades enunciadas por Cayley (1855,1858) no que refere-se as
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regras para operacdo de adicdo de matrizes, multiplicagdo de matriz por uma quantidade Unica
(multiplicacdo de matriz por escalar), composicao de matrizes (multiplicacdo de matriz por matriz)
e matriz inversa, bem como exploramos estes procedimentos ndo s6 para matrizes quadradas, mas
também para matrizes retangulares. Deste modo, cumprimos com o objetivo deste trabalho, que
consiste em apresentar aspectos originais da definicdo de matrizes formulados por Arthur Cayley.
No caso da matematica, em virtude do carater l6gico da ciéncia, muito da estrutura original
se mantém, contudo, no caso das matrizes, por meio deste trabalho poderemos verificar que o
conceito de matriz é introduzido para simbolizar os coeficientes de equacgdes de sistemas lineares
e formas quadréaticas, enquanto que - ressaltando que ndo é nosso propoésito aprofundar nas
comparacBes - ao contrastar com a notacdo dos dias de hoje, a ideia de matriz ¢ dada para
representar tabelas, disassociando-se da sua defini¢do original e génese da origem do conceito.
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2. Metodologia

A pesquisa sera de carater qualitativo, pratica que de acordo com André (1995), tem se
tornado crescente para concretizar pesquisas em Educacéo atualmente. Para obter os dados referentes
a pesquisa, iremos recorrer ao processo de analise de documentos, pois como bem diz Lidke e André
(1986), a andlise documental pode se constituir numa técnica valiosa de abordagem de dados
qualitativos, seja complementando as informacGes obtidas por outras técnicas, seja desvelando
aspectos novos de um tema ou problema. Sa Silva, Almeida e Guindani (2009, p.5) destacam que "a
analise documental é um procedimento que se utiliza de métodos e técnicas para a apreensédo,

compreensdo e analise de documentos dos mais variados tipos”.

Todos os documentos utilizados neste trabalho serdo encontrados nas fontes de pesquisas
historicas. Segundo Barros, “fonte histdrica” se trata de:
E tudo aquilo que, produzido pelo homem ou trazendo vestigios de
sua interferéncia, pode nos proporcionar um acesso a compreensdo
do passado humano. Neste sentido, sdo fontes histdricas tanto os ja
tradicionais documentos textuais (crdnicas, memdrias, registros
cartoriais, processos criminais, cartas legislativas, obras de
literatura, correspondéncias publicas e privadas e tantos mais) como
também quaisquer outros que possam nos fornecer um testemunho
ou um discurso proveniente do passado humano, da realidade um

dia vivida que se apresenta como relevante para o presente do
historiador. (BARROS, 2012, p.130).

Neste trabalho iremos utilizar como principais fontes historicas as obras do matematico
Cayley (1855, 1858). Estas fontes que consideramos em nosso trabalho, sdo denominadas como
fontes diretas. De acordo com Barros (2012) as fontes diretas sdo aquelas que ndo possuem
intermediacdes nas informacdes, ou seja, sdo aquelas fontes que iremos estudar a partir da obra
original. Neste aspecto, gostariamos de destacar, que no decorrer do trabalho iremos manter as
notacbes matematicas dos artigos originais como figuras ao invés de digita-las. Optamos por
apresentar e manter a estética e tipografia do texto original o mais préximo possivel do modo que 0s

entes matematicos eram representados no periodo.

Além das fontes diretas, para compor este trabalho, iremos utilizar fontes que tragam um
percurso historico da teoria das matrizes e obras que abordam a vida e obra do matematico Arthur
Cayley, tais como: Crilly (2006), Godoy (2013), Gillispie (1981), Boyer (1974) e Eves (2011). Estas

fontes sdo denominadas como indiretas, dado que sdo aquelas que:
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0 autor ou enunciador do texto chega ao seu objeto ou nos transmite alguma informacédo
passando por um intermediario ou mais (...) em uma cadeia documental, testemunhal ou
informativa, colocando-se, por exemplo, entre o historiador e um primeiro documento ou
testemunho, anterior a todos” (BARROS, 2012, p.134).

Por meio destes documentos, a “analise documental inicia-se pela avaliacdo preliminar de
cada documento, realizando o exame e a critica do mesmo, (...). Apés a andlise de cada documento,
segue-se a analise documental propriamente dita” (CECHINEL et al., 2016, p. 4), sendo assim, sera
possivel listas cada tipo de informacéo coletada que serdo fundamentais para cumprir 0s objetivos do
projeto.
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3. Uma breve biografia de Arthur Cayley

Arthur Cayley (Figura 1) nasceu em Surrey, Richmond, Inglaterra, em dezesseis de agosto
de 1821. Em 1829, Arthur e seus pais fixaram residéncia em Blackheath, na Inglaterra, local onde
ele estudou num colégio privado durante 4 anos. De acordo com Macfarlane (1895), aos seus 14
anos, Cayley foi enviado para o King’s College of London, localizado em Londres, onde
demonstrou ter um futuro promissor nas areas da matemética. Em 1838, agora com 17 anos,
ingressou em seu curso superior de Direito no Trinity College, em Cambridge, local onde também

se destacou entre os demais, sendo o primeiro em seus exames durante os anos da graduacao.

Figura 1 — Arthur Cayley (1821-1895)

Fonte: https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur _Cayley acesso em: 19/06/2023

Segundo Eves (1995), Cayley ocupa o terceiro lugar entre os escritores de matematica mais
prolificos em toda a historia dessa ciéncia, sendo superado apenas por Euler (1707-1783) e Cauchy

(1789-1857). Além das atividades na area de matematica, Arthur Cayley exerceu o oficio da


https://en.wikipedia.org/wiki/Arthur_Cayley
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advocacia durante o intervalo de tempo de sete anos. Ainda como aluno de graduacdo em
Cambridge, comegou a publicar artigos matematicos com certa frequéncia. Publicou entre 200 e
300 artigos durante seus anos de prética juridica e continuou prolifico nessa atividade pelo resto da

vida. Eves (1995) tambeém ressalta as contribuicdes de Cayley em diversos contetidos matematicos:

Cayley deu contribuicbes pioneiras a geometria analitica, a teoria das
transformacdes, teoria dos determinantes, geometrias de dimensbes superiores,
teoria da particdo, teoria das curvas e superficies, o estudo de formas binérias e
ternarias e a teoria das funcdes abelianas, teta e elipticas (EVES, 1995, p.560).

Godoy (2013, p.13-14), se baseando nos estudos de Crilly (2006), fez uma breve cronologia
da vida de Arthur Cayley, destacando alguns fatos relevantes.

1821: Nascimento de Arthur Cayley, em 16 de Agosto, filho de Henry Cayley
(1768-1850) e Maria Antonia Doughty (1794-1875).

1835: Ano de ingresso no King’s College de Londres.

1838: Inicia seus estudos no Trinity College, em Cambridge.

1841: Publica seu primeiro artigo matematico.

1842: Graduacdo na Universidade de Cambridge, Trinity College.

1845: Descobre a Algebra dos Octbnios, que passou a ser denominado como
“Cayley numbers”. Faz visitas a Escandinavia e a Alemanha.

1846: Adentra ao Lincoln’s Inn como um estudante de advocacia.

1847: Cayley conhece Sylvester, que viria a ser seu maior amigo.

1848: Visita Dublin e conhece diversos matematicos irlandeses.

1849: Inicia seu trabalho como Bar no Lincoln’s Inn.

1851: Descobre uma nova base para a Teoria dos Invariantes.

1852: Eleito um fellow na Royal Society of London.

1854: Inicio da sua série de dez publicacbes sobre a Memdria dos Quanticos.
Amplia a nocdo de grupo de permutagdes de Galois.

1858: Desenvolve a nogao de Matrizes e explora a Algebra das Matrizes.

1859: Define a nocdo de distancia em Geometria Projetiva. Premiado com a Royal
Medal na Royal Society of London.

1863: Se casa com Susan Moline (1831-1923). Eleito a Cadeira de Sadleirian de
Matematica Pura na Universidade de Cambridge.

1864: Introduz a Geometria Nao-Euclidiana na Inglaterra.

1868-1870: Presidente da London Mathematical Society.

1870: Nascimento de seu primeiro filho, Henry Cayley (1870-1949).

1872: Nascimento de sua filha: Mary (1872-1950).

1872-1874: Presidente da Royal Astronomical Society.

1878: Publicacdo da Décima Memoria dos Quanticos.

1880: Visita Felix Klein em Munique.

1882: Visita a Johns Hopkins University, Baltimore, USA. Premiado com a Copley
Medal na Royal Society of London.

1883-1884: Presidente da British Association for the Advancement of Science.
1884: Premiado com a primeira De Morgan Medal da London Mathematical
Society.

1895: Falece em 26 de Janeiro, em Cambridge.
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Além de seu trabalho em matrizes, Cayley também fez contribui¢cdes notaveis em outras
areas da matematica. Ele fez avancos significativos na teoria dos invariantes, que estuda
propriedades que permanecem inalteradas sob certas transformacées. Seus estudos em geometria e

algebra linear foram fundamentais para o desenvolvimento da geometria algébrica moderna.
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4. Cayley e a Teoria das Matrizes

Nesta secdo do trabalho, apresentamos resultados de um estudo realizado a partir das obras
Remarques sur la notation des fonctions algébriques (Observagdes sobre a notacdo de funcbes
algébricas) e A Memoir on the Theory of Matrices (Uma Memoria sobre a Teoria das Matrizes),
publicados, respectivamente, no Journal fiir die reine und angewandte Mathematik* (Crelle) em
1855 e na Philosophical Transaction of Royal Society of London no ano de 1858.

Em relacdo ao primeiro artigo, veremos que Cayley usa a notacdo de matriz para se referir
a sistemas lineares e formas ou fungdes quadraticas, enquanto que somente na obra de 1858, o
matematico ird apresentar uma teoria substancial ao conceito de matriz, associando-as como uma
notacdo abreviada para representar um conjunto de equacgdes de um sistema linear, bem como,

definir e apresentar regras para operagdes com matrizes.

4.1 Cayley e uma primeira definicdo de matriz

De acordo com Bernardes e Roque (2016, p.11), a “nocdo de matriz foi utilizada por Cayley,
pela primeira vez, no artigo Remarques sur la notation des fonctions algébriques”, publicado em
1855 no Crelle®.

Desta forma, com o intuito de buscarmos um entendimento das primeiras definicdes de matrizes,
verificamos que Cayley introduziu a seguinte notacdo (Figura 2) para “representar o que chamo de
uma matriz; ou seja, um sistema de quantidades arranjadas na forma de um quadrado, mas, também
totalmente independentes (ndo estou falando aqui de matrizes retangulares).” (CAYLEY, 1855,

p.282, traducio nossa)®:

4 Jornal (Periddico) para Matematica Pura e Aplicada. Esta revista matematica também era conhecida simplesmente por
Crelle em razéo do inicio de suas atividades na Alemanha em 1826 sob edicdo do matematico August Leopold Crelle
(1780-1855).

5 E importante salientarmos que as publicacdes do matemético Arthur Cayley foram reunidas e organizadas em uma
colecdo de 13 volumes, intiluladas The collected mathematical papers of Arthur Cayley que foram editadas por Andrew
Russel Forsyth (1858-1942), sucessor de Cayley como Professor Sadleirian de Matematica Pura da Universidade de
Cambridge e publicada no ano de 1889. O artigo Remarques sur la notation des functions algébriques encontra-se no
volume 2 da colecdo, porém, esclarecemos que afim de evitar quaisquer anacronismos, iremos manter as paginas da
publicacdo no Crelle, 282-285, e a data original da publicagdo, 1855. Contudo, na coletinea, este artigo encontra-se nas
paginas 185-188.

% No original: représenter ce que j'appelle une matrice; savoir un systéme de quantités rangées en forme de carré, mais
d'ailleurs tout a fait indépendantes (je ne parle pas ici des matrices rectangulaires).
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Figura 2 - Notagédo de Matriz por Cayley (1855)’

a, B, v,
4 4

a , B, , 7 , a8

Fonte: Cayley (1855, p.282)

Como podemos ver na Figura 2, Cayley utilizava as reticéncias® para representar apenas uma
continuacdo das linhas de colunas da matriz representada. O matematico considera que essa notacédo
é conveniente para representar um conjunto de equacgdes, dessa forma, facilitando o manejo ao
abordar propriedades relacionadas a Teoria das Equacdes Lineares. Sendo assim, Cayley exemplifica

gue um conjunto de equacoes (Figura 3):

Figura 3 - Notagdo matricial para representar conjuntos de equacdes lineares por Cayley (1855)

(E’ ﬂ, g’ "') =( a 3 B 3 '7 3 vea )(x, y, z, ooo)
af Bﬁ' f}f’
aff I’ rr s

Fonte: Cayley (1855, p.282)

Cayley (1855) apresenta uma regra para composicao de matrizes, ou seja, uma multiplicacdo
de matriz por matriz, que deixaremos para abordar na proxima secdo deste trabalho. Assim, as
quantidades dispostas nesta notagcdo sdo independentes no sentido em que cada um dos elementos

estdo relacionados a um determinado valor desconhecido (x, y, z, ... ), uma vez que correspondem a:

7 Cayley (1855) utilizou originalmente a notagdo | | - a mesma notagéo utilizada por Sylvester - como podemos ver nas
Figuras 2 e 4, porém na edicdo, Forsyth realizou algumas alteracdes quando a notagdo pudesse apresentar alguma
ambiguidade com os determinantes, como nas Figuras 3 e 5, por exemplo. Na préxima sec¢do abordaremos a memoria de
Cayley (1858), em que o proprio matematico utiliza uma simbologia para distinguir as matrizes dos determinantes.

8 Nos dias atuais, as reticéncias sdo usadas para representar que a continuagdo pode ser infinita.
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{=ax+py+yz+--
n=ax+py+yzt
(: a”x+,3”y+)/”z+---

Nesta mesma obra, Arthur Cayley indica uma notacdo para representacdo de uma matriz
inversa (Figura 4), que serdo definidas porteriormente, onde temos uma representacéo de um sistema
de equacOes em relagcdo ao valores desconhecidos (x,y,z,...) em relagdo aos termos de ¢,1,¢, ...,

como sendo:

Figura 4 - Notacao para representar matriz reciproca ou inversa

2, B: i AEREEE —
a’: B!: 'Y!: e

I 1l H
a 3 ﬁ 3 T 3 wew
]

Fonte: Cayley (1855, p.283)

Cayley comenta que estes elementos séo fragcdes, cujo denominador comum é o determinante
resultante da matriz original, enquanto os numeradores sdo calculados por meio de determinantes
menores excluindo qualquer uma das linhas e qualquer uma das colunas. Cayley ird explicitar e definir
essas propriedades em sua futura memaria da Teoria das Matrizes, a ser publicada em 1858.

Gostariamos de destacar ainda, que além de definir matrizes associando-as como uma nota¢do
para representar sistemas lineares, Arthur Cayley também denota as matrizes como uma forma de
representacdo de formas quadréaticas. Desta forma, uma forma quadréatica pode ser escrita em forma

matricial (Figura 5):
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Figura 5 - Notacdo matricial para representar formas quadraticas por Cayley (1855)

(la, B, 9, ... X&n &)z, ¥, 2)
&, B, o, ..
?h’, BI!, 7”} .

Fonte: Cayley (1855, p.284)
Que expressa a funcio lineo-linear®:
(@ +Bn+yl+-Ix+@S+Bn+y ¢+ )y+ @&+ n+y" ¢+ )z 4
Resultando na transformacéo:

Figura 6 — Notacdo matricial da transformac&o linear pela funcdo lineo-linear
(la, b, g ... Nz, 9, 2, ...0
hy b, f,...
g fi c,...

L
L]
-

Fonte: Cayley (1855, p.284)

E esta transformacdo (Figura 6), indica a representacdo da forma quadratica:
ax? + by? + cz® + 2fyz + 2gzx + 2hxy + -

Cada uma das colunas referem-se a (x,y,z,...). Podemos notar que Cayley relaciona os
coeficientes em relagéo aos fatores desconhecidos, por exemplo, vemos que os elementos da diagonal
principal aparecem somente uma vez engquanto que os elementos que nao estdo nesta diagonal,
aparecem duas vezes. Observe ainda que em cada um dos termos, a soma das poténcias dos fatores
desconhecidos (x,y,z,...) resultam uma soma igual a dois, dai vem a denominagdo quadratica.
Quando a soma das poténcias dos valores desconhecidos em cada um dos termos sempre resultam
um mesmo valor, eram denominadas formas homogéneas, atualmente denominamos como

polindmios homogéneos. Estas formas podem ser representadas geometricamente, dado que por meio

% O matematico escreve originalmente “fonction lineo-linéaire”, o intuito é expressar que foi aplicado uma transformac&o
linear entre duas formas lineares, resultando posteriormente, em uma forma quadrética.
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dos sistemas que as formas inicialmente séo descritas, elas denotam curvas, mais especificamente
cbnicas e um dos estudos matematicos efervescentes no século XIX, era sobre a determinacéo de
pontos de contatos entre conicas.

Concluindo, podemos ver que na primeira definicdo de matriz formulada por Cayley (1855), o
matematico relaciona a notacdo de matrizes para representar um conjunto de equacdes que compdem

um sistema linear e também, para caracterizar formas ou fun¢des quadraticas homogéneas.

4.2 Cayley e a Memdria da Teoria das Matrizes

O propdsito desta secdo se trata de apresentar algumas definigdes presentes na obra A
Memoir on the Theory of Matrices (Uma Memodria sobre a Teoria das Matrizes), publicada
originalmente em 1858 na Philosophical Transaction of Royal Society of London pelo matematico
Arthur Caley. O matematico assume que para a escrita desta Memoria das Matrizes, ele ira definir
0s conceitos utilizando-se de matrizes de ordem 3, mas ressalta que as definicdes podem ser
aplicadas a uma matriz de ordem qualquer.

Outro ponto que destacamos é o fato de Cayley (1858) enumerar as propriedades definidas
no decorrer da obra, de modo que ao todo, sdo discorridas 58 propriedades e/ou defini¢cdes no que
se refere a teorias das matrizes. Iremos focar naquelas propriedades que sdéo comumente trabalhadas
na Educacdo Basica, tais como: adi¢do, multiplicacdo de matriz por escalar, multiplicacdo de matriz
por matriz, entre outros.

Cayley definiu Matriz do seguinte modo:

O termo matriz pode ser usado em um sentido mais geral, mas no presente livro de
memorias eu considero apenas as matrizes quadradas e retangulares, e o termo
matriz usado sem uma qualificagdo é entendido como uma matriz quadrada; neste
sentido, diz-se que um conjunto de quantidades dispostas na forma de um quadrado,
por exemplo, é uma matriz. (CAYLEY, 1858, p.17, tradugdo nossa)®°.

Por meio da figura 7, podemos ver que uma matriz pode ser representada da seguinte

maneira;

10 No original: The term matrix might be used in a more general sense, but in the present memoir | consider only square
and rectangular matrices, and the term matrix used without qualification is to be understood as meaning a square matrix;
in this restricted sense, a set of quantities arranged in the form of a square, e.g., is said to be a matrix.
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Figura 7 — Representacdo dos elementos de uma matriz de ordem 3 por Cayley
q a, b, c )
! ' I
a, b, c
" I .
a', 0", c

Fonte: Cayley (1858, p.17)

Cayley comenta gque o conceito de matriz surge naturalmente como uma forma de notagédo

abreviada para representar um conjunto de equacdes de um sistema linear (Figura 8):

Figura 8 — Representagdo de uma matriz de ordem 3 determinada por um sistema linear x,y e z

por Cayley
(a,bdb,c Ya,y,2)

a,l, ¢

&”, b”, (:"

Fonte: Cayley (1858, p.18)
De tal modo que, podemos obter um conjunto de funces lineares (Figura 9) expresso por:

Figura 9 — Representacdo de fungdes lineares obtidas do sistema de uma matriz de ordem 3 por
Cayley

((a, b, cXa, y, 2), («, ¥, Xa, y, 2), (', V', 'Ya, y, 2))

Fonte: Cayley (1858, p.18)

Assumindo que estas fung¢des podem ser chamadas de (X, Y, Z), temos ent&o o sistema linear

de ordem 3 representado em notacdo matricial (Figura 10):
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Figura 10 — Sistema linear de ordem 3 representado em notagéo matricial

X, Y, Z)=(Ca, b, c Y z2)
@, 0,

a', b, ¢

Fonte: Cayley (1858, p.17)

E possivel notar que os coeficientes do sistema linear, sio os elementos que compdem a
matriz. Enquanto x,y e z s&o, o que denominamos atualmente como as incognitas do sistema; e
X,Y e Z sdo os valores que satisfazem o sistema. Portanto, podemos concluir que para Arthur
Cayley, a representacdo de uma matriz (Figura 7) é uma forma abrevida de um sistema linear.
Observe que X é o resultado da primeira linha com (x,y,z), Y resulta dos elementos da segunda

linha com (x,y,z) e Z é obtido pelos elementos da terceira linha com (x,y, z) :

X=ax+by+cz
Y=adx+by+c'z
Z=ad'x+b"y+c"z

Uma observacao apontada pelo matematico no decorrer da obra, refere-se ao fato de enfatizar
a importancia de abordar as matrizes quadradas ao invés das matrizes retangulares. Para Cayley
(1858), o0 estudo da “teoria das matrizes retangulares parece muito menos importante do que o de
matrizes quadradas, e eu ndo fui além de ter mostrado como algumas das nog¢des aplicaveis a elas
podem ser estendidas a matrizes retangulares” (p.18, traducdo nossa)'l. A justificativa para tal
afirmacéo se da pelo fato de que ao trabalhar com matrizes de mesma ordem (matrizes quadradas), as
operacdes com matrizes sdo equivalentes ao comportamento do manuseio com grandezas algébricas
comuns. Todavia, 0 mesmo nédo pode ser dito em relacdo a matrizes retangulares.

Nas notacGes de matrizes nos dias de hoje, uma matriz quadrada € aquela que possui a mesma
quantidade de linhas e colunas, enquanto que as matrizes retangulares sdo aquelas que o nimero de

linhas é diferente do numero de colunas. Embora Cayley (1858) ndo defina explicitamente desta

11 No original: theory of rectangular matrices appears much less important than that of square matrices, and | have not
entered into it further than by showing how some of the notions applicable to these may be extended to rectangular
matrices.
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forma, por meio do que analisamos, podemos deduzir que o matematico considera uma matriz
quadrada como aquela formada por um sistema linear que apresenta a mesma quantidade de equacdes
e incognitas, enquanto que, em uma matriz retangular, a quantidade de equacdes difere da quantidade

de incognitas do sistema linear.

4.2.1 Alguns tipos de matrizes

Ademais, do mesmo modo que nos dias de hoje os professores de matematica, em geral, antes
de explicar operacdes com matrizes apresentam alguns exemplos de tipos de matrizes, 0 matematico
Arthur Cayley segue a mesma proposta na escrita de sua obra. Cayley (1858, p.18, traducdo nossa)
denota que “As quantidades (X, Y, Z) serdo identicamente zero, se todos os termos da matriz forem
zero, e podemos dizer que ¢ a matriz zero” 2.

Na Figura 11, vemos que todos os elementos da matriz representada séo iguais a zero. Por
meio das defini¢des apresentadas pelo matematico, podemos assumir que esta matriz ¢ a forma
abreviada de um sistema linear do tipo representado na Figura 10, logo, nos dias de hoje, seria o
mesmo que dizermos que a matriz zero ou matriz nula, € uma representacdo das possiblidades de
solugéo de um sistema linear trivial.

Cayley (1858, p.18, traducdo nossa) define que se os valores de (X,Y,Z) “sejam

identicamente iguais a (x, y, z), (...) esta ¢ dita ser a matriz unidade” 2.

Figura 11 — Representacdo da matriz zero (a esquerda) e matriz unidade (a direita) por Cayley**

(0,0,0)[[C100)
0, 0, 0 | 0, 1, 0
10, 0,0 0, 0, 1

Fonte: Cayley (1858, p.18)

12 No original: The quantities (X, Y, Z) will be identically zero, if all the terms of the matrix are zero, and we may say the
is the matrix zero.

13 No original: will be identically equal to (x, v, z), (...) this is said to be the matrix unity.

14 Cayley (1858) comenta que na maioria das vezes, a matriz zero pode ser simplesmente simbolizada por 0 e a matriz
unidade por 1.
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Por meio da Figura 11, vemos que Arthur Cayley denomina aquelas matrizes que possuem as
diagonais principais com todos os elementos iguais a um, como matriz unidade. Novamente,
entendendo que esta matriz é a representacdo da forma abreviada de um sistema linear representado
na Figura 11, uma vez que os valoresde X =x =1;Y =y =1e Z = z = 1, podemos estabelecer
relagdes com a denominacdo utilizada nos dias de hoje, matriz identidade, do ponto de vista da

representacdo matricial de um sistema linear. Vale ressaltar que, para que essa equacao se mantenha
verdadeira, o sistema é do tipo:

ax+0y+0z=1
Ox+by+0z=1
Ox+0y+c'z=1

Em relacdo as matrizes retangulares, Cayley afirma que “a matriz zero subsiste na presente
teoria, mas ndo a matriz unidade” (CAYLEY, 1858, p.35, tradugdo nossa)’®. Além disso, o
matematico apresenta dois tipos de matrizes: larga® e profunda®’.

A Figura 12 mostra uma matriz em que 0 numero de colunas é maior do que o0 nimero de

linhas. Quando isso ocorre, é dito ser uma matriz larga. No exemplo dado por Cayley, vemos que esta
matriz apresenta 2 linhas e 3 colunas.

Figura 12 — Matriz Larga

(a,b,c )
a’,b',c'l

Fonte: Cayley (1858, p.35)

Por meio da defini¢do de Cayley, ao associarmos esta matriz apresentada na Figura 12 como
uma forma abreviada de representar um sistema de equacdes lineares, podemos obter:

15 No original: “The matrix zero subsists in the present theory, but not the matrix unity.”

18 No original: Broad matrix. Optamos pela tradugdo do termo “broad” pela palavra largo, que nos remete ao formato de
uma matriz larga, isto ¢, que se expande no plano horizontal em relagdo ao comprimento.

7 No original: Deep Matrix. Optamos pela traducdo do termo “deep” pela palavra profundo, que nos remete ao formato
de uma matriz profunda, isto &, que se expande no plano vertical em relagdo a altura.
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X=ax+by+cz
Y=ax+by+c'z
Ou seja, vemos que este sistema linear possui duas equagdes e trés incognitas.
A Figura 13 mostra uma matriz em que a quantidade do nimero de linhas é maior do que a
quantidade do nimero de colunas. Quando isso ocorre, € dito ser uma matriz profunda. O exemplo

de Cayley nos mostra uma matriz do tipo 3 x 2, ou seja, 3 linhas e 2 colunas.

Figura 13 — Matriz Profunda
(a,b )
a, b
I /
a', b

Fonte: Cayley (1858, p.35)

Segundo a definicdo de Cayley, podemos representar esta matriz em notacdo de um

sistema linear em que apresenta trés equacgdes e duas incognitas:

X =ax + by
Y=ax+b'y
Z=a'x+b"y

4.2.2 Adicao e Subtracdo de Matrizes

Uma vez estabelecido alguns tipos de matrizes especiais, Cayley parte para a aplicagao destes
resultados ao definir propriedades de operagfes com matrizes. Na notagéo atual, enfatizamos que s
é possivel realizar a adicdo e subtracdo de matrizes desde que possuam 0 mesmo tipo, sejam elas
quadradas ou retangulares. Assim sendo, realizamos a adi¢do ou subtragéo de matrizes operando cada
elemento com 0 seu respectivo correspondente entre as matrizes. Como Cayley (1858) utiliza o

conceito de matrizes para simplificar a representacdo de sistemas lineares, a ideia de adicdo e
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subtracdo de matrizes segue uma nog¢do de que ao operarmos duas matrizes, estamos realizando uma
operacdo entre dois sistemas. Desta forma, vemos na Figura 14 que o matematico considera 0s

sistemas em relagéo de (x, y, z) para obter os valores de (X,Y,Z) e (X',Y', Z"):

Figura 14 — Representacdo em notacdo matricial dos sistemas lineares para obter (X,Y,Z) + (X',Y",Z")

(X, Y, Z)m( a,b,c IJL', Y, z)a (X’, Y'a Zj)z @, 3, Y ):x’ Y, z)
o V|
. arr, b", 0" tx" ﬁ", 7!1 '

Fonte: Cayley (1858, p.19)

Assim, para descrever a adicdo de matrizes entre (X,Y,Z) e (X,Y’,Z"), Cayley apresenta a

seguinte regra:

Figura 15: Regra da adicdo entre os elementos de (X,Y,Z) e (X', Y',Z")
X+X,Y4+Y, Z4+Z)=(a 4, b +6, ¢c+y Xa, 9, 2)
a +w!’ A _l_ﬁr’ c +7r
a”-{—az", b"-i-ﬁ”, G‘"+7”

Fonte: Cayley (1858, p.19)

Os resultados de (X,Y,Z) e (X',Y’,Z") apresentados na Figura 15, sdo obtidos por meio de
considerar os elementos que ocupam as mesmas posi¢cdes nas matrizes em relagdo aos valores

desconhecidos x, y e z:

X+X' =(@+a)x+b+B)y+(c+y)z
Y+Y =@+a)x+ B +B8)y+(c"+y)z
Z+Z': (a”+a”)x+(b”+ﬁ”)y+(6”+y”)z

Deste modo, a aplicacdo deste método nos leva ao resultado da adicdo entre matrizes do

mesmo tipo (Figura 16), e podemos dizer, por meio da definicdo de Cayley (1858), que uma adicdo
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de matrizes € o resultado entre a adi¢do dos coeficientes de dois sistemas lineares:

Figura 16 — Resultado da adicdo entre os elementos de (X,Y,Z) e (X',Y",Z")

((L-I—cc,b-{—ﬁ,,c—l—'y ):: @, b, c )+(a¢.,}3,y )
‘ o +d, b+, cr+7r | a, ., ¢ a, B, v
} a"—l—a", b"—|—[3", G”+Q/' \ au, b”., ¢ 05”, B”a 7:;

Fonte: Cayley (1858, p.19)

Analogamente, este método também vale para subtracdo entre matrizes. Cayley (1858) elenca

quatro propriedades relativas a adi¢do de matrizes:

I. Dadoquel + M =M + L, aoperagdo de matrizes é comutativa.

Il. Além disso, (L+ M)+ N=L+ M+ N)=L+ M+ N, deste modo, a operacdo de
matrizes é associativa.

1. Uma matriz ndo € alterada ao ser adicionada ou subtraida em relacdo a matriz zero, isto é,
M + 0= M. Aequacdo L = M, expressa que as matrizes L e M séo iguais, de modo que pode
ser escrita na forma L — M = 0, ou seja, a matriz zero € o resultado da diferenca entre duas

matrizes iguais;

IV. Aequagdo L = —M, pode ser escritanaforma L + M = 0, que indica que a soma das matrizes
L e M resultam na matriz zero, isto €, estas matrizes sao opostas entre si, “em outras palavras,
uma matriz cujos termos sdo iguais, mas de sinais opostos aos termos de uma dada matriz,
diz-se que ¢é oposta a matriz dada” (CAYLEY, 1858, p.19, tradugdo nossa)*8.

Um caso particular entre a soma e a subtracdo de matrizes é quando tratamos de

matrizes retangulares. Devemos ter cuidado ao efetuar operagdes com esse tipo de matrizes,

18 No original: in other words, a matrix the terms of which are equal but opposite in sign to the terms of a given matrix,
is said to be opposite to the given matrix.



28

sempre verificando que o nimero de linhas e colunas seja igual entre os dois termos da

operacdo. Nas palavras de Cayley, temos que:

Matrizes podem ser adicionadas ou subtraidas quando o nimero de linhas e 0 nimero
de colunas de uma matriz sdo respectivamente iguais ao ndmero de linhas e ao
numero de colunas da outra matriz, e sob a mesma condicdo qualquer nimero de
matrizes podem ser adicionadas juntas (CAYLEY, 1858, p.35, traducdo nossa)*°.

4.2.3 Multiplicacdo de Matriz por uma quantidade Unica (escalar)

Em relacdo ao que denominamos atualmente por multiplicacdo de matriz por escalar, Cayley

(1858) considera o seguinte sistema linear multiplicado por uma quantidade Unica m:

Figura 17 — Sistema linear em func¢éo de (x, y, z) multiplicado por m

(X, Y,Z)=( a, b, ¢ Ymzx, my, mz)
a, b, c
H’”, b”, c”

Fonte: Cayley (1858, p.19)

Este mesmo sistema (Figura 17), pode ser escrito na forma expressa na Figura 18:

Figura 18 — Forma alternativa de expressar a multiplicacéo de (x,y, z) por m

X, Y, Z)y=m( a,b,c Ya 9, 2)=( ma, mb, mec Y& y,2)
a, b, ma', mb, mc

a', o', ¢ ma'', mp', md"

Fonte: Cayley (1858, p.19)

19 No original: Matrices may be added or subtracted when the number of the lines and the number of the columns of the
one matrix are respectively equal to the number of the lines and the number of the columns of the other matrix, and under
the like condition any number of matrices may be added together.
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X = m(ax + by + cz) = max + mby + mcz
Y=m@ax+b'y+c'z)=ma’'x+mb'y + mc'z

Z=m(a"x+b"'y+c"z)=ma’x+mb"y+mc"z

Portanto, Cayley define uma regra para multiplicar uma matriz por uma quantidade Unica

(escalar) conforme apresentamos na Figura 19:

Figura 19 — Regra da multiplicagéo por escalar para obter os valores de (X,Y, Z)

m(a,b,c )= ma, mb, me )
a, ¥y, ma' , mb', mc

’ a”, 6!.\', 0" mﬂ’, ?nb.'!, mc'!

Fonte: Cayley (1858, p.20)

O matematico inglés define que “o multiplicador m pode ser escrito antes ou depois da matriz,
e a operacdo €, portanto, comutativa®®’ (CAYLEY, 1858, p.20, traducio nossa). Deste modo, pode-
se concluir ainda que m(L + M) = mL + mM, isto é, a operagdo de uma matriz por uma quantidade
Unica € distributiva. Cayley observa que se as matrizes L e mL, em particular, se m = 1 elas serdo
iguais, enquanto que se m = —1, elas serdo opostas.

Em relacdo as matrizes retangulares, Cayley denota que o procedimento do célculo deste tipo

de matriz por uma quantidade Unica é da mesma forma realizada nas matrizes quadradas.

4.2.4 Composicao de Matrizes (Multiplicacéo de Matriz por Matriz)

Dada as equacdes (Figura 20), Cayley busca apresentar uma regra para multiplicacdo de
matriz por matriz, o que ele denomina de composicdo de matrizes. Vale relembrarmos que, dado que
0 matematico se utiliza das matrizes para simbolizar uma notacao abreviada de sistemas lineares, uma
composicao de matriz € na verdade uma composi¢do entre sistemas lineares, e, para ser mais preciso,
a multiplicacdo de matrizes é resultante da composicdo das transformagdes lineares aplicadas nestes

sistemas.

20 No original: The multiplier m may be written either before or after the matrix, and the operation is therefore
commutative.
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Figura 20 — Equacg0es para mostrar a regra para composi¢do de matrizes
XY, Z):( a,b,¢ Ja.9,2), (2,92)=(e,f, v X& 4}
a ’ o' N ¢ o 3 ﬁ,s 'Y!
a', b, ¢ ! B y!
2 ? 9

Fonte: Cayley (1858, p.20)

A partir das equagdes iniciais, podemos obter uma transformacao linear em fungéo de (¢, 1, {).

A Figura 21 mostra o resultado da aplicacdo desta transformacéo:

Figura 21 — Aplicacdo da Transformacéo Linear em fungéo de (§,1, )

X,Y,Z)=(A,B,CYXtnl)=Ca,b,¢cXa,B,y X&n ),
AF’ BI’ Cr af, 6F, 6,! “;’ ﬁf , 7.' :
Aﬂ', BH, CH a.‘!, bf!, cﬂ CU”, BH’ ')’”

Fonte: Cayley (1858, p.20)

Observe que os valores de (x, y, z) dados na equagéo original (Figura 20), foram transformado
linearmente em relacdo a uma composicdo de coeficientes em funcéo de (&,7,{). Esta composigédo
de coeficientes é o resultado da multiplicacdo de matrizes que pode ser expressa pelos elementos
(Figura 22):

Figura 22 — Elementos resultantes da composicao de matrizes
A,B,C)
Al B', o
A”, B”, oL

Fonte: Cayley (1858, p.20)

Contudo, os elementos da Figura 22 sdo obtidos por uma regra de composicdo ou

multiplicacdo (Figura 23) entre duas matrizes:
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Figura 23 — Regra da multiplicag&o/composicéo entre duas matrizes

((aabacji“s“'s“”)s (a,b,c][ﬁ,ﬁ’,ﬁ”), (0/,5,0][%7/,7"))= a,&,c:[a,ﬁ,y)
(a’, b', d:o:“’ “!, aﬂ), (ar,'br’ d):ﬁa B,’ BH)’ (6&’, b', 0’:(7, 'Y’, 'Y”) a’s 6’, 6" ar’ Br, 7;
(r’l", b", G"Iﬂd, mr’ ! )’ (arr’ 50'!’ L.NIB, Br’ ﬁ" )’ (a’u’ 6", GI'I% ‘y!, ,ru) a”, B, o wn} ﬁ”, 7”

Fonte: Cayley (1858, p.20)

Deste modo, temos que:

A=aa+ ba' +ca” B=ap+bp" +cp" C=ay+by +cy”
AI — a,a‘l‘b,a, + Clall BI — a,ﬁ +b’ﬁ’ +C,ﬁ” Cl — aly_l_blyl_l_ C’y”
AII — a/la + bl’al + C’Iall BI’ — allﬁ +bl’ﬁl + C”ﬁ” CII — ally + bllyl + C”"}/”

Observe que o resultado da composicédo (Figura 22), obtida pela regra expressa na Figura 23,
estabelece uma multiplicacdo de modo que os elementos da primeira matriz sdo tomados
horizontalmente (linha) e os elementos da segunda matriz sdo considerados verticalmente (coluna).
Apresentamos algumas consideracGes em relacdo as propriedades de composicdo de matrizes
atribuidas por Cayley (1858):

I.  E possivel multiplicar ou compor trés ou mais matrizes, de modo que quaisquer duas matrizes
consecutivas podem ser compostas e 0 resultado dessa composicdo substitui essas duas
matrizes por uma Unica matriz. Este processo de multiplicacdo entre matrizes consecutivas
deve ser repetido até que todas sejam compostas e o resultado expresso em uma unica matriz
que é o resultado da composicdo efetuada. As composi¢bes L.MN = LM.N = LMN ou
LM.NP =L.MN.P = LM.N.P sao exemplos de como efetuar a multiplicacdo entre trés ou

mais matrizes.

Il. A composicdo de matrizes ndo é uma operagdo comutativa, porem, é associativa;

1. No processo de composi¢do de uma matriz com a matriz zero, independentemente de ser a

primeira ou a segunda matriz, resulta na propria matriz zero; isto €, podemos interpretar que
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neste processo, a operacdo da composicdo € particularmente comutativa em relagdo a matriz

Zero;

IV.  Uma matriz ndo altera o seu resultado no processo de composicdo com a matriz unidade,
independentemente de ser a primeira ou a segunda matriz componente da composicao;
podemos novamente interpretar que a composi¢gdo também é particularmente comutativa em

relacdo a matriz unidade.

Em relacdo as matrizes retangulares, é também possivel realizar a composi¢do de matrizes.

Contudo, quanto a este tipo de matrizes, Cayley (1858, p.35, traducdo nossa) ressalta que:

(...) é necessario que o nimero de linhas na segunda ou matriz componente mais
préxima seja igual ao nimero de colunas na primeira ou outra matriz componente; a
matriz composta terd entdo tantas linhas quanto a primeira ou outra matriz de
componentes e tantas colunas quanto a segunda ou matriz componente mais proxima.

Ou seja, primeiro é necessario verificar se 0 nimero de colunas da primeira matriz é igual ao
namero de linhas da matriz com a qual se pretende realizar uma multiplicagdo. Caso essa condi¢éo
seja satisfeita, € possivel operar estas matrizes, e o resultado desta composicdo serd uma matriz que
possui a quantidade de linhas da primeira matriz e a quantidade de colunas da matriz com a qual foi
realizado o procedimento.

Vejamos dois exemplos apresentados por Cayley para explicitar a composicao entre matrizes

retangulares. Considere as matrizes dadas na Figura 24:

Figura 24 — Exemplo 1 da Composicéo de matrizes retangulares
mbcldb’dw)
d, e f . /N
WY U |
v,7, k, [

Fonte: Cayley (1858, p.35)

Temos uma matriz larga do tipo 2 x 3 (2 linhas e 3 colunas) e outra matriz larga do tipo 3 x 4
(3 linhas e 4 colunas). Aplicando o que foi definido pelo matematico, precisamos primeiramente
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verificar se a quantidade de colunas da matriz a esquerda € igual ao numero de linhas da matriz a
direita. Temos entdo que a primeira matriz possui 3 colunas e a segunda possui 3 linhas. Logo, a
matriz da composicao sera a transformagcéo linear resultante da matriz larga do tipo 2 x 4 (2 linhas da

primeira matriz e 4 colunas da segunda matriz) dada:

& & ¢ o)

E o processo para obtencdo de cada uma destas transformacdes lineares é apresentado
conforme as func@es lineares descritas na regra de composicéo ilustrada na Figura 24.1. Novamente,
podemos observar que a multiplicacdo entre as matrizes é obtida relacionando os elementos das linhas

da primeira matriz com os elementos das colunas da segunda matriz.

Figura 24.1 — Resultado da composi¢do dada no Exemplo 1

((a, b, eXd, ¢, ), (a, b, ¢XV, 1,5 )@ b, ¢X, ¢y B), (a, b, X', B, 1))
(@, 0, FX, &, 8), (@, o fXO, f5)ds & FXEs o5 )y (0 e, fX 1)

Fonte: Cayley (1858, p.35)

A=aa’ +be' +ci’ A'=da’' +ee' + fi’
B=ab' +bf' +cj’ B'=db" +ef +fj'
C=ac'+bg' +ck’ C'=dc' +eg' + fk'
D=ad' + bh' +cl’ D'=dd" +eh + fl

O segundo exemplo dado por Cayley considera as matrizes (Figura 25) para ilustrar o processo

de composicao entre matrizes retangulares:

Figura 25 — Exemplo 2 da Composicdo de matrizes retangulares

( ad¥ d, ¥, ¢, d"))
belle, f,g ¥
¢ f

Fonte: Cayley (1858, p.36)
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Temos uma matriz profunda do tipo 3 x 2 (3 linhas e 2 colunas) e outra matriz larga do tipo 2
X 4 (2 linhas e 4 colunas). Uma vez que o nimero de colunas da primeira matriz € igual ao numero

de linhas da segunda, teremos como resultado da composi¢do uma matriz larga do tipo 3 x 4:
A B C D
A B C' D
AII BII CII DII

O resultado das transformacdes lineares dos elementos é obtida por meio da regra de

composicao expressa pelas funcdes lineares descritas na Figura 25.1:

Figura 25.1 — Resultado da composi¢do dada no Exemplo 1

( (2, dXd, €), (a, XV, [), (a, dXC, ¢), (a, dXd, F) )

i @, eXd, &), (b, XV, F), (5. e X ¢), (B, e Xd, I
(e, fXA, €), (e, FXO, 1) (e X5 ¢)s (e, fYE, F) |

Fonte: Cayley (1858, p.36)

Temos entéo:

A=aa' +de’ A" =ba' +ee’ A" =ca' + fe'
B =ab +df’ B' =bb' + ef’ B" =cb" +ff'
C=ac'"+dg' C'=bc' +eg’ C'"=cc'"+fg'
D =ad +dh D' =bd' + eh’ D" =cd + fh'

Outro aspecto enfatizado por Arthur Cayley em relacdo a composicao de matrizes retangulareé
que, “no caso particular em que as linhas e colunas de uma matriz componente séo respectivamente
iguais em numero as colunas e linhas da outra matriz componente (...)” (CAYLEY, 1858, p.36,
traducio nossa)?!, ou ainda, em outras palavras, quando a quantidade de linhas da primeira matriz é
igual ao nimero de colunas da segunda matriz. A particularidade deste caso apontada pelo
matematico, se da pelo fato do resultado da composi¢do ser uma matriz quadrada.

Por meio da Figura 26, vemos que a condi¢ao para composi¢ao entre matrizes retangulares é

satisfeita, uma vez que temos 3 colunas na matriz a esquerda e 3 linhas na matriz a direita, teremos

2L No original: In the particular case where the lines and columns of the one component matrix are respectively equal in
number to the columns and lines of the other component matrix (...).
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entdo uma matriz resultante de ordem 2, isto &, 2 x 2.

Figura 26 — Composicdo entre a matriz larga 2 x 3 e a matriz profunda 3 x 2

(abcYd d)=((ab cYd V), (a, b, ¢cYd, Q’, )
doe 0 ¢ | | (e £Ya Y, ), @ e FXD, O, F) |
c, f’ |

Fonte: Cayley (1858, p.36)

No caso da figura 26.1, a composicao entre a matriz profunda 3 x 2 e a matriz larga 2 x 3

resulta na matriz quadrada de ordem 3, isto é, 3 x 3.

Figura 26.1 — Composicao entre a matriz profunda 3 x 2 e a matriz larga 2 x 3

(d,d X a,b c)=((d, dXa, d), (a, dYb, ), (d, dYec, f) )
¥, ¢ |1 d, e, £ | (¥, ¢Xa, d), (¥, X, ¢), (¥, ¢Xe, f)
ds f' (¢, fXa, d), (¢, fXB, o), (¢, f'Xe, f)

Fonte: Cayley (1858, p.36)

4.2.5 Matriz Inversa ou Matriz Reciproca

Cayley nos traz que a no¢do de matriz inversa ou reciproca surge diretamente do sistema

linear em notacdo matricial mostrado anteriormente na Figura 10:

a b ¢
(X,Y,Z)=<a’ b’ c’)(x,y,Z)

all bll CII

A partir deste sistema, temos que a matriz inversa do sistema inicial (Figura 27) pode ser

indicada por:
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Figura 27 — Notacgdo da Matriz Inversa
9, 2)= ((a,b,c )YX,Y,Z)
a, b,

Q'/H, b!!’ cl‘.’

Fonte: Adaptado pelos autores baseado em Cayley (1858, p.22)

Podemos observar que a matriz que representa o sistema inicial esta simbolizado com -1 para
indicar a reciproca ou inversa da matriz original. Outro aspecto que podemos destacar nesta
representacdo, € o fato da matriz reciproca estar em fungéo de (X,Y,Z) ao invés de (x,y,z). E 0s
elementos da matriz reciproca podem ser obtidos por uma transformacdo linear, resultando na

igualdade:

Figura 28 — Notacdo da Matriz Inversa

(,9,2)=( A, A, " YX, Y, Z)=((ea, b, c )YX,Y,7Z)
B, B, B” a,t,
c, ¢, d a', o' ¢

Fonte: Cayley (1858, p.22)

A Figura 28 nos mostra que os elementos obtidos por meio da transformacao linear na matriz
inversa se difere da disposicdo dos elementos no processo de composicdo de matrizes. Ao
compararmos estes dois processos, percebemos que os elementos A4, A’, A", ..., resultam na primeira
linha da matriz inversa; B, B, B", ..., a segunda linha; C,C’,C", ..., indicam a terceira linha; e assim
por diante. No entanto, ao multiplicarmos uma matriz por outra matriz, no processo da transformagéo
linear, A,A’, A", ..., indicam a primeira coluna da composicdo de matrizes; B, B’,B", ..., indicam a
segunda coluna; C,C’,C", ..., indicam a terceira coluna; e assim por diante, conforme mostrado na
Figura 22.

Uma propriedade importante das matrizes inversas é mostrada pelo matematico em seguida
da apresentacdo da notacdo. Cayley comenta que o produto entre a matriz original e a matriz inversa
resulta na matriz unidade. Além disso, vemos também, por meio da Figura 29, que essa multiplicacéo

é comutativa, propriedade que n&o é valida na multiplicacdo entre duas matrizes quaisquer:



37

Figura 29 — Composicdo de uma matriz de ordem 3 com sua matriz inversa
/ n —
(A A A Ya,b,e)=(1,00),
B,B,B"||d,0, 0, 1, 0
/ 1 1" ] I
C, C,C a', o', ¢ 0, 0, 1

.

(a,b,¢ A, A, A" )=(1,0,0 ),
. 0. ¢ | B, BB | o,
a', B, ¢ C, ¢, ¢ 0, 0,

| e B e

Fonte: Cayley (1858, p.22)
Antes de enunciar o método de obter a transformacdo dos elementos resultantes na matriz
reciproca, Cayley usa o simbolo V para representar o calculo do determinante?? dos elementos da

matriz original, conforme mostrado na Figura 30:

Figura 30 — Determinante da matriz original, representado pelo simbolo V

V= a, b s C
arﬂ b’, ¢
an’ b”, o

Fonte: Cayley (1858, p.22)

Desse modo, os termos da matriz inversa ou reciproca sao obtidos um a um por meio da

seguinte regra:

22 O determinante de uma matriz se trata da associagdo dessa matriz com um Unico escalar. Em outras palavras, seria
uma funcéo que transforma esta matriz em um nimero real.



Figura 31 — Regra para obtencdo dos elementos da matriz inversa
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L,
0,
0, 8", ¢"

0, 0 |,

! J
o', ¢

1
B=-
\%

0,

a,

(5”,

1,
0,
0,

C

C”

Fonte: Cayley (1858, p.22)

O matematico exemplifica apenas como obter os elementos A e B, segue abaixo 0s demais

calculos obtidos pela regra expressa na Figura 31:
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@ b 0 )
ng a b O=§(ab—ab)
0 0 1

Temos entdo que a inversa ou reciproca de uma matriz de ordem 3 é dada por:

1 r_r 7 1 145 1) 1 ! !
o /§(bc - b)) S (Ble-be) < (be bc)\
1 1 1
B’ B// — | _ (a”C’ _ alcll) _ (aC” _ allc) _ (a’C _ acl)
pe v v

(ab’ — a'b)

<l

1 ry. 1’ IZA N 1 124 14
\§(ab a'b) V(at b- ab™)

Arthur Cayley apresenta uma outra forma alternativa de encontrar a inversa ou reciproca de
uma matriz, que se da calculando as derivadas parciais referentes a cada elemento em relacédo ao

determinante dos coeficientes da matriz original, V. Ao final, basta multiplicar o resultado por

1 . .
v conforme a igualdade expressa na Figura 32:

Figura 32 — Regra de obtencdo da matriz inversa de ordem 3 por meio de derivadas parciais

( a , b y C )_1 :_1__( a{av‘; aa"v') Ba”v )
C?f ’ b’ 3 c'r i v agv, abJV, abuv
a', b, d.V, 3,V, 3,V

Fonte: Cayley (1858, p.22)

Primeiramente temos que encontrar 0 valor do determinante V, mostrado na Figura 30.

Através deste calculo obtemos:

V=ab'c" +a'b’'c+ad'bc’ —a'"b'c—abc" —ab’'c’
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Ap0s encontrar este determinante, o proximo passo € calcular as derivadas parciais de cada

elemento da matriz original em relagdo ao resultado do determinante obtido, V. Temos entdo os

seguintes resultados:
daV = b'c" — b''c’

obV = ad''c’ — a'c"
ocV =a'b" —a'b’
0a’V=>b""c— bc"
ob’V =ac" —a'c
oc’V=a"b—ab"

0a”’V =bc'—b'c
ob”’V =d'c—ac

oc”V=ab' —a'b

Por fim, devemos multiplicar cada derivada parcial encontrada pela quantidade Unica (escalar)

1 . . .
v E devemos lembrar que na regra da matriz reciproca, cada um dos termos obtidos
AA LAY, ...,B,B",B",..,C,C",C", .., sdo expressos em cada linha, temos entéo:

a b c\! A A A" 1/0aV  0a'V 0a’'V

a b =|B B B" =§ abvV ob'v ab'v
a b " c ¢ c" aocV  ac'v ac'v

O processo de obtencdo de matrizes inversas se aplica somente as matrizes quadradas, uma
vez que “‘uma matriz retangular ndo pode ser composta consigo mesma, as nogdes de matriz inversa

ou reciproca (...) e toda a teoria resultante das funcdes de uma matriz ndo se aplicam a matrizes

retangulares” (CAYLEY, 1858, p.35, tradugio nossa)?:.

23 No original: a rectangular matrix cannot be compounded with itself, the notions of the inverse or reciprocal matrix (...)
and the whole resulting theory of the functions of a matrix, do not apply to rectangular matrices.
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4.2.6 Matriz transposta

No decorrer da obra, Cayley apresenta duas definicdes de matrizes que costumamos ver
presentes em livros do Ensino Médio: matriz transposta e matriz simétrica. A Figura 33 nos mostra
claramente uma regra para obter a transposta de uma matriz, que consiste na troca de linhas por

colunas, ou vice-versa.

Figura 33 — Representacdo de uma matriz 2 X 2 e sua respectiva transposta

a, b ), (a ¢ )
c, d b,dl

Fonte: Cayley (1858, p. 31)

Podemos observar que as linhas da primeira matriz (matriz a esquerda) se tornaram as colunas
da segunda matriz (matriz a direita), com isso, esta segunda matriz, é dita ser a transposta da matriz
original. Para a obtencdo da transposta, Cayley denota pelo simbolo “tr.” para indicar quando essa
operacado deve ser realizada. Assim, conforme mostrado na Figura 34, temos na matriz a esquerda o

resultado da transposta e a matriz a direita indicada por “tr.”.

Figura 34 — A transposta de uma matriz e a denotacao tr.

(a ¢ )=tr.( a, b )
5, a ¢, d

Fonte: Cayley (1858, p.31)

Ou seja, a utilizagdo do simbolo “tr.” indica que o procedimento da transposta deve ainda ser
aplicado. O matematico salienta que ao realizarmos a transposta da transposta, obtemos a matriz
original.

Um caso particular das matrizes transpostas sao as matrizes simétricas. Este tipo de matriz

ocorre quando o resultado da transposta € a propria matriz original, isto é, todos os elementos
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continuam equivalentes mesmo apos a troca das linhas pelas colunas. A Figura 35 mostra uma regra

para obter a matriz simétrica de qualquer matriz de ordem 3:

Figura 35 — Regra de obtencdo de uma matriz simétrica de ordem 3

( a, h, 5’)
hy b, f
g, f> ¢

Fonte: Cayley (1858, p. 31)

Quando a nocao da transposta de uma matriz € aplicada s matrizes retangulares, sejam largas
ou profundas, ocasiona um efeito de modo que, a transposta de uma matriz larga € uma matriz
profunda e ao aplicarmos a transposta em uma matriz profunda, ela se torna uma matriz larga. A
Figura 36 nos apresenta a transposta de uma matriz larga. Podemos observar que ao aplicar a

transposta nos elementos de uma matriz larga 1 x 3, resulta em uma matriz profunda 3 x 1.

Figura 36 — Transposta de uma matriz larga 1 x 3
tr.( o, ¥, ¢ )=(d )
i | b’
¢

Fonte: Cayley (1858, p. 36)

Como comentamos anteriormente, nem sempre teremos a composicdo de matrizes
retangulares. No entanto, Cayley (1858) finaliza sua obra mostrando que qualquer matriz retangular
pode ser composta com a transposta de uma outra matriz retangular, desde que as duas matrizes
possuam o0 mesmo numero de linhas e colunas. Desta forma, a primeira matriz mantera a quantidade
de linhas e colunas e a segunda matriz, por ser o resultado de uma transposta, ira inverter o0 nimero
de linhas e colunas. Assim, a quantidade de colunas da primeira matriz sera idéntica ao nimero de
linhas da segunda matriz, tornando a composi¢do entre as duas matrizes possivel .

A Figura 37 mostra um exemplo de uma matriz larga 2 x 3 a esquerda em composi¢ao com
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outra matriz larga 2 x 3 a direita, na qual, sera aplicada a operacéo transposta:

Figura 37 — Composicdo entre uma matriz retangular e a transposta de uma matriz de mesmo tipo

(a,b,e)te.(a, ¥, ¢ )=(a, b, cXd, ¥, ¢), (a, b, cYd, €, f) )
\d,e | @, e, @ e Fra. v, ¢, (@ e fX, ¢ F) |

Fonte: Cayley (1858, p. 37)

Esta composicdo sera possivel porque ao obtermos a transposta da matriz a direita, teremos
uma matriz profunda 3 x 2. Logo, satisfaz a condi¢ao do procedimento, uma vez que a quantidade de
colunas da matriz a esquerda sera igual ao nimero de linhas da matriz a direita ap6s a aplicacdo da
transposta:

(a b c) Obl, Z, _ (aa’ + bb' +cc’ ad' + be' + cf’)
d e f)\. £ “\da' +eb +fc dd +ee +ff

Em notacOes atuais, considerando m: quantidade de linhas e n: quantidade de colunas, uma
composicdo entre duas matrizes retangulares m x n ndo € possivel, entretanto, ao realizarmos a

transposta da segunda matriz, temos a multiplicacdo entre as matrizes do tipo m xne n xm,
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5 Consideracoes finais

O estudo das obras de Arthur Cayley nos permitiu uma abordagem enriquecedora da
Historia da Matematica, destacando a relevancia de suas contribui¢des para o campo das matrizes
e sistemas lineares. A compreensao das definicGes pioneiras apresentadas pelo matematico nos
permitiu vislumbrar como ele estabeleceu as bases para o desenvolvimento posterior dessa teoria
fundamental. Ao examinar as principais definicdes relacionadas a matrizes quadradas e
retangulares, fica evidente a relevancia das opera¢Ges matriciais e de como podemos usé-las para
manipular os diversos tipos de matrizes existentes. Atualmente, essas propriedades sao estudadas
em Algebra, onde vemos que o conjunto de matrizes ser torna o que chamamos de Anel, para as
operacOes de soma e multiplicacdo. Através da realizacdo de operagdes como soma, multiplicacdo
por um escalar e composicdo de matrizes, torna-se possivel representar e solucionar problemas
complexos, simplificando calculos e aprimorando a manipulacao de dados de forma mais eficiente.
Ao analisar os trabalhos de Cayley, principalmente a obra "A Memoir on the Theory of Matrices",
percebemos que essas operacdes matriciais desempenham um papel crucial na resolucdo de
sistemas lineares.

Um outro aspecto que gostariamos de destacar se da aos simbolos utilizados para
representacdo de Matrizes. Na obra Remarques sur la notation des fonctions algébriques, Cayley
(1855) ndo faz nenhuma distingdo no modo de representacéo das matrizes e determinantes, isto €,
foi empregado a mesma notagéo ao se referir a estes conceitos, o que poderia ocasionar algumas
ambiguidades na compreensdo das formulagdes. Entretanto, na Memdria, Cayley (1858), podemos
ver que 0o matematico parece apresentar uma preocupacdo gquanto a simbologia utilizada para
diferenciar estes conceitos, uma vez que denota as matrizes representadas entre parénteses e
mantém os determinantes indicados por duas barras verticais.

No decorrer do desenvolvimento deste trabalho, percebe-se que a Historia da Matematica
nos mostra como desenvolveram-se alguns conteddos matematicos que estamos acostumados a ver
até os dias de hoje. A definicdo de uma matriz como um conjunto de equag6es de um sistema linear
revela uma conexdo profunda entre algebra e geometria, tornando as matrizes uma ferramenta
poderosa para resolver problemas de diversas naturezas. A abordagem de Cayley proporciona uma
visdo intuitiva da natureza das operagdes matriciais e mostra como elas podem ser utilizadas de
forma eficaz para modelar sistemas e representar relagdes entre grandezas matematicas.

Por meio dos resultados apresentados abre a possibilidade de, em trabalhos futuros,

desenvolvermos propostas didaticas para aplicacdo em sala de aula e realizar uma anélise de livros
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didaticos entre as definicbes apresentadas nos livros e as defini¢fes originais, uma vez que, por
meio de olharmos as obras originais, podemos verificar como sdo dadas as definicOes e o
desenvolvimento delas no decorrer do tempo. Ou ainda, do ponto de vista histdrico, trabalhos que
fogquem nas obras de Cauchy e Sylvester.

Em sintese, o estudo das obras de Arthur Cayley foi uma jornada fascinante na historia e
desenvolvimento da teoria das matrizes. Suas definicGes pioneiras e visdo inovadora abriram
caminho para avangos posteriores e estabeleceram as bases para um campo matematico
fundamental e aplicavel em diversas areas do conhecimento. O legado de Cayley permanece vivo
e relevante, inspirando novas geracdes de matematicos a explorar os mistérios e aplicacdes das

matrizes na busca continua do conhecimento matematico.
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