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RESUMO

O trabalho considera um modelo de grafos planar, ndo-direcionado, ponderado e
conexo, e aborda o problema de parcelamento de arestas. Trata-se de um problema
presente em contextos como entrega de correspondéncias, coleta de lixo e recolhi-
mento de neve. O objetivo consiste em gerar k subgrafos induzidos (ou distritos)
que sejam equilibrados quanto a distribui¢do de demanda, representada pelo peso
das arestas. Além disso, a quantidade de vértices de grau impar em cada parti¢ao é
limitada, tornando cada subgrafo gerado o mais Euleriano possivel. Tomando um
vértice referéncia (ou vértice que indica um “depésito”, dependendo da aplicacio)
para cada subgrafo, a funcdo de otimizagdo trabalha a compacidade dos subgra-
fos, minimizando o somatdrio da distincia de cada aresta designada a um subgrafo
para seu respectivo vértice referéncia. A literatura desse problema ja possui um al-
goritmo exato, baseado na geracio iterativa de cortes de conexidade. No entanto,
tal implementag@o ndo encontra-se disposivel para acesso. Diante disso, propde-
se, neste trabalho, a codificacdo de tal algoritmo, utilizando frameworks modernos
tal como o GUROBIPY, implementando a insercio dos cortes de forma dindmica
através de funcdes callback. Os resultados computacionais atestam a eficdcia da
formulacdo implementada.

Palavras-chave: Parcelamento de arestas. Distritos Eulerianos. Modelo matematico.
Gurobi. Pesquisa operacional.






ABSTRACT

The paper discusses a model of a planar, undirected, weighted, and connected
graph. It addresses the issue of edge partitioning, which arises in various contexts
like mail delivery, waste collection, and snow removal. The objective is to generate
k induced subgraphs, also known as districts, that achieve a balanced distribution
of demand represented by the edge weights. Additionally, there is a constraint
on the number of odd-degree vertices in each partition, aiming to maximize the
Eulerian property of the subgraphs. To accomplish this, each subgraph is asso-
ciated with a reference vertex, which can be interpreted as a "depot"depending
on the application. The optimization function evaluates the compactness of the
subgraphs by minimizing the total distance between each edge assigned to a sub-
graph and its corresponding reference vertex. Although an exact algorithm for this
problem exists in the literature, which utilizes iterative generation of connectivity
cuts, it is currently unavailable for access. Thus, we propose in this study the im-
plementation of the algorithm using modern frameworks such as GUROBIPY. The
implementation includes the dynamic insertion of cuts through callback functions.
Our computational experiments demonstrate the effectiveness of the formulated
approach.

Keywords: Edge partitioning. Eulerian Districts. Mathematical model. Gurobi.
Operational research.
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1 INTRODUCAO

O problema de particionamento de arestas ¢ comumente modelado através
de grafos ponderados, conexos, ndo-direcionados e planares. Trata-se de um pro-
blema presente em contextos como entrega de correspondéncias (BODIN; LEVY,
1991), coleta de lixo (MOURAO; NUNES; PRINS, 2009; GOMES; PALHANO;
REIS, 2023) e recolhimento de neve (LABELLE; LANGEVIN; CAMPBELL,

2002). As arestas ou ruas possuem um valor de demanda pré-determinado.

O Problema de Parcelamento de Arestas em Distritos Eulerianos (PPADE)
pode ser definido da seguinte forma. Considera-se um conjunto de k depdsitos, um
para cada parti¢do (ou distrito), em que o objetivo consiste em gerar distritos co-
nexos que minimizem a soma das distancias de suas arestas para seus respectivos
depositos. Neste estudo, determina-se que uma solugdo vidvel deve ser equili-
brada quanto a demanda distribuida em seus distritos e a quantidade de vértices
impares resultante do particionamento de arestas. Essa tltima caracteristica faz
com que cada distrito gerado seja o mais Euleriano possivel, reduzindo caminha-
mentos desnecessdrios no grafo (popularmente conhecidos como deadhead). A
Figura 1.1 representa um exemplo de solugdo vidvel para o problema de distrita-
mento para esse grafo. Os dados completos da instancia podem ser obtidos no link
a seguir: <https://github.com/Marcos-Pimentel/TCC>. A Tabela 1.1 mostra que
a solugdo apresentada pela figura previamente mencionada respeita as tolerancias
de perda de paridade (7, = 0,1) e de desvio da média das demandas estabeleci-
das (71 =0, 1). Esses parametros sdo abordados de forma mais profunda na sec¢io

2.1.1.

Tabela 1.1 — Lpr-a-01-3C-7B (1, =0,1 7, =0,1)

Disparidade de demanda | Coeficiente de imparidade | Deadhead
0.0920 0.0357 498



https://github.com/Marcos-Pimentel/TCC
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Figura 1.1 — Lpr-a-01-3C-7B (1 =0.10 17, =0.05)

A Figura 1.2 mostra um exemplo de possiveis particdes de um vértice de
grau 4. Dentre elas, a parti¢cdo a) representa o grafo original, a particdo b) indica
como é um particionamento indesejado e as parti¢des c) e d) mostram exemplos de
particdes desejadas. Uma parti¢do desejada é caracterizada por manter a paridade
de um vértice, contribuindo assim para a euleridade dos distritos formados. De
forma andloga, uma parti¢do ndo desejada € uma parti¢cdo que tira a paridade de
um vértice par, ou que divide um vértice impar de modo a mais de um distrito
receber uma quantidade impar de arestas. Isso € indesejado, pois torna os distritos

menos eulerianos.

A literatura sobre o problema, levando em conta essa tltima década, apre-
senta 3 principais trabalhos, sendo eles (BUTSCH; KALCSICS; LAPORTE, 2014),
(ASSIS; FRANCA; USBERTI, 2014) e (GARCIA-AYALA et al., 2016). O pri-

meiro trabalho elabora uma heuristica construtiva com busca local para a cons-
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Figura 1.2 — Exemplos de parti¢des de um vértice de grau 4

a) b)

d)

trucdo dos distritos. Ele apresenta uma fun¢@o objetivo que leva em conta criar
distritos com demandas balanceadas entre si, que sejam compactos e que se gaste
pouco tempo revisitando arestas. O segundo aborda o problema da perspectiva
de uma empresa energética de Sao Paulo, e portanto desenvolve uma metaheuris-
tica baseada em GRASP (Greedy Randomized Adaptive Search Procedure), que
priorizam o balanceamento das demandas, a criacdo de distritos continuos e a si-
milaridade com as rotas originais. Por fim, o terceiro trabalho tem como objetivo
criar distritos o mais semelhantes o possivel a um grafo Euleriano. Para tal, utiliza-
se de uma modelagem matemética inteira-mista que prioriza a criagdo de distritos
compactos, com a garantia que 0s mesmos continuem conexos € mantenha na me-
dida do possivel a paridade dos vértices do grafo. As restricdes que garantem a
conectividade dos distritos sdo relaxadas na implementacdo do modelo, uma vez
que apresentam complexidade exponencial. Portanto, sempre que uma solu¢io en-
contra distrito desconexo, sdo adicionadas restri¢des para garantir que a resposta
seja considerada invalida. Além dos trabalhos que se destacam na literatura, ha
também um trabalho recente realizado por (ESPINDOLA, 2022) que utiliza-se de
uma heuristica construtiva baseada no algoritmo de busca em largura para a cria-

cdo dos distritos, a partir do depdsito. Essa heuristica, portanto garante a criacio
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de distritos conexos, e a escolha das arestas durante a expansio ocorre a partir de

um critério de qualidade previamente escolhido.

Ao que consta, o trabalho de (GARCIA-AYALA et al., 2016) é o tnico
que propde um algoritmo exato PPADE. Os autores desenvolvem uma formu-
lacdo matemadtica e para sua resolucdo, relaxam as restricdes de conexidade de
distritos. Caso os distritos gerados sejam conexos, o algoritmo para e a solu¢io
otima € retornada. Caso contrério, realiza-se uma busca em grafos para detectar as
componentes desconexas e ligd-las através de cortes iterativos a formulacdo atual.
Tomando 142 instancias que variam de 28 a 401 vértices, o algoritmo proposto

resolve aproximadamente 98% das instancias na otimalidade.

1.0.1 Objetivos

O trabalho de (GARCIA-AYALA et al., 2016) é o estado da arte para o
PPADE. No entanto, sua implementagdo encontra-se inacessivel a pesquisadores.
Os autores do trabalho nao disponibilizam o cédigo abertamente, e ndo se mani-
festaram favordveis a sua liberagdo, mesmo apds solicitacdes formais por e-mail.
Assim, considerando os beneficios que o acesso aos artefatos cientificos podem

trazer a continuagdo das pesquisas, este trabalho possui dois objetivos:

« Implementar e disponibilizar o modelo de (GARCIA-AYALA et al., 2016)
de forma aberta, utilizando o framework GUROBIPY, uma das referén-
cias para codificagdo de modelos matemadticos (Gurobi Optimization, LLC,

2023).

* Obtencido de limites superiores de outros problemas teste, propostos no tra-
balho de (MOREIRA, 2023), em decorréncia da falta de acesso as instancias

utilizadas no artigo de (GARCIA-AYALA et al., 2016).
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1.0.2 Contribuicoes

Este trabalho contribui com a literatura ao aprofundar uma abordagem do
problema de distritamento. Sendo essa abordagem a de criacdo de distritos Eu-
lerianos, focando em garantir a formacgao de distritos com pequena distancia de
deadhead. Para tal, foi utilizado um software comercial que fornece ferramentas
para tornar a resolucdo do problema mais eficiente. Uma das principais ferramen-
tas fornecidas para tal tarefa € o callback, que permite a execugcdo de um modelo
mais simples e a adicdo de novas restricdes em situacdes adequadas, sem a neces-
sidade de reiniciar a execu¢cao do modelo.

Outra contribui¢do € a execucdo de uma extensa bateria de testes, e a dis-
ponibilizacdo desses casos de teste, assim como dos resultados e do algoritmo im-
plementado. Isso permite que esse problema possa ser mais facilmente analisado

em estudos futuros.

1.0.3 Estrutura do Trabalho

O restante do trabalho apresenta a seguinte estrutura. A Secdo 2 apresenta
a modelagem matemética proposta por (GARCIA-AYALA et al., 2016) , e detalhes
da implementacdo da formulacdo através do framework GUROBIPY. A Secdo 3
reporta os testes realizados e os analisa a partir de um conjunto de métricas. Por

fim, a Se¢do 4 contém a conclusdo do trabalho e propostas de pesquisas futuras.
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2 DESENVOLVIMENTO

Este capitulo apresenta o desenvolvimento da modelagem matematica, que
foi inicialmente proposta por (GARCIA-AYALA et al., 2016), e o algoritmo em
Python que adapta essa modelagem para a biblioteca do GUROBIPY. A Sec¢ao 2.1
apresenta todos os passos para formalizar o modelo matemético do PPADE. Deta-
lhes referentes a implementacio realizada no framework GUROBIPY sao descritos

na Secdo 2.1.4.

2.1 Modelo Matematico

A Sec@o 2.1.1 define todos os pardmetros necessdrios para a formalizacdo
do problema. Na sequéncia, a Secdo 2.1.2 apresenta as varidveis de decisdo do

modelo, enquanto a Se¢do 2.1.3, mostra a versdao completa do modelo matematico.

2.1.1 Parametros

Seja G = (V,E) um grafo ponderado, conexo, ndo-direcionado e planar,
em que V e o conjunto de vértices e E o conjunto de arestas. Cada aresta e =
(u,v) € E representa uma rua conectando os vértices u € V e v € V. Cada aresta
e € E possui comprimento /, e uma demanda d,.

Considere P C V o conjunto dos vértices depdsitos. Cada depdsito p € P
serd o responsével por abastecer um determinado distrito, e portanto, esse distrito
pode ser referido como distrito p. Para melhor modelar o problema, também é im-
portante ter acesso a vizinhanga de arestas que incidem no nd, ou que sdo vizinhas
as arestas analisadas no momento. Para tanto, seja d(u) C E, Vu € V, o conjunto
das arestas que incidem no vértice u, e 6(S) C E, VS C E, o conjunto de arestas
que apresentam uma extremidade em V(S) e outra extremidade em V \ V(S), em
que V(S) € o conjunto de vértices associados a arestas em S.

Define-se by, = min{¢,,, &y}, Vp € P, Ve = (u,v) € E, como a menor

distancia possivel entre o depdsito p e a aresta e, tal que o, (0,) € o valor do



28

caminho mais curto de p a u (v). A média de demanda por distrito é dada por
D=Y,rd./|P|. As tolerancias adotadas para valores de demanda e paridade de
cada distrito em rela¢do a média sao dadas por 71 € [0,1] e 7» € [0, 1], respectiva-
mente. A perda de paridade necessita da definicdo do conjunto V¢ C V, que indica
o conjunto de vértices de grau par em G. Por fim, a constante M que € um valor
suficientemente grande para garantir a redundancia de algumas restricdes em casos

especificos.

2.1.2 Variaveis

A formulacdo matemadtica do PPADE trabalha com seis conjuntos de va-
ridveis. Seja x,., Vp € P, Ve = (u,v) € E, é uma varidvel bindria igual a 1 se a
aresta e estd associada ao distrito p, € wy,, Vp € P, Vu € V, é uma varidvel bin4-
ria igual a 1 se o vértice u estd associado distrito p. O controle de paridade dos
vértices de cada distrito € feito por meio de trés grupos de varidves.

A variavel zgp, Yu €V, Vp € P, é uma variavel bindria igual a 1 (0) se
o vértice u € V tem grau impar (par) quando associado as arestas do distrito p.
Considere z,,, Yu € V, Vp € P, uma varidvel natural auxiliar que tem por fungio
garantir que z0 » receba o valor correto em cada caso. Seja ry, Vu € V, uma varidvel

bindria igual a 1 se o vértice u perde ou nao paridade.

2.1.3 Formulacio

Uma adaptacio do modelo matemético proposto por (GARCIA-AYALA

et al., 2016) € apresentada abaixo.

Min g(x) =Y Y bpexpe 2.1)

pEPeckE

sujeito a:
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A funcéo objetivo (2.1) busca minimizar o somatério das distincias de
cada aresta até o depdsito do distrito que ela foi designada, desse modo aumen-
tando a compacidade do distrito. As restricdes (2.2) garantem a designagdo de
cada aresta para obrigatoriamente um Unico distrito. As restri¢des (2.3) fazem
com que os distritos sejam continuos, uma vez que for¢a que cada aresta para ser
designada ao distrito p, deve apresentar um caminho até o depdsito p que passe
apenas por arestas que foram designadas ao mesmo distrito. Para uma explicacio
mais aprofundada, pode-se observar como sdo implementados os cortes, explica-
dos na subsec¢do 2.1.4, e considerar que os cortes sdo adicionados para todas as

combinagdes de arestas possiveis, de modo a garantir conectividade.

As restricdes (2.4) e (2.5) delimitam o limite inferior e superior, respec-
tivamente, da demanda permitida para cada distrito. As restricdes (2.6) e (2.7)
garantem respectivamente que se uma aresta e = (u,v) foi designada ao distrito p,
entdo u e v estdo ambos associados ao depdsito p; e se um vértice u foi associado a
um distrito, entdo uma das arestas que u estd associado foi designada para o distrito
p. As restricdes (2.8) definem a paridade do vértice para cada um dos distritos. As
restrigdes (2.9) (2.12) definem a perda de paridade de um vértice u € V, de modo
que garantem que caso tenha de fato perdido a paridade, atribuindo a r, o valor
adequado. A restri¢do (2.13) serve para controlar a perda de paridade, garantindo
que ndo ultrapasse o limite estipulado pela varidvel de tolerancia 7,. A perda de
paridade é calculada dividindo a quantidade de nds que perderam a paridade pela
quantidade total de vértices do grafo. Por exemplo, se apenas 3 vértices pares no
grafo original passaram a ser considerados vértices impares em algum distrito, € o
total de vértices do grafo original sdo 150, entdo apenas 2% dos vértices perderam
a paridade nesse caso. As restri¢cdes (2.14) (2.17) delimitam que as varidveis em
questdo sdo bindrias. Por fim, a restricdo (2.18) delimita o dominio da varidvel

para o conjunto dos nimeros naturais, juntamente com o nimero 0.
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2.1.4 Detalhes de Implementaciao

Para a cria¢do e execu¢do da modelagem do problema, foi utilizado o
software comercial Gurobi, mais especificamente o framework GUROBIPY, para a
linguagem Python. O GUROBI é um software desenvolvido para resolver proble-
mas de programacio de inteiros mista (MIP). Ou seja, ele resolve problemas que
possam ser modelados utilizando apenas um conjunto de equagdes ou inequacdes
com varidveis ndo exponenciais. O programa € disponibilizado de forma gratuita

para institui¢des de ensino, e apresenta uma licensa paga para empresas.

Para o desenvolvimento e execugdo do algoritmo utilizou-se bibliotecas
que serviram para auxiliar em diferentes partes do processo. Para lidar com a
leitura dos casos de teste e a escrita posterior dos resultados, foi necesséria a bi-
blioteca json, pois foi esse o formato escolhido para a entrada e saida de dados.
Ainda a respeito do processo de leitura e escrita, utilizou-se a biblioteca walk, do
pacote os, que armazena os nomes dos arquivos de entrada em uma lista para a
leitura posterior dos mesmos. A tltima biblioteca foi a re, responsdvel por fazer
um regex com os dados da entrada para poder executar, posteriormente, o algo-
ritmo de Floyd-Warshal[CORMEN et al., 2022). Regex é uma abreviacdo para
expressao regular, que no caso, consiste em analisar o padrao de uma varidvel de
texto e decompor ela em varidveis Uteis, no caso deste trabalho, montar o grafo no

formato necessario para executar o algoritmo de Floyd-Warshall.

Em seguida, utilizou-se a biblioteca networkx armazenamento do grafo em
memoria, e juntamente com matplotlib.pyplot, permitiram o desenho dos grafos
para a saida. J4 a biblioteca defaultdict, do pacote collections, auxilia na criagdo
de diciondrios ja inicializados com um valor padrdo para cada chave. Apoés a
importacdo das bibliotecas, tem-se as func¢des auxiliares do programa, sendo uma
delas o algoritmo de Floyd-Warshall, reponsdvel por fornecer o caminho mais
curto entre cada par de vértices de um grafo. Para que o modelo do GUROBI

possa funcionar, temos primeiramente que declarar o modelo e iniciar as varidveis
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do mesmo. As varidveis desse problema sdo criadas a partir de uma lista, que o

GUROBIPY converte em chaves de um dicionario.

O primeiro grupo de varidveis a ser declarado chama-se x, definido como
um diciondrio no qual as chaves sdo todas os possiveis pares formado por depdsito
e uma aresta (p,e), Vp € P,Ye € E. O segundo conjunto de varidveis do modelo é
denominado w, representando a relagdo entre depdsitos e vértices, sendo as chaves

todos os pares possiveis entre depésitos e vértices (p,u), Vp € PYu V.

Em seguida, declara-se o conjunto de varidveis z, Gnico de valor natural,
que auxilia no processo de definir a paridade de um vértice quando relacionado
a um determinado depésito (u,p), Yu € V,¥p € P. A paridade ¢ indicada pelo
conjunto de varidveis bindrias zp, que assim como z, relaciona um par de vértice
e depdsito com um valor. A tltima sequéncia de varidveis, r,, faz uma relagdo de
cada vértice u € V com um valor bindrio, que indica se o vértice perdeu ou ndo sua

paridade.

As restricdes (2.3) foram relaxadas, visto que a enumeragdo de todos os
subconjuntos de vértices S € invidvel na resolucdo para as instancias testadas (veja
Secdo 3.1). Para contornar esse problema, primeiramente € executado a mode-
lagem sem a restri¢do, e apds retornar um resultado, este é analisado para veri-
ficar que a resposta apresenta apenas distritos conexos. Caso algum distrito seja
desconexo, sdo adicionadas restricdes de corte na modelagem que garantem que
pelo menos alguma aresta vizinha do conjunto de arestas desconexas passe a ser
designada ao distrito que esse grupo de arestas for designada, e a modelagem €&

executada novamente.

Detalhando mais essa abordagem, primeiramente foi criado uma fungéo
de callback, de modo que toda vez que uma solugdo é encontrada, essa fungdo a
analisa para assegurar que todos os distritos formados sdo conexos. Caso positivo,
a resposta estd pronta e termina a execucao do modelo. Caso algum distrito ndo

seja conexo, a primeira coisa a se fazer € encontrar as arestas que nao estao conec-
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tadas ao depdsito que foram designadas. Para encontrar essas arestas, analisamos
cada depdsito de forma individual, e monta-se um grafo que representa a resposta
encontrada pelo modelo para representar esse distrito. Com o grafo construido,
verifica-se quais arestas podem ser alcancadas a partir do depdsito. Para cada
aresta que ndo foi alcancada, ela é agrupada as arestas que estd conectada, uma
vez que um grupo de arestas pode estar conexa entre si, mas ndo apresentam ne-
nhuma conexao ao depésito. Finalmente, para cada grupo de arestas desconexas,
sdo adicionadas restricdes que garantem que alguma aresta vizinha a esse grupo
tenha que ser designada ao mesmo depdsito, e o modelo € executado novamente.

As restri¢des adicionadas sdo as seguintes:

Y xps— ) xpe>=1-|S] (2.19)

s€o(S) ecS

de modo que S representa o grupo de arestas desconexas. Para melhor compreen-
sdo do fluxo de execug¢do do algoritmo de adi¢io de cortes ao modelo, apresenta-se
o Algoritmo 1.

Pode-se entender melhor o funcionamento desses cortes, utiliza-se o exem-
plo da figura (2.1). No caso dessa solucdo, os depdsitos que nos interessam se en-
contram nos vértices 14 e 22. Nesse caso, o distrito 14 ndo estd continuo, portanto
a solucdo é invdlida, pois as restricdes (2.3) indicam que para a aresta (4,5) ser
designada ao distrito 14, uma das arestas vizinhas devem ser designada ao mesmo
distrito. Isso também € valido para a aresta desconexa (9, 15). A Figura 2.2 mostra
uma outra solucgdo, dessa vez obedecendo as restricdes explicadas anteriormente.
Porém o distrito 14 continua desconexo, o que indica que a solug@o ainda ndo é
factivel. As restrigdes (2.3) forcam para que o conjunto de arestas desconexas
((4,5),(5,9),(9,15)) seja designado ao distrito 14, uma das arestas que vizinha
esse grupo deve também ser designada ao mesmo depdsito. Por fim chegamos a
figura de exemplo 2.3, que apresenta uma solugdo viavel, uma vez que todos os

distritos estdo conexos.
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Algoritmo 1: Adicdo dos Cortes

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

17:
18:

AR AN e

Seja P o conjunto de depdsitos de uma solugdo encontrada pelo GUROBIPY
for pc Pdo

Seja V, CV o conjunto de vértices que fazem parte do grafo do distrito p

Seja E, C E o conjunto de arestas que fazem parte do grafo do distrito p

Seja i, € V), o vértice que representa o deposito do distrito p

Seja E, < visitReachable(i,) > Retorna todas as arestas que podem ser
visitadas saindo do depdsito

Seja U < & o conjunto que armazena grupos de arestas que nao fazem
parte das arestas que podem ser visitadas saindo do depdsito

while E,\E, # @ do

Sejai, € E,\E, > Pega um vértice arbitrario que ndo foi marcado
ainda
Seja B < visitReachable(i))
for e c Bdo
E,=E,U{e} > Marca todas as arestas contidas em B
end for
U=UU{B} pinsere em U o conjunto B como um tnico elemento
end while
for S € U do Acrescente ao modelo as restri¢des Y scq(s) Xps — LeesXpe =
1—1S|
end for
end for
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Figura 2.1 — Lpr-a-01-3C-7B (1 =0.10 17, =0.05)

O GUROBI trabalha com adaptacdes do algoritmo de Branch and Bound e
o uso de callbacks faz com que nds que representam solucdes infactiveis acionem
a criacdo de cortes na resolucdo atual do modelo matematico, sem que tenha que
reiniciar todo o algoritmo. Isso permite que no lugar de comecar uma nova execu-
¢do do modelo, seja apenas adicionado um corte na drvore do Branch and Bound.
Uma implementacdo de todos os cortes desejados de forma prévia a execucdo do
modelo ndo é uma opg¢do vidvel, pois isso demandaria um tempo exponencial para
ser realizado. Portanto, os callbacks consistem em uma alternativa para a rsolug¢do

eficiente de abordagens baseadas em geracdo de cortes iterativos.



36

Figura 2.2 — Lpr-a-01-3C-7B (1 = 0.10 17, =0.05)




Figura 2.3 — Lpr-a-01-3C-7B (7 = 0.10 7, = 0.05)
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3 TESTES COMPUTACIONAIS

Este capitulo apresenta os experimentos computacionais para a validacio
do desempenho do algoritmo implementado. A Se¢do 3.1 descreve as instincias

utilizadas nos testes. Na sequéncia, a Se¢ao 3.2 reporta uma andlise dos resultados.

3.1 Benchmark

As instincias utilizadas neste trabalho foram adaptadas a partir da base de
dados descrita por (GARCIA-AYALA et al., 2016). Nessa base original, responsa-
vel por organizar como seria o nome das instancias, como por exemplo a instancia
"Lpr-b-04-4C-5A’, consta 16 mapas que apresentam nomes seguindo o seguinte
padrdo: ’Lpr-’ seguido de ’a-’ ou ’b-’. Em seguida, hd um ntimero que vai de "01-’
a ’05-’ que indica de certo modo o tamanho do grafo e por fim, um nimero que
indica a quantidade de depdsitos presentes no grafo, acompanhado de "C-’. As

caracteristicas desses 16 mapas originais podem ser observadas na tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Caracteristicas dos mapas originais

Grupo de Instancias | N° vértices | N° arestas | Densidade | Proporcio de vértice par
Lpr-a-01-2C 28 47 0.1243 0.5
Lpr-a-01-3C 28 47 0.1243 0.5
Lpr-a-02-2C 53 86 0.0624 0.3584
Lpr-a-03-2C 146 226 0.0213 0.4931
Lpr-a-03-3C 146 226 0.0213 0.4931
Lpr-a-03-4C 146 226 0.0213 0.4931
Lpr-a-03-5C 146 226 0.0213 0.4931
Lpr-a-04-4C 195 323 0.0170 0.4871
Lpr-a-04-5C 195 323 0.0170 0.4871
Lpr-a-05-4C 321 535 0.0104 0.4953
Lpr-b-01-2C 28 42 0.1111 0.3571
Lpr-b-01-3C 28 42 0.1111 0.3571
Lpr-b-02-2C 53 82 0.0595 0.3962
Lpr-b-03-4C 162 266 0.0203 0.5185
Lpr-b-04-4C 248 457 0.0149 0.5564
Lpr-b-05-6C 401 727 0.0090 0.5411
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Utilizando esses 16 grafos como base, foram utilizados dois métodos para
variar a distancia e demanda de cada aresta do grafo. O primeiro desses métodos é
responsdvel pela letra *A’ no final do nome da instincia, e a maneira que ele altera
os valores das arestas é de acordo com as seguintes regras: as demandas que cons-
tam como 0 ndo sdo alteradas; as demais demandas, e a totalidade das distincias
s@o escolhidas de forma aleatéria de dentro de um intervalo que € delimitado pelos
valores ndo nulos do grafo original. O segundo método adiciona a letra B’ no fi-
nal do nome das instancias, 0 modo que as distincias e demandas sdo alteradas de
acordo com o padrio a seguir: as distdncias e demandas sao reordenadas de forma

aleatdria, e em seguida, multiplicadas por um valor randémico entre 0,5 e 1,5.

Os nés que representam os depdsitos foram escolhidos de forma similar
ao trabalho de (GLIESCH; RITT; MOREIRA, 2018). Para a escolha do primeiro
depdsito, basta escolher um né de forma aleatdria. Para os demais depdsitos, pri-
meiramente calcula-se a raiz quadrada da quantidade de nds restantes, arredonda
para o menor inteiro maior que o valor calculado, e escolhe essa quantidade de
nods aleatdrios e os armazenam temporariamente como candidatos. Apds isso, para
cada combinagdo possivel de candidato e depésito ja escolhido, calcula-se o ca-
minho minimo. Depois disso, para cada candidato, soma os caminhos minimos
referentes a ele, e o candidato que apesentar a maior soma € escolhido para se tor-
nar um depdsito. Esse processo € entdo repetido até que todos os depdsitos sejam
escolhidos. No total, foram elaborados 320 casos de teste, que podem ser encontra-
dos em (MOREIRA et al., 2023). Para os testes, escolheu-se os seguintes valores
de tolerancias: (71, ) € {(0,1;0,05),(0,1;0,1),(0,2;0,05)}. Tais valores foram
selecionados por indicarem maior variabilidade dos resultados nas instancias tes-
tadas por (GARCIA-AYALA et al., 2016). Outro motivo para a escolha de tais
valores € pela caracteristica de ndo permitirem que o algoritmo proponha respos-

tas que possam apresentar uma grande disparidade nas demandas dos distritos ou
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até mesmo distritos pouco eulerianos, o que causaria um aumento da distancia de
deadhead.

Os testes foram realizados em um computador Intel(R) Core(TM) 17-7700
CPU 3.60GHz e 16GB RAM. Foi utilizada a versao 3.8.10 do Python, e a versdo
10.0.1 do Gurobi Optimizer. Foi estipulado 3.600 segundos como tempo maximo
permitido na execugdo de cada instincia. Na execucio do Gurobi foram utilizadas

8 threads.

3.2 Resultados

O primeiro conjunto de testes considerou 7 =0, 1 e 7, = 0,05. Constatou-
se que em 72.18% (231 instincias), o algoritmo exato encontrou solucdo factivel,
sendo que apenas 12 terminaram a execucdo por ter atingido o limite de tempo.
Em 94,80% das instancias que foi encontrada uma solug¢do factivel, o algoritmo
exato encontrou a solucdo 6tima. Em outras palavras, 68,43% de todas as ins-
tancias executadas apresentaram resultado 6timo. A média de tempo de execucdo
dos casos que terminaram por encontrar solu¢do 6tima foi de 102,91 segundos.
Considerando todos os casos, a média de tempo é de 1.210,54 segundos. O gap
de otimalidade médio do solver para as solucdes factiveis que ndo foram provada
a otimalidade foi de 0,27%. Esse gap representa a diferenca entre o upper bound
e o lower bound da solucio encontrada. Quando esse valor € nulo, o programa
identifica a solucdo encontrada como 6tima, desse modo, valores ndo nulos para
0 gap aparecem em casos onde foi encontrada uma solucao factivel, porém a exe-
cucdo foi terminada por ter atingido o limite de tempo, e portanto, ndo garantiu
ainda a otimalidade da resposta. Em média, 3,97% dos vértices tiveram perda de
paridade, o que respeita a varidvel de tolerancia 7, = 0,05 com um certo grau de
folga. A Tabela 3.2 apresenta detalhes da execucdo desse conjunto de testes. A pri-
meira coluna da tabela indica o mapa original do qual as instancias do grupo foram

baseados, cada grupo representam 20 casos de teste; a segunda coluna representa
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a média do tempo de execucdo (7(s)) juntamente com o desvio padrdo (o(r)); a
terceira coluna contém a média do GAP do solver em porcentagem (GAP(%)) e o
desvio padrio (0(GAP)); em seguida temos a coluna que representa a porcenta-
gem de casos em cada grupo que apresenta resultado factivel; a quinta coluna mos-
tra a porcentagem das execucdes que retornaram respostas 6timas dentro de cada
grupo de instancias; por fim, a dltima coluna apresenta tanto a média da distancia

de deadhead (Deadhead) quanto o desvio pardo dessa distincia (o (Deadhead)).

O segundo conjunto de testes considera os seguintes valores de tolerancia:
71 =0,1e 70 =0,1. Aproximadamente 69% (222 instancias) obtiveram resultado
factivel, sendo que apenas 9 terminaram a execug¢@o por ter atingido o limite de
tempo. Assim, praticamente 96% das solucdes que obtiveram resultado factivel
foram 6timos. Em comparagdo com todas as instancias executadas, em 66.56%
delas foram obtidos resultados 6timos. A média de tempo de execuciao dos casos
que terminaram por encontrar solugdo 6tima foi de 124,91 segundos. Conside-
rando todos os casos, a média de tempo é de 1.290,41 segundos. O gap médio
de otimalidade do solver para solucdes cuja otimalidade foi inconclusiva foi de
0,32%. Em média, 6,11% dos vértices tiveram perda de paridade, o que respeita
a variavel de tolerancia 7, = 0,1 com um certo grau de folga. Abaixo, a tabela 3.3

contém os resultados dos testes.

O terceiro conjunto de testes considerou tolerincias iguais a 7 = 0,2 e
7, = 0,05. Em 76% das instancias, o algoritmo obteve solu¢ao factivel, sendo que
apenas 15 terminaram a execucdo por ter atingido o limite de tempo. Logo, 94%
(242 instancias) que obtiveram resultado factivel foram resolvidas na otimalidade.
Esse valor representa que em 70.93% de todas as instancias executadas o resultado
obtido se encontra na otimalidade. A média de tempo de execucdo para as instan-
cias cuja otimalidade nao fora provada foi de 72,48 segundos. Ao considerar todos
os casos, a média de tempo é de 1.101,06 segundos. J4 o gap de otimalidade mé-

dio do solver foi de 0,21%, considerando as 15 instancias que atingiram o limite
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de tempo sem otimalidade comprovada. Em média, 3,96% dos vértices tiveram
perda de paridade. Segue abaixo a tabela 3.4 contendo mais informacdes sobre a

execucao.

Para resultados mais detalhados dos testes realizados, segue o link: <https:
//github.com/Marcos-Pimentel/TCC>. Nesse repositorio também estido presentes
o cbédigo fonte do algoritmo implementado, o conjunto de instancias utilizados
para os testes, arquivos em formato “.json” retornados pelo GUROBIPY e imagens

dos grafos antes e apds o distritamento.

Os resultados obtidos serviram para mostrar que um valor maior na restri-
¢do 71 pode resultar em uma maior porcentagem de resultados factiveis dentro do
tempo limite estipulado, porém um maior valor em 7, acabou por retornar uma me-
nor quantidade de resultados factiveis. Isso pode ser pelo fato de que a vardvel de
tolerancia 7| estd relacionada a restrigdes mais simples, e portanto da uma maior
liberdade para o solver resolver o modelo, sem acarretar em um maior tempo de
execucdo do solver para encontrar a solucio 6tima. No entanto, para uma andlise
mais aprofundada de o porqué desse comportamento distindo entre afrouxar 7| e
T, seria melhor um outro estudo mais focado nessa questdo. Uma outra anélise
que pode ser feita sobre o algoritmo desenvolvido, é que o aumento na quantidade
de depositos apresenta um impacto negativo maior na quantidade de solucdes facti-
veis encontrada do que o aumento da quantidade de vértices e arestas. Pelo menos
no que diz respeito a execu¢do do modelo com limite de tempo de 1 hora por caso

de teste.

No artigo de (MOREIRA, 2023) hd uma comparagdo entre esse modelo
e a heuristica construtiva de (ESPINDOLA, 2022), nele, conclui-se que a mode-
lagem apresentada neste trabalho retorna resultados melhores, porém a heuristica
apresenta a vantagem de retornar resultado factivel para casos de teste maiores,
enquanto que em muitos casos este trabalho ndo consegue resultado antes de atin-

gir o limite de tempo de 1 hora. Desse modo, a heuristica se sobressai em casos


https://github.com/Marcos-Pimentel/TCC
https://github.com/Marcos-Pimentel/TCC
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com grafos maiores de entrada, com casos contendo uma quantidade significativa
de depésitos (5 ou mais), ou com menor tempo de execugdo disponivel para o

algoritmo.
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Tabela 3.3 — Resultados computacionais para 7y = 0,1 e 7, =0, 1.

Grupo de Instincias i(s)xo(t) GAP(%) + 6(GAP) | Factivel(%) | Otima(%) | Deadhead + c(Deadhead)
Lpr-a-01-2C 0.0£0.0 0.0£0.0 100 100 895.4 + 176.1
Lpr-a-01-3C 0.2+£0.1 0.0£0.0 100 100 809.6 £ 160.9
Lpr-a-02-2C 0.1 £0.0 0.0£0.0 100 100 2916.6 4+ 493.6
Lpr-a-03-2C 0.2+£0.1 0.0£0.0 100 100 10276.7 + 2016.2
Lpr-a-03-3C 365.7 + 799.6 0.0£0.0 95 90 10118.9 & 2204.6
Lpr-a-03-4C 1202.3 £ 1190.6 0.0£0.0 80 70 10528.4 + 2175.3
Lpr-a-03-5C 3135.1 £ 1032.9 0.2+0.0 35 20 12134.9 4+ 2559.2
Lpr-a-04-4C 2069.5 £ 1320.5 0.0£0.0 55 50 15429.7 + 3372.0
Lpr-a-04-5C 3077.5 £1147.2 0.0+0.0 15 15 13666.7 £ 415.2
Lpr-a-05-4C 2440.8 £ 1207.8 0.0£0.0 45 45 31225.4 £+ 8278.4
Lpr-b-01-2C 0.1 £0.0 0.0+0.0 100 100 1093.2 £+ 232.1
Lpr-b-01-3C 0.1+£0.1 0.0£0.0 100 100 1046.3 £ 225.5
Lpr-b-02-2C 0.1£0.1 0.0£0.0 100 100 2967.4 £551.5
Lpr-b-03-4C 1961.3 £ 1255.8 0.0£0.0 50 50 11358.9 + 1995.1
Lpr-b-04-4C 2793.7 £ 1262.6 0.1£0.0 35 25 18424.3 4 2264.3
Lpr-b-05-6C 3600.0 = 0.0 Inf & Inf 0 0 Inf & Inf
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4 CONCLUSAO

Este estudo considera o problema de particionamento de arestas em distri-
tos Eulerianos, introduzido na literatura por Garcia-Ayala et al. (2016). As aplica-
coes préaticas deste problemas sdo diversas, como na entrega de correspondéncias
ou até mesmo na coleta de lixo, aplicagdes essas que mostram a utilidade da di-
visdo de uma regido em distritos para que esses servicos possam ser melhor pla-
nejados e até mesmo simultaneamente executados. Nesse sentido, este trabalho
contribui para o estudo deste problema ao aprofundar na abordagem que se preo-
cupa em formar distritos Eulerianos e utilizar-se de ferramentas disponibilizadas
por um software comercial para deixar mais eficiente a resolucao desse problema
via algoritmo de Branch and Bound.

O uso da funcionalidade do callback, fornecida pela biblioteca GURO-
BIPY, permite que durante a execu¢do da modelagem novas restricdes sejam adi-
cionadas a formulacio baseadas em solucdes encontradas, a fim de aproximar-se
da solucdo 6tima do problema. A execugdo da bateria de testes permite também
uma maior compreensao da eficiéncia da modelagem apresentada, assim como do
algoritmo implementado. O algoritmo mostrou-se eficiente, resolvendo a maioria
dos casos de teste em um intervalo de tempo relativamente pequeno.

Trabalhos futuros relacionados a este problema podem aproveitar dos tes-
tes realizados e verificar como que um maior intervalo de tempo para a execugio
de cada caso influencia a quantidade de respostas factiveis. Outra abordagem pode
levar em conta uma modelagem alternativa do problema, encontrando um método
mais eficiente de criar restricdes para garantir a continuidade dos distritos, sem
demandar um incremento exponencial no tempo de execucdo. Por fim, casos de
testes mais variados podem ajudar numa compreensido melhor a respeito de quais
situagdes o algoritmo apresenta um resultado melhor, e quais seria necessario bus-

car uma modelagem alternativa.
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