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RESUMO

Este trabalho apresenta o estudo de modelagem de uma estrutura multi-pavimentos esbelta,
composta por pavimentos rigidos conectados por colunas flexiveis, que sdo barras roscadas de
aco zincado. A identificagcdo do médulo de elasticidade do material das colunas foi feita a partir
de uma norma ASTM E1876-09 e o diametro util das colunas foi ajustado via andlise modal
experimental, pela comparagdo das frequéncias naturais tedricas com as experimentais. Um mo-
delo analitico considerando a massa das colunas foi proposto e validado através da comparagao
do modelo de resposta analitico e experimental. Os resultados encontrados apontam que quando
a massa das colunas ndo € desprezivel em relacdo a massa dos pavimentos, estas devem ser
consideradas na modelagem. Inserindo as massas das colunas no modelo, o erro encontrado em
comparacao analitica-experimental foi reduzido quando comparado aos resultados encontrados
no modelo de parametro concentrados usualmente encontrado na literatura, que desconsidera
a massa das colunas. Tendo em vista a necessidade de compreender o impacto qualitativo e
quantitativo da variacao das caracteristicas geométricas e de material no comportamento dina-
mico da estrutura, é apresentado o estudo da sensibilidade paramétrica do modelo proposto.
Sdo analisadas variacdes nas frequéncias naturais de translacdo e tor¢do e a sensibilidade destas
devido a variacdo do comprimento entre pavimentos, didametro das colunas, massa dos pavi-
mentos, massa das colunas e posicionamento das colunas em relagio ao centro dos pavimentos,
variando cada parametro individualmente de forma percentual em relagdo ao modelo original e
mantendo os demais parametros constantes. Os resultados da anélise de sensibilidade apontam
ser possivel alterar a ordem em que as frequéncias de tor¢do ocorrem em relagdo as de transla-
cdo, mantendo estas inalteradas, apenas variando a configuracdo geométrica do posicionamento
das colunas nos pavimentos.

Palavras-chave: Identificacdo paramétrica. Modelo de parametros concentrados. Sensi-

bilidade de autovalor. Fun¢do de resposta em frequéncia. Método de elementos finitos.



ABSTRACT

This work presents the modeling study of a slender multi-story structure, composed of rigid
floors connected by flexible columns, which are threaded bars of galvanized steel. The identi-
fication of the Young’s modulus of the columns was made from an ASTM E1876-09 standard
and the equivalent diameter of the columns was adjusted by experimental modal analysis, by
comparing the theoretical natural frequencies with the experimental ones. An analytical model
considering the mass of the columns was proposed and validated by comparing the analytical
and experimental frequency response models. The results found indicate that when the mass
of the columns is not negligible compared to the mass of the floors, these must be considered
in the modeling. By inserting the masses of the columns in the model, the error found in the
analytical-experimental comparison was reduced when compared to the results found in the
lumped parameter model usually found in the literature, which disregards the mass of the co-
lumns. Bearing in mind the need to understand the qualitative and quantitative impact of the
variation of geometric and material characteristics on the dynamic behavior of the structure, a
parametric sensitivity study of the proposed model is presented. Variations in the natural fre-
quencies of translation and torsion and their sensitivity due to the variation in length between
floors, diameter of the columns, mass of the floors, mass of the columns and positioning of the
columns in relation to the center of the floors are analyzed, varying each parameter individually
in a way percentage in relation to the original model and keeping the other parameters constant.
The results of the sensitivity analysis indicate that it is possible to change the order in which the
torsion frequencies occur in relation to the translational ones, keeping these unchanged, just by
varying the geometric configuration of the positioning of the columns on the floors.

Keyword: Parametric identification. Lumped parameters mmodeling. Eigenvalue sensiti-

vity. Frequency response function. Finite element method.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho trata da modelagem de um sistema estrutural de multi-pavimentos em ter-
mos tedricos e experimentais, considerando a identificacdo dos pardmetros de uma bancada de
ensaios que foi projetada e construida e também a anélise de sensibilidade dos diversos parame-
tros que a constituem. Estes estudos fornecem os subsidios necessarios para se fazer diversos

estudos mais avangados, tais como model updating e modificacdo/otimizagdo estrutural.

Estruturas flexiveis de miultiplos pavimentos, que podem ser simplificadas a elementos
discretos de massa, rigidez e amortecimento, sdo encontradas nas mais diversas aplicacoes de
engenharia, desde a inddstria automobilistica até a aerondutica. Técnicas de model updating
podem ser empregadas para auxiliar a identificar parametros desconhecidos, porém, a aplica-
cdo desta técnica sO € possivel com um modelo analitico representativo e bem definido para a
estrutura, em termos de massa, rigidez e amortecimento (Tang et al., 2008). Tabeshpour e No-
orifard (2020) realizaram um estudo paramétrico da dinamica torcional de um modelo analitico
representativo de diversas estruturas, dentre elas, estruturas flutuantes, automoveis e estrutu-
ras de multiplos pavimentos, que podem ser representadas por elementos de massa e rigidez,
investigando condig¢des fisicas que facam com que a primeira ou segunda frequéncia natural
seja torcional. Zalka (2013) estudou o comportamento torcional de um modelo de um prédio de
multiplos pavimentos sob carga horizontal, considerando o estudo uma ferramenta que auxilia
o projetista a compreender estruturas complexas, e o habilita a tomar decisdes e redimensionar

os parametros do sistema para encontrar a melhor configuracgao.

Compreender o impacto da variagdo dos parametros de um sistema dindmico nas pro-
priedades modais é fundamental quando se deseja atualizar o modelo que descreve seu com-
portamento dindmico (model updating), em fungdo das incertezas relacionadas aos valores dos
pardmetros, para obter uma melhor correlagio do modelo ao comportamento real. E possivel
que exista mais de uma solugao satisfatéria para a combinacao dos parametros atualizados, nes-
tes casos € necessdrio recorrer a experiéncia e conhecimento do analista para que a configuragao
que melhor representa o comportamento real do sistema seja adotada (Zarate e Caicedo, 2008).
As andlises de sensibilidade paramétrica sao de importancia fundamental quando se deseja com-
preender o comportamento dindmico de estruturas, e o impacto da alteracdao de parametros na
fase de projeto, ou devido a variagdo do sistema em um longo periodo de tempo pelo desgaste.
O estudo da influéncia dos parametros do sistema é de extrema importancia quando se deseja
conhecer a configuracio 6tima por exemplo a configuracao de maior rigidez (Younggang et al.,
2013), para o controle ativo de edificios, torres e outras estruturas de engenharia para mitiga-
cdo de vibragdes, sendo necessario identificar os pardmetros e comportamento dindmico das

mesmas com modelos analiticos adequados (Gangm et al., 2005).

Wang et al. (2021) fizeram um controle de vibragdo induzida por vento e otimiza-



cdo paramétrica de edificios arranha-céus conectados por um TLCDI (tuned liquid-column-
damper—inerter). A modelagem foi feita através do método de espago de estado aliado a anélise
modal para obtencao do modelo de resposta, metodologia esta que € vantajosa em problemas
em que nao ha ortogonalidade dos modos de vibrar. Gangm et al. (2005) realizaram a modela-
gem de uma estrutura de engenharia civil ativamente controlada através do modelo de espaco de
estado, com utilizacdo em sistemas de entrada e saida, capaz de encontrar os zeros fixos e inte-
racdo da estrutura de controle pela derivagao do modelo. Com o modelo definido, uma aplicacao

de algoritmo de otimizagdo foi utilizada para definir os valores de parametros desconhecidos.

Andlises de sensibilidade das frequéncias naturais e modos de vibrar aos parametros do
sistema carregam informagdes importantes para garantir que as frequéncias de ressonincia es-
tejam fora das velocidades de operacdo, contribuindo para otimizac¢do do design de estruturas
(Lin e Parker, 1999), além de diversas outras aplicacdes de engenharia. Zhu et al. (2018) apli-
caram a andlise de sensibilidade modal para modificar as frequéncias naturais de um sistema
automotivo de acionamento por correia, para adaptd-las a sua condi¢do de funcionamento. O
problema de autovalor inverso foi utilizado para determinar as mudangas nos parametros do
sistema para atingir a variacao necessdria na frequéncia natural em relagdo a configuracio de
projeto original. Tatar et al. (2023) estudaram a sensibilidade das frequéncias naturais € modos
de vibrar em um sistema de engrenagem planetaria devido a variacio de parametros de design
que afetam a massa e a rigidez, analisando a sensibilidade de modos torcionais e laterais e iden-
tificando de forma numérica a quais parametros estes e aqueles sdo mais sensiveis a variacoes.
Utilizar a sensibilidade das frequéncias naturais para obter a melhor configuracdo de projeto
se torna vantajoso por, muitas vezes, prover uma diretriz de projeto para projetistas em relacao
aos métodos convencionais, que sdo por vezes demorados e de custo elevado, por requererem
experiéncia e diversas iteragdes (Zhu et al., 2018). Yin et al. (2021) calcularam as expressoes
das sensibilidades das frequéncias naturais de forma analitica utilizando equagdes diferenciais
parciais em relacao a cada parametro de interesse, como comprimento do cabo de aco, massa do
contrapeso e a distancia excéntrica do contrapeso de um amortecedor de vibragao tipo Stock-
bridge. Zhang et al. (2021) analisaram a sensibilidade da frequéncia natural de uma plataforma
Stewart Eletrohidraulica em fun¢do da variacdo de parametros de massa e rigidez, a partir da
equacao caracteristica. Gola et al. (2000) aplicaram uma abordagem baseada em sensibilidade
para a atualizacdo de um modelo dindmico, ressaltando a demanda emergente desde a época de
criar modelos numéricos discretos representativos, que podem ser obtidos incluindo anélises de

sensibilidade modal.

Tendo em vista a necessidade de uma modelagem representativa do sistema fisico para o
controle de estruturas, o presente trabalho tem como objetivo construir e validar o modelo ana-
litico de uma estrutura multi-pavimentos flexivel utilizando uma bancada experimental. Para a

construcdo do modelo analitico da estrutura proposta neste trabalho, foi necessario identificar



os parametros desconhecidos do sistema, bem como médulo de elasticidade e diametro ttil das
colunas que contribuem para a dindmica da estrutura. O sistema continuo foi discretizado pelo
método de parametros concentrados em termos de elementos de massa e rigidez. A validagcdo
do modelo analitico foi realizada por meio da comparagao das FRF’s analiticas e experimentais
em termos dos erros relativos entre as frequéncias naturais, avaliando o impacto da inclusio da
massa das colunas na formulacio. Tendo em vista a importancia da compreensdo do comporta-
mento dinamico de estruturas de multiplos pavimentos e a necessidade de construir e consolidar
o conhecimento do comportamento dindmico destas, as variacdes quantitativas nas frequéncias
naturais dos modelos tedricos foram analisadas em termos de variacdo dos pardmetros geomé-
tricos e de material das colunas e dos pavimentos, incluindo variagdes na massa, configuragao
geométrica e dimensdes das colunas que conectam os pavimentos em uma andlise de sensibi-
lidade paramétrica modal das frequéncias naturais. Apesar dos resultados apresentados serem
quantitativos € possivel aplicar os resultados qualitativos a estruturas multipavimentos similares
(Tatar et al., 2023).

A execucgdo deste trabalho se iniciou com o objetivo de aplicar o modelo simplificado
encontrado na literatura que serd apresentado para a descri¢do do comportamento dinamico da
estrutura apresentada no capitulo Materiais e Métodos. Para tal foi necessario identificar e ve-
rificar o valor do médulo de elasticidade do material que constitui as colunas e a investigacao
do diametro a ser utilizado nas etapas de desenvolvimento do projeto. Apds a determinagdo
do mddulo de elasticidade e do didmetro, o0 modelo simplificado foi utilizado e apresentou di-
vergéncias significativas em relacdo as frequéncias naturais identificadas experimentalmente.
Como tentativa de ajustar o modelo, foi feita a identificagdo analitica do didmetro das colunas
que faria com que a resposta analitica fosse condizente com a real, este didmetro foi realimen-
tado no modelo simplificado para um tnico grau de liberdade, apresentado bons resultados,
porém, quando o mesmo valor numérico de identificado de didmetro identificpara o didme-
tro € inserido no modrelo simplificado com multiplos graus de liberdade as divergéncias foram
novamente evidentes. Assim sendo, concluiu-se que, como nao foi possivel encontrar uma com-
binacdo de mddulo de elasticidade e didmetro que conseguisse satisfazer a dinamica da bancada
testada e o teste ASTM utilizado para identificar o médulo de elasticidade, o modelo analitico
simplificado ndo era capaz de descrever efetivamente a estrutura multipavimentos de interesse.
Como proposta para solucionar a divergéncia observada foi proposto um novo modelo analitico
que considera a massa das colunas em sua formulagdo, modelo que foi testado experimental-
mente em termos da resposta translacional e torcional para um e multiplos graus de liberdade,
comprovando que com o modelo proposto € possivel descrever a dindmica da bancada com
um conjunto de dados de médulo de elasticidade e didmetro das colunas, modelo este que é
confidvel e retorna resultados coerentes independente do nimero de graus de liberdade, com os

mesmos dados numéricos.



Como tentativa de ajustar o modelo, foi feita a identificacdo analitica do diametro das
colunas que faria com que a resposta analitica fosse condizente com a real, este didmetro foi
realimentado no modelo simplificado para um tnico grau de liberdade, apresentado bons re-
sultados, porém, quando o mesmo valor numérico de diametro identificado analiticamente para
um grau de liberdade € inserido no modelo simplificado com multiplos graus de liberdade, as
divergéncias foram novamente evidentes. Assim sendo, concluiu-se que, como ndo foi possivel
encontrar uma combina¢do de médulo de elasticidade e diametro que conseguisse satisfazer a
dindmica da bancada testada e o teste ASTM utilizado para identificar o médulo de elasticidade,
o modelo analitico simplificado ndo era capaz de descrever efetivamente a estrutura multipavi-
mentos de interesse. Como proposta para solucionar a divergéncia observada, foi proposto um
novo modelo analitico que considera a massa das colunas em sua formulaciao, modelo que foi
testado experimentalmente em termos da resposta translacional e torcional para um e multiplos
graus de liberdade, comprovando que com o modelo proposto € possivel descrever a dinamica
da bancada com um conjunto de dados de médulo de elasticidade e diametro das colunas, mo-
delo este que € confidvel e retorna resultados coerentes independente do nimero de graus de

liberdade, com os mesmos dados numéricos.

Este trabalho contempla as etapas de identifica¢do da ineficacia do modelo simplificado,
tentativa de ajuste dos pardmetros do sistema para satisfazer a dindmica identificada experimen-
talmente com o modelo simplificado, proposta de um novo modelo que considera a massa das
colunas, validacdo experimental do novo modelo e andlise de sensibilidade paramétrica deste
de forma em que as etapas necessdrias para atingir os resultados finais sdo apresentadas line-
armente dentro de Materiais e Métodos. De forma similar, os resultados encontrados em cada
etapa desde a identificac@o das divergéncias do modelo até os resultados da analise de sensibili-
dade paramétrica sdo apresentadas de forma linear dentro de Resultados e Discussdes, fazendo
com que a linearidade da execuc¢do do trabalho pode ser identificada dentro de cada capitulo,

mas nao como uma leitura linear do trabalho como um todo.

2  MATERIAIS E METODOS

A estrutura apresentada neste trabalho pode ser ajustada de acordo com os sete pavimen-
tos retangulares rigidos de madeira MDF disponiveis, possibilitando diversas configuracdes da
bancada analisada, uma delas representada na Figura 2.1. Em todas as configuracdes abordadas,
os pavimentos foram posicionados em ordem crescente, quanto ao indice numérico, da base até
o topo da estrutura. A base é composta do mesmo material dos pavimentos com dimensdes mai-
ores, com finalidade de simular um corpo fixo (condi¢@o de contorno de engaste), e é sustentada

por quatro suportes de borracha (vibrastop), visando isolar a bancada do ambiente de teste.



Figura 2.1 — Bancada multipavimentos.

e
Fonte: Dos autores (2023).

A conexao dos pavimentos € feita através de quatro colunas de aco zincado do tipo barra
roscada M5 de passo 0,80 mm, com rosca externa ao longo do seu comprimento. Os pavimentos
sdo fixados as colunas por um conjunto de duas porcas e duas arruelas M5 em cada furo como
mostrados na Figura 2.2, permitindo ajustar milimetricamente a distancia entre os pavimentos

e fixa-los nas colunas, restringindo a movimentagao vertical e angular dos mesmos.

Figura 2.2 — Fixacdo e montagem dos pavimentos.

(a) Fixacdo. (b) Vista superior
de um pavimento.
Fonte: Dos autores (2023).

As propriedades fisicas dos componentes da bancada foram medidas com auxilio de uma
balanca de precisdo para componente de massa inferior a 220 g, uma balanca comercial, um
paquimetro para dimensdes inferiores a 150 mm e uma trena de trés metros. Os valores de des-
vio indicados na Tabela 2.1 foram calculados como sendo a menor medida para instrumentos
digitais (medicdes de massa) e metade da menor medida para instrumentos analégicos (compri-
mentos). As propriedades destes componentes sdo apresentadas em termos de massa e caracte-

risticas geométricas na Tabela 2.1.



Tabela 2.1 — Caracteristicas geométricas e de massa da estrutura fisica.

Parametro Variavel Valor numérico
Massa do pavimento 1 (g) mq 652 + 1
Massa do pavimento 2 (g) Mo 663 £ 1
Massa do pavimento 3 (g) ms 666 £+ 1
Massa do pavimento 4 (g) my 665 + 1
Massa do pavimento 5 (g) ms 657 £1
Massa do pavimento 6 (g) mg 657 + 1
Massa do pavimento 7 (g) my 653 + 1
Massa de um conjunto de porca e arruela (g) my 2,4807 £+ 0,0001
Massa do acelerdometro (g) My 5,6090 + 0,0001
Massa total da barra roscada longa (g) My 117,96 £ 0,01
Massa total da barra roscada curta (g) Mpe 77,10 £ 0,01
Comprimento do pavimento (m) { 0,2500 = 0,0005
Largura do pavimento (m) b 0,2000 =+ 0,0005
Espessura do pavimento (m) t 0,018700 + 0,000025
Comprimento da barra roscada longa (m) L 0,9950 + 0,0005

Fonte: Dos autores (2023).

2.1 Identificacao do mddulo de elasticidade

O moédulo de elasticidade de um material pode ser obtido através de um método de teste
padrdo, seguindo a metodologia abordada pela American Society for Testing and Materials
(ASTM). O teste utilizado neste trabalho é o E1876-09, que aborda a determinacdo do mé-
dulo de elasticidade do material a partir de excitacdo de impulsos de vibracao, sendo necessario
conhecer a geometria do componente analisado e realizar um teste modal seguindo as normas

impostas pelo documento guia ASTM (2011).

O teste em questdo ndo contempla geometrias complexas como a de uma barra roscada,
em contrapartida, hd a especificacdo do procedimento para barras cilindricas. Tendo em vista
a indisponibilidade de normalizacdo especifica para o caso abordado, a norma para o caso de

geometria invariante foi utilizada considerando as seguintes hip6teses:

1. A barra roscada serd considerada uma barra lisa (de drea da secdo transversal constante);

2. A barra utilizada para o teste € a barra roscada longa;

3. O diametro utilizado para os cédlculos serd o didmetro nominal da barra com rosca externa
padrdao M5 - 0.,8;

4. Um aumento maximo de 5% no didmetro utilizado para os cdlculos da norma serd permi-

tido, devido a imprecisdo obtida por consequéncia da hipétese 1.



O teste € composto por duas etapas que descrevem o fator de correcdo e o médulo de
elasticidade. As equagdes a serem utilizadas no teste dependem do tipo de componente, sendo
que, para ser utilizada a formulagdo para uma barra lisa, 0 mesmo deve atender a relacao entre

comprimento apresentada na Equacgdo 2.1.

> 20 2.1)

alt~

Considerando o caso de maior didmetro possivel com o fator de corre¢do de 5%, a condi-
cdo da Equacao 2.1 é satisfeita, portanto o fator de corre¢dao para o modo de flexdao fundamental

(T7) é calculado em razdo do didmetro e comprimento do componente.

d 2
T/ = 1,000 + 4,939 (Z) (2.2)

Para determinacdo do médulo de elasticidade (E) € utilizada a Equacgao 2.3.

3

L
E = 1,6067 (¥> (mu f7)T] (2.3)

onde fy € a frequéncia fundamental de flexdo da barra em Hz.

A frequéncia fundamental de flexdo obtida seguindo a metodologia do teste ASTM foi
de 17 Hz, e a funcdo de resposta em frequéncia (FRF) experimental da qual foi identificada a
frequéncia experimental € apresentada na Figura 2.3. A barra de aco zincado € obtida a partir do
processo de galvanizagdo por zinco do ago carbono, resultando em um médulo de elasticidade
variando entre 200 a 210 GPa, sendo necessério um ajuste gradativo de 1% do didmetro interno
maximo até que o médulo de elasticidade esteja no intervalo estabelecido. Apds um aumento
de 2%, o médulo de elasticidade resultante foi de, aproximadamente, 205 GPa, como resultado

da utilizacao de diametro equivalente a 4,0749 mm.

Figura 2.3 — Inertancia obtida pelo teste ASTM.

Acelerancia
T T T

L(F)l (m/s?/N)

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Frequéncia (Hz)

Fonte: Dos autores (2023).




Com a obtencao do mddulo de elasticidade, foi construido um modelo analitico que des-
creve a barra roscada através do método de elementos finitos (FEM), a fim de validar o valor
obtido a partir do teste ASTM com um didmetro que descreva o comportamento dinamico real
das colunas, em termos de suas frequéncias naturais. Para isso as hipéteses para a discretizacao

da barra roscada pelo método de elementos finitos sdo:

1. O médulo de elasticidade obtido pelo teste ASTM serd mantido;

2. O diametro serd recalculado, respeitando as condi¢des das hipéteses 2 e 3, levantadas para
o teste ASTM;

3. O componente tem amortecimento histerético, pois deve-se majoritariamente aos efeitos
de histereses no material que constitui os elementos do sistema;

4. A densidade (p) do componente ndo precisa ser igual ao encontrado na literatura, devido

a desconsideracdo da variagio na drea da se¢do transversal, descrita na hip6tese 1 do teste
ASTM.

O componente foi discretizado em elementos de viga de mesma dimensao ao longo do
seu comprimento, onde é possivel determinar o nimero de nds resultantes dessa discretizagao
pela Equacdo 2.4, determinando o nimero de elementos desejados e, posteriormente, 0 nimero
de graus de liberdade (GDL) pela Equagao 2.5.

Nnés = Nelementos +1 (24)
Nepr =2+ Npgs (2.5)

A discretizagdo da barra roscada foi feita assumindo vinte elementos igualmente espaca-
dos ao longo do seu comprimento, resultando em 21 nds e 42 graus de liberdade. Para que a
FRF do modelo analitico fosse comparada com a do experimental, foi assumido 0 mesmo ponto
de input e output (excitagdo e medicdo de resposta), onde k£ = j = 21, localizado no centro da

barra roscada.

As matrizes de massa elementar e rigidez elementar para elementos de viga uniformes
foram utilizadas para construir as matrizes de massa e rigidez global do sistema, de dimensdo

GDL x GDL (Rao, 2010). A matriz de massa elementar € descrita na Equacao 2.6:

156 220 54 —13L
AL | 220 41 13L 3L

m¢] = 22 (2.6)
420 | 54 13L 156 —22L

—13L —3L* —22L 4L?

onde [ € o comprimento do elemento de viga e A é a area transversal do elemento de viga. Com

a razdo entre drea transversal e densidade mostradas na Equacdo 2.7, visto que a densidade ndo



€ conhecida, devido as incertezas e geometria varidvel, a mesma foi calculada a partir da massa

equivalente do conjunto e do volume:

nd®  4dme,
4 thﬂ'd2

(2.7)

onde m., € a massa do conjunto apresentada na Equagao 2.8, 1m;; a massa da barra longa e m,
a massa do acelerometro.

Meq = My + my (28)

Em relacdo a matriz de rigidez elementar, ela é funcdo das propriedades do material e

caracteristicas geométricas do componente, e € apresentada na Equagao 2.9:

12 6L —12 6L

EI | 6L 4L? —6L 2L?
K = — 2.9
[K°] L3 |—-12 —6L 12 —6L 29)

6L 2L* —6L 4L?
onde [ € a inércia da drea de cada elemento, descrita pela Equagao 2.10

wd*

I="—
64

(2.10)

A equacao de movimento pode ser descrita utilizando a formulagdo da Equagdo 2.11, em
que [M], [K] e {X} sdo a matriz de massa, rigidez e vetor de coordenadas generalizadas das

massas discretas, respectivamente (Ewins, 2000).

[M]v X} + [K] v {X} = {F} 2.11)

Avaliando apenas a solugdo particular e desprezando a transiente da Equacao 2.11, assu-
mindo que ocorre apenas vibracgao livre, a solucio geral € dada pela resolu¢do da Equagdo 2.12,

em que w € a frequéncia natural.

(—w*[M] v + [K] v {X }e™" = {0} (2.12)

Para que a solucdo trivial da Equagio 2.12 tenha termo de X ndo nulo, chega-se i equagio

caracteristica do sistema apresentada na Equacdo 2.13 (Maia e Silva, 1997).

det [—w’[M] vy + [K]vw] =0 (2.13)

A solucdo do sistema de amortecimento histerético resulta em uma solugdo de /V autova-
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lores complexos \? e N autovetores iguais aos encontrados em casos sem amortecimento (Maia
e Silva, 1997). Tendo em vista esse comportamento, o amortecimento serd desconsiderado para
comparar um caso analitico sem amortecimento com o experimental, em termos apenas das

frequéncias naturais.

A Equagio 2.13 gera N possiveis solugdes reais w?,w3,....w3,, conhecidas como auto-
valores, que sido o quadrado das frequéncias naturais do sistema sem amortecimento, que se
substituidas na Equac@o 2.12, resultam nos autovetores do sistema {1 },{¥s},....{ ¥y} (Maia
e Silva, 1997). Os autovetores e autovalores sdo utilizados para construir o modelo de resposta,
ou func¢do de resposta em frequéncia (FRF) de receptancia, que descreve a relagcdo entre a res-
posta de deslocamento na coordenada j devido a uma for¢a de excitagdo aplicada a um sistema
na coordenada £, que pode ser calculada pelo método de expansao modal descrito na Equa-

cdo 2.14 a seguir:
N
ap(w) = Oinrr_ (2.14)

onde ¢;, € ¢y, correspondem aos autovalores, normalizados pela matriz de massa, do ponto jy,

de respostas e do ponto k;;, de excitacdo do modo r do sistema.

A FRF obtida experimentalmente neste trabalho € a de acelerincia, ou inertincia, que
relaciona resposta de aceleracdo em fun¢do da forga excitadora. Como a receptancia relaciona
o deslocamento e a acelerancia a aceleracdo, a inertancia do modelo analitico pode ser obtida

pela segunda derivada da Equacgdo 2.14 (Ewins, 2000).

Iip(w) = —w?aji(w) (2.15)

A partir da comparacdo numérico-experimental em termos das frequéncias naturais, foi
feito o reajuste do didmetro util real, resultando em um valor de 3,995 mm. Este diametro
representa o valor numérico necessdrio para que o modelo FEM retorne uma resposta modal
equivalente a encontrada experimentalmente da barra isoladamente. Este valor comprova que
ha uma configuracdo de didmetro que satisfaz as limitacdes geométricas da barra roscada (entre
diametro interno e externo, indicados por fabricante), sem alteracdo do mddulo de elasticidade
que satisfaz a norma ASTM utilizada anteriormente. Para comprovar a necessidade do ajuste do
diametro, a FRF resultante quando o didmetro utilizado para encontrar o médulo de elasticidade
¢ adotado € mostrado na Figura 2.4a e a depois do ajuste do didmetro via elementos finitos pode

ser vista na Figura 2.4b.
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Figura 2.4 — Comparac¢do das FRF’s obtidas pelo modelo FEM e experimental.
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(a) Modelo com diametro sem alteracao.
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(b) Modelo com didmetro atualizado.
Fonte: Dos autores (2023).

2.2  Modelo simplificado de um grau de liberdade

O modelo de pardmetros concentrados concentra a massa distribuida de um sistema conti-
nuo em um ndmero finito de massas concentradas, conecta os elementos inerciais com elemen-
tos de rigidez e amortecimento desprovidos de massa (Rao, 2008). A aplicacdo mais simples
deste tipo de modelo, que descreve uma estrutura de um pavimento e, de forma andloga de
multiplos pavimentos, é descrita em termos da massa do pavimento e da rigidez das colunas,
desprezando a massa destas. A partir deste método de parametros concentrados foi construido
o modelo analitico simplificado para o caso estudado, com o objetivo de analisar a correlagcdo
tedrico-experimental das frequéncias naturais considerando um modelo simplificado de 1 grau
de liberdade. Para a aplicagdo do método, foram levantadas hipdteses iniciais para o modelo

analitico de parametros concentrados para um grau de liberdade:

1. O médulo de elasticidade e inércia da coluna sdo constantes ao longo do seu compri-
mento;

2. O comprimento utilizado para cdlculo de rigidez das colunas € dado pela distancia entre

as faces dos pavimentos;
3. A massa da coluna é desprezivel,;

4. A mola equivalente possui comportamento linear;
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5. A massa equivalente do pavimento 7 é composta pela massa do pavimento, massa dos
elementos de fixagdo (porcas e arruelas) e massa do acelerdmetro que estd fixado ao

mesmo;

6. O pavimento tem movimentacao translacional horizontal paralela ao suporte.

7. Nao ha variagdes na energia potencial gravitacional;

As equagdes de movimento foram obtidas através da aplicacdo da formulacdo de La-
grange, que tem como base a energia do sistema, em termos de energia cinética e potencial
(Rao, 2008). A energia cinética do sistema para um grau de liberdade € representada na Equa-
cdo 2.16:

L
T = §m7,x§ (2.16)
onde z7 € o deslocamento translacional medido em relagdo a configuracio de equilibrio estatico
e @7 a velocidade do pavimento de nimero 7 e m/ pode ser calculado pela Equacdo 2.17,
considerando que h4 oito conjuntos de arruela e porca e o acelerometro conectado ao pavimento
7.

my = my + 8my +my 2.17)

A energia potencial do sistema pode ser vista na na Equacao 2.18:

1
V= §keqx$ (2.18)

onde a rigidez de k., foi determinada seguindo a hipdtese 5 desta segdo, representada pela
Equacio 2.19, considerando que as colunas tem o mesmo comprimento, sdo espacadas uma em
relacdo a outra e as extremidades das colunas estdo conectadas a dois planos que sdo sempre
paralelos (Blevins, 2001). Considerando que elementos de rigidez em paralelo possuem uma
rigidez equivalente do somatério da rigidez de cada elemento, no caso de um sistema com
quatro elementos, a rigidez sera quatro vezes a de um elemento, sendo /57 0 comprimento entre

o pavimento 7 e a base e a barra utilizada neste modelo € a barra longa.

4-12E1

(2.19)
lO?

€q

A equacdo de movimento obtida via abordagem Lagrangiana é descrita pela Equa-

¢do 2.20, onde € necessario aplicar as Equagdo 2.16 e 2.18 para a sua solu¢do (Rao, 2008).

d (0T oT ov
G (5) - (5o)+ (50) =0 2.20)

Aplicando as Equagdes 2.18 e 2.16 na Equacdo 2.20 é encontrada a equacdo de movi-
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mento para este modelo considerando que nao ha forcas externas aplicadas:
mry ".257 + keq T7 = 0 (221)

O modelo analitico simplificado da bancada com um grau de liberdade foi construido a partir
das hipdteses levantadas nesta se¢do, com o médulo de elasticidade e didmetro ttil adquiridos
através do teste ASTM e reajuste pelo FEM da barra roscada, respectivamente. As FRF’s de

acelerancia, obtidas de forma analitica e experimental, podem ser vistas na Figura 2.5.

Figura 2.5 — Comparacdo analitica-experimental para o modelo simplificado.
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Fonte: Dos autores (2023).

Este modelo apresentou um erro na frequéncia natural de 16% entre a frequéncia natural
de translagdo analitica e experimental, sendo que a obtida de forma analitica foi de 2,32 Hz e
a experimental 2,00 Hz. Como o intervalo de aquisicdo de dados na frequéncia foi 0,25 Hz, o
erro obtido durante aquisi¢ao foi de no maximo 0,125 Hz, assim sendo, a frequéncia analitica
ainda estaria fora do intervalo aceitdvel para o valor exato da frequéncia natural experimental.
Como o erro da frequéncia modal foi maior que 10%, ap6s pesquisa na bibliografia disponivel,
encontrou-se o valor esperado da frequéncia natural tedrica que, de acordo Blevins (2001),
deveria ser de 2,3235 Hz:

1/2
P ( SEL ) (222)

™ m7l87
,confirmando que ndo houve erro de modelagem analitica. Com a concordancia do método
tedrico e analitico, a autenticidade dos resultados experimentais foi questionada, o que se fez
necessdrio refazer o teste modal com um maior tempo para aquisi¢do de dados, com designio
de uma maior precisdo da frequéncia natural experimental, resultando no valor de 1.984 Hz
e confirmando que a modelagem analitica simplificada e o resultado tedrico esperado nao se
aplicam a configuracdo estudada. Em uma tentativa de ajustar os parametros para satisfazer o
comportamento experimental, foi recalculado analiticamente o didmetro necessario para atin-
gir a frequéncia natural experimental identificada. Realimentando o modelo simplificado de um
grau de liberdade com este valor, como esperado, a correspondéncia foi atingida, porém quando

os mesmos valores de entrada numérica, utilizados para o modelo simplificado de um grau de
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liberdade, foram utilizados no modelo simplificado para quatro graus de liberdade, novas diver-
géncias foram encontradas, resultando em um erro relativo significativo. Como o didmetro que
contribui para a dindmica da bancada € invariante em relacdo ao nimero de graus de liberdade,
um modelo representativo deve ser capaz de retornar resultados coerentes com as mesmas entra-
das de valores numéricos dos parametros, independente da quantidade de graus de liberadade,
comportamento ndo observado no modelo simplificado. Assim sendo, foi necessdrio investigar
0s motivos pelos quais este ndo representa a dindmica da bancada, e um novo modelo € pro-
posto a seguir, que contempla a energia cinética devido a translagcdo das colunas. Os resultados
encontrados do ajuste do didmetro e aplicacdo no modelo simplificado de um e maltiplos graus
de liberdade serdo apresentados nos Resultados e discussdes de forma detalhada, e serdo utili-
zados como referéncia para comparacao com os resultados encontrados com o modelo que sera

proposto a seguir.
2.3 Modelo proposto: refinamento do modelo simplificado de 1 GDL

Como o modelo simplificado obteve um erro significativo nas frequéncias naturais analiti-
cas em comparacao as experimentais que ndo pode ser desconsiderado, foi proposto um modelo
de parametros concentrados que computa o acoplamento da massa das colunas nos parametros
de massa concentrada. Para isso, novas hipéteses foram levantadas para o modelo analitico de

parametros concentrados:

1. O diametro interno das colunas estd entre 3,842 mm e 3,995 mm, correspondentes aos
limites inferior e superior do didmetro interno indicado pelo fabricante, respectivamente;

2. O modulo de elasticidade e inércia da coluna sdo constantes ao longo do seu compri-
mento;

3. O comprimento utilizado para cédlculo de rigidez das colunas é dado pela distancia entre
as faces dos pavimentos;

4. A massa da coluna ndo é desprezivel, porém, é desacoplada do elemento de rigidez, e esta
situada como um parametro de massa concentrada no centro geométrico de cada coluna
entre as faces dos pavimentos;

5. A massa equivalente do pavimento 7 é composta pela massa do pavimento, massa de

fixacdo e massa do acelerdmetro que estd fixado no pavimento.

O esquema apresentado na Figura 2.6 € a representacdo do sistema mecanico em que se
base-a o desenvolvimento da energia cinética da formulacdo lagrangiana apresentado na Equa-

¢do 2.23, considerando a barra longa:

1 1
T= §m7:j;$ +3 Ay, 32 (2.23)
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Figura 2.6 — Modelo proposto para um GDL.

77

Fonte: Dos autores (2023).

onde x.,, € o deslocamento translacional da massa equivalente das colunas entre pavi-
mentos, que pode ser descrita em funcdo de x7, como apresentado na Equacgdo 2.24. Assume-se
que a massa das colunas estd concentrada no centro geométrico das mesmas, € que este estd

localizado na metade do comprimento das colunas.
om = — 2.24
Tom = 5 (2.24)

Com a substituicdo da Equacdo 2.24 na Equagdo 2.23, tem-se a Equacgdo 2.25.

T = %mﬂb? + %mbmﬁ (2.25)

Para o ajuste do valor do didmetro, foi encontrada uma expressao analitica que o relaci-

ona aos demais pardmetros do sistema, afim de encontrar qual o verdadeiro didmetro tutil das
colunas, através do método de andlise modal experimental, com frequéncia natural conhecida
(obtida experimentalmente), e os parametros de massa e elasticidade obtidos de forma analitica.
Esta expressdo analitica foi derivada da rigidez translacional real da estrutura, a partir das mas-
sas calculadas de forma analitica (parametros de massa da Equacgdo 2.25) e frequéncia natural

obtida experimentalmente (Rao, 2008), isolando o termo de interesse:

ey = W2 (M7 + My, (2.26)

O célculo do diametro util real da coluna respeitou os limites inferior e superior impos-
tos pela hipdtese 1 desta secdo. A determinacdo do diametro foi feita de forma matematica,

rearranjando as Equacgdes 2.10,2.19 e 2.26 na Equacgao 2.27.

1
4w? (mig + mpy )13\ *
d = n 07/°07 227

( 3rk (2:27)
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Considerando que sistemas reais possuem multiplos graus de liberdade, o modelo pro-

posto acima pode ser generalizado para N GDL.

2.4 Modelo proposto multi-GDL

Nesta secdo serd apresentado o equacionamento analitico para a obtencdo das frequéncias
naturais por meio das equacdes de movimento para um sistema de trés graus de liberdade, e
que pode ser generalizado par N GDL. O comportamento dindmico de transla¢do horizontal, e
rotacdo em torno do eixo longitudinal que passa pelo centro geométrico da estrutura é descrito
por meio das propriedades de inércia, geométricas e de material em um modelo de pardmetros
concentrados, considerando agora a massa e a inércia da coluna, seguindo o raciocinio apresen-
tado acima e generalizando-o para N GDL. O modelo translacional foi descrito em termos da
massa dos pavimentos e das colunas e da rigidez translacional devido a flexdo destas. O modelo
torcional por sua vez foi descrito em termos de inércia e rigidez torcional, devido a flexdo e

tor¢ao das colunas.

Hipoéteses gerais:

1. O diametro interno da barra roscada (d;) suporta os esforcos atuantes nas colunas. Vari-
acoes das propriedades geométricas e de material das colunas ao longo de seu compri-
mento sdo desconsideradas, bem como aquelas devido a deformagdo durante a ocorréncia

da vibragdo;

2. Considerando o amortecimento majoritariamente histerético, os efeitos de dissipacdo de

energia ndo sdo considerados para andlise da variacao das frequéncias naturais;

3. Colunas localizadas entre 0os mesmos pavimentos possuem mesmo comprimento, € suas
extremidades definem dois planos que sdo sempre paralelos. As colunas sdo feitas do

mesmo material € possuem sempre o mesmo didmetro;

4. A base e os pavimentos estdo engastados nas colunas e a base estd engastada ao refe-
rencial inercial. Na condi¢do real entre a base e o referencial inercial se encontram os
suportes de borracha utilizados para sustentar e isolar a estrutura flexivel. Para a cons-
trucdo do modelo nao foram considerados os efeitos de rigidez e amortecimento dos ele-
mentos de fixacdo e da montagem experimental, considerando que a rigidez do sistema
base-suportes de borracha € elevada em relagc@o a do sistema de interesse. A representacao
conservadora da bancada experimental deve investigar os efeitos da montagem na dina-
mica dos pavimentos, porém para a aplicacdo que estd sendo estudada neste trabalho os
efeitos de rigidez e amortecimento da base nao serdao considerados e ndo possuem grande

impacto na andlise de sensibilidade.
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5. A inércia dos pavimentos é aproximada a de um paralelepipedo perfeito;

6. Variacdes de energia potencial gravitacional sdo despreziveis, e a energia de deformacgao
eldstica € associada a rigidez translacional devido exclusivamente a resisténcia a flexao
das colunas. A rigidez torcional € uma composi¢ao do momento restaurador causado pela

rigidez a flexdo e da rigidez a tor¢do das colunas;

7. A massa dos elementos de fixacdo € concentrada junto a massa dos pavimentos € nao

contribui para a inércia do sistema;

8. A inércia das colunas é a de um cilindro perfeito, rotacionando em torno do seu eixo
longitudinal e corrigido pelo teorema dos eixos paralelos em relagdo ao centro geométrico

dos pavimentos;

9. A massa das colunas ndo € desprezivel e esta concentrada no centro geométrico entre 0s
pavimentos em que estas se localizam, e 0 mesmo ocorre para a inércia das colunas no

modelo torcional;

10. As coordenadas generalizadas translacionais (.X,,) sdo referenciadas em relacdo a confi-
guracdo de equilibrio e as coordenadas generalizadas rotacionais (6,,) sdo referenciadas
em relacdo ao referencial estitico original e com rotagdo em relac@o ao plano superior do

sistema;

11. O deslocamento linear da massa equivalente concentrada da coluna entre pavimentos em
seu centro geométrico € dado pelo deslocamento médio entre os pavimentos inferior e su-
perior somado ao deslocamento do pavimento imediatamente abaixo X; (Equagdo 2.28a)
e o deslocamento angular da inércia polar equivalente concentrada da coluna entre pa-
vimentos em seu centro geométrico, ¢ dado pelo deslocamento angular médio entre os

pavimentos inferior e superior somado ao deslocamento angular do pavimento abaixo 6;

(Equacao 2.28b).
Xi+ X;
X, = % (2.28a)
0; +0;
0, = % (2.28b)

O modelo de parametros concentrados resultante das hipéteses acima pode ser visto na
Figura 2.7, exemplificando a configuracdo de trés graus de liberdade que serd apresentada pos-
teriormente para a analise de sensibilidade paramétrica. Como as varidveis generalizadas esco-
lhidas para descrever o sistema (translagdo do centro de massa e rotagdo do centro de massa de
cada pavimento) sdo independentes quando se trata dos graus de liberdade de translagdao em re-
lagdo aos de rotagdo, € possivel descrever o modelo em termos de dois diagramas isolados como

mostrado na Figura 2.7. A particularidade do modelo proposto em relacdao ao simplificado € a
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presenca de elementos de massa em paralelo aos de rigidez, relativos ao mesmo elemento fisico
(colunas que conectam os pavimentos), mas apesar de serem representados de forma paralela os
mesmos sdo independentes, ou seja, os elementos de rigidez ndo possuem massa, mas 0 mesmo
elemento fisico contribui para a energia cinética e energia potencial eldstica, caracterizando o

modelo como de pardmetro concentrados, mesmo com a consideragdo da massa das colunas.
Figura 2.7 — Modelo de parametros concentrados.

m6 [] J6
K S

kl_56 ] mb_56 Kt 56 b 56

]

Rfu_qcm Rn_q Cm R
R

m5 J5

kl_45 1] mb_45 kt 45 Jb_45

m4 J4

KI_04 [0 mb_od kt_04 Jb_04
%) T (6]

(a) Translacio- (b) Torcional.
nal.

P

Fonte: Dos autores (2023).

As equacdes de movimento foram obtidas pela formulagdo Lagrangiana, em termos de
energia cinética e potencial, desprezado os efeitos de amortecimento e considerando os mode-
los translacional e torcional completamente desacoplados, sendo suas varidveis generalizadas
independentes. Pelo principio de conservacdo de energia, para um sistema de n graus de liber-

dade as equacdes de movimento sdo encontradas pela Equagdo 2.29 (Rao, 2008).

d (0T oT oV  no .
< (8_%> (8_%) + (a_qj) — QN j=1,2,..n (2.29)

P . . _dq; 4 . . ~
onde g; € varidvel generalizada, qj:% ¢ a velocidade generalizada, QjN © sdo as forcas gene-
ralizadas ndo-conservativas, 7' a energia cinética e V' a energia potencial. As energias cinética e

potencial eldstica sdo descritas em termos de massa ou inércia e velocidade,

1. 1.
T = 5MX2 = §J92 (2.30)

e em termos de rigidez e deformacdo dos elementos de rigidez (Rao, 2008).

V= %K(Xl+1 — Xz>2 = Kt(eiJrl - (9@)2 (231)

DO | —
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sendo M a massa do componente de velocidade X, .J momento polar de inércia do compo-
nente de velocidade angular 9, K rigidez translacional, /; rigidez torcional, X velocidade da
coordenada generalizada X, 0 a velocidade angular da coordenada generalizada 6, X; e X;,; as
posi¢des lineares das extremidades do elemento de rigidez e 6; e 6, as posi¢cdes angulares das

extremidades do elemento de rigidez torcional.

Considerando um regime de vibracdo livre, a solu¢@o ndo trivial das equacdes de movi-
mento quando a resposta de deslocamento possui cardter oscilatrio de frequéncia w € (Ewins,
2000):

det [[K] — w?*[M]] = [0] (2.32)

onde [K] é a matriz de rigidez e [M] a matriz de massa e inércia. A solu¢do da Equa-
¢d0 2.32 leva a um vetor de ordem 6 contendo os autovalores A, que sao o quadrado das frequén-

cias naturais.

Para o modelo translacional, a energia cinética do sistema segundo a equacdo Equa-
¢d0 2.30 resulta na Equagdo 2.33, onde m,, representa a massa do pavimento n, my,, a massa
de cada coluna entre os pavimentos i e j e X, a velocidade da varidvel generalizada X relativa
ao pavimento n, considerando o deslocamento linear das colunas apresentado nas hipdteses e
substituindo a velocidade das colunas pela primeira derivada do deslocamento linear destas.

, ) SN\ 2 ) )

T, = %mi (X) +..+ %mn (Xn> + 4%mbi X7 +..+ 4%mbn1m %
(2.33)
A energia potencial € uma func¢do unicamente da energia potencial de deformacao eléstica das
colunas, considerando-as como elementos de rigidez em paralelo, a energia potencial da parcela

translacional do sistema € descrita pela Equacao 2.34.

1 1
Vi=doh, (X - 0+ ...+ Az b, (X = Xn)? (2.34)

sendo k;,; a rigidez a flexdo de uma coluna de comprimento equivalente a distincia entre os

pavimentos ¢ € j (Blevins, 2001):

T d;l
L _ 12B1 12 ( 61 )
l = =
B B

(2.35)

onde E representa o mddulo de elasticidade do material que constitui as colunas, /;; 0 com-
primento entre os pavimentos ¢ € j7 € / € o momento de inércia das colunas, considerando-as

cilindricas de didmetro d; relativo ao didmetro interno ttil e feitas do mesmo material.
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Para a parcela torcional do modelo, o mesmo procedimento empregado na determinacao
da energia cinética da parcela translacional foi adotado, em termos dos momentos polares de

inércia e das velocidades angulares dos pavimentos, resultando na Equagdo 2.36.

. 2 . . 2
1 /2 RIS 0 + 0 1 0, + 0,1
T =3 (9) oot 5 (en) -|-4§me._1( 5 ) + ot 45 T (T)

(2.36)
. l2 b2
J, = % (2.37a)
d; 2
o, = Jy+ (2 + 77) = ) | m? (2.37b)

onde 6, a velocidade da varidvel generalizada 6 relativo ao pavimento n, J, representa o mo-
mento polar de inércia do pavimento n (Equagdo 2.37a), J,,, 0 momento polar de inércia de
uma barra entre os pavimentos ¢ e j, corrigida para rotacdo em torno do centro geométrico do
pavimento (Equacdo 2.37b) (Blevins, 2001), sendo [ o comprimento e b a largura do pavimento,
m; a massa do pavimento e m; a massa da barra, T e y as componentes em x e y da distancia

do centro de massa da coluna até o eixo de rota¢io e R a distancia total dada por R? = z2 + j°.

A rigidez torcional equivalente ¢ uma composi¢cdo do momento restaurador gerado pela
rigidez a flex@o e pela rigidez a torcao das colunas e a rigidez total entre pavimentos ¢ uma

associagcdo em paralelo da rigidez de cada coluna.
kjt = l{:fle:v + k:torc (238)

sendo kg, a parcela da rigidez torcional relativa a flexdo e ky,.. a parcela relativa a torgdo.
Considerando a configuracdo deformada mostrada na Figura 2.8, onde R € a distancia da fixa¢ao

das colunas ao centro de rotacdo e § a coordenada generalizada do pavimento analisado.

Figura 2.8 — Configuracao deformada de um pavimento no plano.

Fonte: Dos autores (2023).
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Durante o movimento de rotacdo, as colunas sofrem deslocamento lateral, percorrendo
um arco de circunferéncia que pode ser aproximado por uma distancia linear .S, referente a dis-
tancia LK mostrada na Figura 2.8. Devido a rigidez das colunas surge a for¢a [ de restauracao,
contraria a0 movimento que restaura a configuracdo de equilibrio. Considerando o pavimento
rigido, todas as colunas percorrem o mesmo comprimento linear e a equacao de movimento em
termos da varidvel generalizada 6, considerando o momento gerado pelas forcas de rigidez a
flexdo é:

JO+ AM = J 4+ A(FR) = J0 + 4R(k(S —0)) =0 (2.39)

sendo F'R o momento M causado pela forca F', que € dada pela multiplicagdo da rigidez k;
apresentada na se¢@o anterior 2 distincia linear percorrida. E possivel relacionar o comprimento

S ao angulo de rotagdo, aproximando a trajetéria linear ao comprimento de arco percorrido por

S=0R (2.40)

Substituindo a Equacdo 2.40 na Equacao 2.39 e simplificando, a equagcdo de movimento

€ reduzida a

JO + 4(k;R*)0 = JO + 4k 0.0 (2.41)

Substituindo a rigidez torcional devido a flexdo (ky.,) explicitada na Equagdo 2.41, a rigidez

do movimento torcional total para uma coluna é

GC I 12ER?

ki = kfiex + iore = Ky R* + = <2G + —) (2.42)
ij ij

sendo G' 0 médulo de cisalhamento e C' uma constante dependente do didmetro das colunas.

Assim sendo, a energia potencial do modelo torcional é:

1 1
Vi=4-k, (6; =0 + ... +4=ky, (6n — 0n1)’ (2.43)

2 2

Aplicando as equagOes de energia cinética e energia potencial, e representando as equa-

coes de movimento em forma matricial, é obtido o modelo composto pelo comportamento linear
e torcional, que € apresentado na Equacdo 2.44 em func¢do das varidveis generalizadas, exem-

plificando o sistema apresentado para o modelo presente na Figura 2.7.
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Mg+Mp,, +Mp,, Mp,g 0 0 0 0 X4
M,y M5+Mp,, +Mp, My 0 0 0 X5
0 Mg Mg+, 0 0 0 X N
0 0 0 Ja+Tpo,+Joss Jbas 0 0,
0 0 0 Jbss s+ Tyt o o 05
I 0 0 0 0 Jbse Jo+ bz f6
[ kigth, kg 0 0 0 o | [ x4
—ke kpgtki, ki, 0 0 0 X;
0 — ki, . 0 0 0 Xo | _ 0
0 0 0 gtk —kis 0 0,
0 0 0 Kty gtk —Kisg 05
0 0 0 0 —kyyy Koy 06
(2.44)

2.5 Procedimento de verificacao

Para a comprovacgdo da representatividade do modelo proposto e de suas vantagens em
relacdo ao modelo simplificado, usualmente adotado na literatura, as frequéncias naturais en-
contradas pelas formulacdes analiticas apresentadas foram comparadas aquelas identificadas
experimentalmente via andlise modal experimental, por meio do erro relativo, para diferen-
tes configuracdes e graus de liberdade. Os modelos analiticos foram construidos considerando
o modelo proposto e com o valor de médulo de elasticidade encontrado experimentalmente
(205 GPa) e o diametro de 3,8425 mm (coincidindo com o didmetro interno da barra roscada),
encontrado pela Equagdo 2.27 que melhor ajustou as curvas. Trés configuracdes foram verifica-
das experimentalmente, estas sdo apresentadas na Tabela 2.2, onde a coluna de "pavimentos"
indica os pavimentos utilizados na bancada naquela configuragdo, partindo da numeragao do

pavimento mais proximo a base para o pavimento da extremidade superior.

Tabela 2.2 — Configuragdes da bancada utilizadas para a verificagao.

Configuracdo | Pavimentos | Barra | Distancia entre pavimentos | Modelo(s) verificado(s)
1 7 Longa 947.6 mm Translacional
2 1;2;3;7 Longa 223,0 mm Translacional
3 4:5:6 Curta 189,0 mm Translacional e torcional

Fonte: Dos autores (2023).

Com as configuragdes apresentadas acima, € possivel avaliar o impacto da consideragao

da massa e inércia das colunas, para um uUnico grau de liberdade ou para um modelo generali-

zado de multiplos graus de liberdade. O modelo de resposta experimental foi obtido medindo



23

a resposta de aceleracdo com um acelerdmetro piezoelétrico PCB modelo 352C33 de sensibi-
lidade 98,2mV/g (10,01 mV/m/s?) (Figura 2.9a) e mensurando a magnitude da excitacdo. A
excitagdo feita com de forma impulsiva com um martelo de impacto (Figura 2.9b) de sensi-
bilidade de 2,302 mV/N, mantendo o acelerdbmetro em um pavimento e excitando os demais
(Figura 2.9¢). Alguns cuidados devem ser tomados durante a execucdo de um teste modal. Se
um martelo de impacto for utilizado deve-se tomar cuidado com problemas de consisténcia com
magnitudes e direcdo de impacto, pois, em caso da presencga destas divergéncias, pode acarretar
em excitacdo de caracteristicas ndo lineares, resultando em dados de medicdo incongruentes
(Mohammadali e Ahmadian, 2016). Para as medicdes a ponta utilizada foi a de borracha com
rigidez intermedidria entre as disponiveis para o martelo utilizado, esta ponta foi utilizada pois
concentra mais energia na faixa de frequéncias de interesse onde as frequéncias naturais da ban-
cada estdo localizadas, quando comparada as demais pontas de martelo disponiveis. Os sinais
temporais de aceleracdo e forca foram enviados a um analisador de sinais dindmicos, onde foi
feito o pés-processamento para obtencao do modelo de resposta experimental com frequéncia
entre 0 e 100 Hz para a identificacdo das frequéncias naturais torcionais e de 0 a 50 Hz para a

identificacdo das frequéncias naturais de translagdo.

Figura 2.9 — Instrumentacdo e montagem para coleta de dados.

(a) Acelerdome- (b) Martelo de (c) Montagem.
tro. Impacto.

Fonte: Dos autores (2023).

Com o objetivo de identificar as frequéncias naturais dos modos de translagao horizontal,
o setup descrito na Figura 2.10a foi adotado. Para a minimiza¢do do impacto dos modos tor-
cionais na resposta, € necessirio garantir que os mesmos nao sejam excitados e mensurados, e
assim seja possivel identificar quais frequéncias naturais sao de translagdo. Para que a influéncia
dos modos torcionais seja desprezivel na medi¢do translacional, o acelerdmetro foi posicionado
no centro da face de 200 mm e a excitagdo foi feita na mesma posi¢do porém na face oposta,
sendo o ponto de excitacao representado pelo tridngulo. A medicao experimental contendo os
modos translacionais e torcionais para identificacdo das frequéncias naturais dos modos de tor-

¢do foi feita seguindo a configuracido da Figura 2.10b, para o caso da configuragdo 3. Com a
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excitacdo na extremidade da face hd um braco de alavanca que gera momento e excita os modos
torcionais, capturando ao total a parcela referente a transla¢do do centro de massa e variagcdo da

posicao linear causada pela rotagdo.

Figura 2.10 — Montagem para teste modal.

LLd

(a) Translacional. (b) Torcional.
Fonte: Dos autores (2023).

A massa do acelerometro foi somada ao elemento da matriz de massa do modelo transla-
cional, na equagdo de movimento referente ao pavimento ao qual foi conectado em cada confi-

guracao.
2.6 Sensibilidade paramétrica

De um ponto de vista matematico a andlise de sensibilidade implica em diferenciacao
(Maia e Silva, 1997), as sensibilidades mais comumente utilizadas sdo aquelas que descrevem
as razdes de variacdo em relagc@o a elementos individuais de massa ou rigidez no modelo es-
pacial. Essa sensibilidade pode ser feita em relacdo as frequéncias naturais w, de um modo
(autovalores - Equagdo 2.45aa) ou aos modos de vibrar {¢}, (autovetores - Equagdo 2.45bb)

em relacdo a um determinado parametro p (Ewins, 2000):

ow,

ap (2.45a)
—8 {gb}r (2.45b)

dp

Para sistemas de multiplos graus de liberdade, a sensibilidade € derivada da equagao ca-
racteristica do modelo ndo amortecido que representa o sistema dinamico, em termos da matriz

de rigidez [ K| e matriz de massa [M]:

(K] —w,*[M]) {¢,} =0 (2.46)

Derivando a Equacdo 2.46 em relacdo ao parametro de interesse p e rearranjando e iso-
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lando os termos de interesse a sensibilidade das frequéncias naturais é:

2
aa% = {¢}, (agf] — W a[;j]) {9}, (2.47)

Além da abordagem analitica apresentada acima, as varia¢des nas frequéncias naturais
causadas por alteragdes nas configuracdes do sistema podem ser aproximadas pelas derivadas
de primeira ordem em relagdo aos parametros de configuracdo, podendo ser obtidos pelas in-
clinagdes das curvas de frequéncia natural em fungao dos parametros de interesse (Zhu et al.,
2018), abordagem que serd utilizada neste artigo. A configuracdo 3 (Tabela 2.2) foi adotada
para a andlise de sensibilidade, com uma distancia entre pavimentos de 189 mm. A estrutura
utilizada € apresentada na Figura 2.11.

Figura 2.11 — Bancada fisica.

(a) Perspectiva. (b) Vista frontal.
Fonte: Dos autores (2023).

Os valores de massa dos pavimentos m,,, didmetro interno das colunas d;, distancia entre
pavimentos /;; e posicionamento das colunas em relagdo ao centro geométrico dos pavimentos
R, e massa das colunas m;; sdo variados de forma percentual em rela¢io a configuragado original
para que a sensibilidade das frequéncias translacionais e torcionais seja analisada. Durante a va-
riacdo de um parametro os demais permanecem constantes, exceto na variacdo do comprimento
entre pavimentos. Um aumento em P% em relagdo ao comprimento original entre pavimen-
tos requer uma diminui¢do de g% nas outras duas distncias para que os limites geométricos
externos da estrutura original sejam respeitados (Ex: aumentar em 10% [y, que equivale a
0,189 x 1,1 = 0,2079, demanda que haja uma reducdo de 5% em 45 € l54, que € equivalente a
0,189 x 0,95 = 0,17955. A configuracdo deformada totaliza uma soma dos comprimentos de
0,2079 + 2 (0,17955) = 0,567, enquanto a configuracdo original simétrica, que possui todos
0s comprimentos iguais tem a mesma soma final dos comprimentos 3 x 0,189 = 0,567 ), re-

sultando em uma estrutura espacialmente similar a original. Nos parametros que ndo alteram a
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massa total (/;;) e/ou ndo alteram a distribuicdo de massa (R?), a variagdo percentual analisada
foi maior. Nas alteracdes onde ha a mudanca na distribui¢cdo de massa devido a alteragdes ge-
ométricas, a massa a ser redistribuida foi recalculada de acordo com as mudangas percentuais
realizadas. Considerando para o cédlculo de densidade que as colunas sao um cilindro perfeito,
esta é dada por:

p=o Ty (2.48)

Voo (%)
,para que a mesma densidade seja respeitada nas configuracdes analisadas, uma variacdo percen-
tual no didmetro (d, = X d;, onde X ¢é o valor em fragdo, ex: X = 1,1 equivale a um aumento
de 10%) requer um aumento na massa da barra de X2 (massa da barra da nova configuragio =

X meij), esta relagdo pode ser vista na Equacgdo 2.49.

pIZL:L -p:X2/:m§)2]:X2mb”
W(X2di)2lij Xz |4 V!

A mesma atualiza¢do na distribuicao de massa foi adotada para variacdes no comprimento entre

(2.49)

pavimentos, onde uma variagdo percentual na distancia entre pavimentos (lgj = Xl;;) demanda
um aumento em X na massa da barra alocada entre os pavimentos analisados para a garantir a
invariancia da densidade das colunas, esta relacdo pode ser vista na Equacdo 2.50.
/
/ M, 5 P p My X M,

p:——_.'.p:xp:‘/, V{

= (2.50)
m(4) X1 X

A andlise da sensibilidade das frequéncias naturais translacionais e torcionais em relagao
a variagdo dos parametros analisados foi realizada de forma numérica, recalculando os valores
de frequéncias naturais para cada configuracdo. Os limites superior e inferior foram escolhidos
de acordo com o impacto na massa total do sistema, visando analisar variagdes menores nos
parametros que afetam a distribuicdo de massa e sua magnitude, por exemplo no didmetro das
colunas e massa dos pavimentos. Cada variavel foi analisada em 2000 pontos no intervalo entre
o limite superior e inferior do parametro analisado, valores apresentados na Tabela 2.3. O subin-
dice n se refere ao pavimento analisado, para os casos de variacdo de massa dos pavimentos e
comprimento entre pavimentos, que foram variados individualmente, e os subindices 7 se refe-
rem aos pavimentos 7 e j, resultando na distancia entre pavimentos /;;. O subindice 0 representa

a configuragdo original.
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Tabela 2.3 — Limites de variacdo dos parametros para andlise de sensibilidade.

Varidvel | Limite inferior | Limite superior
d; 0,98 d;, 1,02 d;,
R 0,50 Ry 1,00 Ry
My, 0,95 my,, 1,05 my,
lij 1,00 lijo 1,10 lijo
uon 0,00 [y, 1,00 Iy,

Fonte: Dos autores (2023).
3 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta se¢ao € apresentada a comparacao do modelo simplificado ao proposto em relacao
a representatividade e correlacdo das frequéncias naturais tedricas e experimentais. Os resulta-
dos da andlise de sensibilidade das frequéncias naturais do modelo proposto devido a variagdo
dos parametros do sistema € apresentada de forma grafica. As FRF’s de acelerancia tedrica e
experimental (excitando e computando apenas o comportamento translacional) para um tnico
pavimento (configuracdo 1 da Tabela 2.2) do modelo proposto sdao apresentadas na Figura 3.1.
O erro entre as frequéncias naturais foi de de 1%, entre a frequéncia natural analitica de 1,98 Hz
e 2,00 Hz da frequéncia natural experimental. Quando o diametro do modelo FEM ¢ utilizado
no modelo simplificado o erro relativo é de 15%, assim sendo o modelo proposto foi capaz de

reduzir o erro relativo em 14%.

Figura 3.1 — Comparagdo analitica-experimental para o modelo proposto na configuracdo 1.

Acelerancia
— — Analitico
Z ——Experimental
&
£10°
=)
0 2 4 6 8 10

Frequéncia (Hz)

Fonte: Dos autores (2023).

Para o modelo de multiplos graus de liberdade, os resultados obtidos para o modelo pro-
posto sdo apresentados na Figura 3.2 (configuracdo 2 da Tabela 2.2), em que o incremento de
frequéncia utilizado para obtencdo da curva analitica de 0,0625 Hz, mesmo valor observado
na resolucdo do analisador de sinais dinamicos para a faixa de frequéncias coletadas. Os valo-
res das frequéncias naturais obtidas analiticamente e experimentalmente pelo modelo proposto
podem ser visualizadas na Tabela 3.1. O maior erro das frequéncias naturais do modelo simpli-

ficado em relagdo as experimentais foi de 18,89% (utilizando o didmetro obtido pelo modelo
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FEM), enquanto para do modelo proposto foi de 3,77%, se comparados as mesmas frequén-
cias de translagdo. A FRF translacional para quatro graus de liberdade considerando o modelo
simplificado pode ser vista na Figura 3.3. Assim sendo, a consideragdo da massa das barras
causou uma diminui¢cdo considerdvel no erro quando comparada ao modelo simplificado. O
maior erro encontrado utilizando o modelo proposto no sistema com quatro graus de liberdade,
considerando a propagacdo de erros e incertezas associadas aos valores numéricos das carac-
teristicas geométricas e de materiais das barras, € menor que aquele encontrado com o modelo

simplificado para um tnico grau de liberdade.

Tabela 3.1 — Frequéncias de translacdo do modelo proposto para a configuragao 2.

Frequéncia natural | f Analitica (Hz) | f Experimental (Hz) | Erro Relativo (%)
1* de translagdo 6,1413 5,9375 3,77
2* de translacado 17,9710 18,0000 0,16
3* de translacdo 28,1173 28,2500 0,47
4* de translacao 35,0685 35,0625 0,02

Fonte: Dos autores (2023).

A Figura 3.2 e a Figura 3.3, apresentam os resultados da aplicagdo do modelo proposto
e simplificado para quatro graus de liberdade, respectivamente, onde j indica o pavimento em

que estd o acelerdmetro (output do sistema) e k onde ¢ feito a excitagdo do sistema (input).

Figura 3.2 — Aplicacao do modelo proposto para quatro graus de liberdade (configuragao 2).
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Figura 3.3 — Aplicagdo do modelo simplificado para quatro graus de liberdade.
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Fonte: Dos autores (2023).

Com finalidade de justificar que a identificacdo do didmetro util utilizado para o levanta-
mento das FRF’s apresentadas, na Figura 3.2 e na Figura 3.1, ndo € capaz de ajustar o modelo
simplificado isoladamente e que a melhora dos resultados se deve a consideracdo da massa das
barras, foi aplicada a mesma metodologia e valores de diametro e mddulo de elasticidade no
modelo analitico simplificado para o caso de quatro GDL, representado na Figura 3.4. Verificou-
se que o maior erro relativo é o da primeira frequéncia natural é de 6,98% quando a massa das

colunas € desconsiderada, em vista de 3,77% no modelo proposto.
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Figura 3.4 — Comparacdo tedrica-experimental do modelo simplificado com diametro util atua-

lizado.

Acelerdnciaj=4ek=1
\

Analitico
Experimental

1(H) (m/s2/N)
50
} :

10 15 20 25 30

0

Aceleranciaj=4ek =2
T T

10

I1(F)l (m/s?/N)

Analitico
Experimental

7

10 15 20 25 30

Acelerdanciaj=4ek=3
T T

(DI (m/s2/N)
EO
%

Analitico
Experimental

10 15 20 25 30

Acelerdanciaj=4ek=4

35 40

1 0()

IL(H) (m/s2/N)

Analitico
| Experimental

10 15 20 25 30

Frequéncia (Hz)

Fonte: Dos autores (2023).
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Para facilitar a compreensdo em uma visdo geral dos resultados comparativos encontrados

para os graus de liberdade translacionais, seguindo a nomenclatura e valores da Tabela 3.2, é

apresentado uma comparacdo de testes feitas e a especificagdo de qual modelo foi utilizado e

qual valor de diametro foi adotado na Tabela 3.3, que apresenta o maior erro relativo observado

no modelo analitico utilizado ao(s) valor(es) de frequéncia(s) natural(is) experimental(is).

Tabela 3.2 — Diametros utilizados nos modelos para o comparativo.

Nomenclatura

Descri¢ao

Valor numérico (mm)

dFEM

Diametro obtido pelo modelo de elementos fi-
nitos que ajustou a FRF da barra isolada

3,995

dsimplificado

Diametro obtido isolando analiticamente a par-
tir do modelo simplificado de um grau de liber-
dade a varidvel de diametro e calculando-o com
a frequéncia natural de um grau de liberdade ob-
tida experimentalmente

3,6916

dproposto

Diametro obtido isolando analiticamente a par-
tir do modelo proposto de um grau de liberdade
a varidvel de diametro e calculando-o com a
frequéncia natural de um grau de liberdade ob-
tida experimentalmente

3,8425




31

Tabela 3.3 — Comparativo de erros relativos encontrados.

Modelo Graus de liberdade | Didmetro | Erro relativo (%)
Simplificado 1 drem 15,00

Proposto 1 proposto 1,00
Simplificado 4 drem 18,89
Simplificado 4 Asimpli ficado 6,98

Proposto 4 proposto 3,77

Com o objetivo de validar o modelo ndo somente para multiplos graus de liberdade, mas
também para os graus de liberdade torcionais 0 mesmo processo de verificacio foi aplicado
para a configuragdo 3 da Tabela 2.2, que contempla os graus de liberdade translacionais e tor-
cionais. Os erros relativos encontrados podem ser vistos na Tabela 3.4, o maior erro relativo
para o comportamento completo, torcional e translacional do modelo proposto, ndo superou o
erro relativo observado apenas o modelo translacional simplificado de multiplos quatro graus
de liberdade citado no pardgrafo anterior. Com o modelo completo validado a andlise de sen-
sibilidade paramétrica € apresentada a seguir, incluindo a sensibilidade do modelo proposto as

massas € inércias das colunas.

Tabela 3.4 — Frequéncias naturais experimentais e tedricas para a configuragdo 3.

Frequéncia natural | f Analitica (Hz) | f Experimental (Hz) | Erro relativo (%)
1* de translagdo 10,2091 9,7500 4,71
2* de translacdo 29,0567 28,4375 2,18
3* de translacao 43,0039 42,7500 0,59
1* de tor¢ao 15,5492 15,3750 1,13
2% de tor¢ao 45,1596 43,7500 3,22
3% de tor¢ao 68,5742 64,5000 6,32

Fonte: Dos autores (2023).

Na anélise de sensibilidade, as frequéncias naturais sdo apresentadas em fun¢do dos para-
metros analisados nas Figuras a , os pontos que constituem a curva de cor preta se relacionam
as frequéncias naturais de translacdo, enquanto os vermelhos representam as frequéncias na-
turais de torgdo. A esquerda de cada base de dados hd a indicacdo de qual frequéncia a curva
em questdo de refere na forma f,, , onde [; ¢ indica se frequéncia € do modelo translacional (/)
ou torcional () e y indica qual frequéncia (Exemplo: a primeira (1) frequéncia natural (f) do
modelo translacional (/) é denominada f;; e a terceira frequéncia natural torcional ¢ nomeada
f3¢). Junto ao eixo das abcissas sdo apresentados os valores percentuais daquela configuragao
em relagdo a original, que € indicada com o valor de 100%, além da indicagdo gréfica da con-

figuragdo original, indicada com a seta vertical. A andlise da sensibilidade € feita considerando
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a magnitude da mesma, ja que o sinal s6 indica se hd aumento ou diminui¢do nas frequéncias

naturais com o aumento do parametro analisado.

O impacto da considera¢do da massa das colunas m; nas frequéncias naturais pode ser
vista na Figura 3.5a. A configuragdo de 0% das massas representa o modelo simplificado, en-
quanto a configuragio de 100% € referente a configurag@o utilizada para valida¢do experimental.
Os resultados apontam que a consideracdo da massa das colunas diminui as frequéncias naturais,
este comportamento continua sendo observado com o aumento de m;. Apesar de um aumento
na massa das barras diminuir as frequéncias naturais, a maior sensibilidade das frequéncias
naturais ocorre quando a massa das barras € menor (Figura 3.5b), e essa sensibilidade vai di-
minuindo conforme a massa das barras aumenta, gerando uma menor variagdo nas frequéncias
naturais para uma mesma varia¢do na massa das barras. Na Figura 3.5b € possivel observar que
a parcela torcional do modelo € mais afetada pela consideracdo da massa das barras do que a
parcela translacional, e que, comparando dentro de um mesmo modelo a segunda frequéncia

natural € sempre a mais sensivel enquanto a terceira € a menos sensivel a variacdes em my,.

Figura 3.5 — Sensibilidade das frequéncias naturais a massa 1.
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Fonte: Dos autores (2023).

Um aumento na massa de qualquer pavimento gera uma diminuicdo das frequéncias natu-
rais, ja que a massa do sistema global é incrementada, como pode ser visto nas Figuras 3.6a, 3.7a
e 3.8a. Alteracdes na massa intermedidria (mj5) afetam de forma mais significativa as frequén-
cias mais altas para ambos os modelos, em frequéncias mais baixas variagdes em mg S0 mais
influentes, enquanto m, tem impacto intermediério (entre aquele observado com a variacao de
ms € mg) em alta frequéncia, mantendo a primeira frequéncia de cada modelo préxima a ori-
ginal. Uma divergéncia no comportamento da f3/ em relacdo a fot € notdvel comparando o
grafico da Figura 3.6a aos graficos das Figuras 3.7a e 3.8a, onde uma modificacdo nas mas-
sas das extremidades faz com que as frequéncias se distanciem com uma diminui¢do da massa
enquanto o mesmo fendmeno é observado com o aumento da massa intermedidria. Todas as

frequéncias apresentaram sensibilidade aproximadamente constante independente da variagdao
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de my4 (Figura 3.6b), com excecdo das terceiras frequéncias naturais, que sdo mais sensiveis a
diminui¢do de my4 do que ao aumento da mesma. O mesmo fendmeno de sensibilidade cons-
tante nas duas primeiras frequéncias (translacional e torcional) é observado para variacdes de
my (Figura 3.7b). Dentre todas as massas, a massa mg € a que apresenta maior variagao na
sensibilidade (Figura 3.8b), apresentando variacdes ndo somente para as terceiras frequéncias
naturais bem como para as segundas frequéncias naturais, sendo a tinica que apresenta maior

sensibilidade para fy; em vista das sensibilidades de m, e m; que sdo maiores quando se trata
de f;.

Figura 3.6 — Sensibilidade das frequéncias naturais a massa 1.
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Figura 3.7 — Sensibilidade das frequéncias naturais a massa ms.
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Figura 3.8 — Sensibilidade das frequéncias naturais a massa mg.
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Um aumento no didmetro das colunas aumenta o valor do momento de inércia / e da
constante C, fazendo com que haja um aumento na rigidez global do sistema e aumentando as
frequéncias naturais como mostrado na Figura 3.9a. Em contrapartida um aumento no didmetro
das colunas causa um aumento em 2 na massa, sendo x o fator multiplicador do diAmetro
original, aumentando a magnitude e a distribuicdo de massa global. As frequéncias f; e f,t
permanecem paralelas, com uma variagdo de 0.0159 Hz para uma variag@o total de 4% do valor
original de d;. A frequéncia mais sensivel a altera¢des no diametro € a terceira frequéncia natural
torcional (Figura 3.9b). Em toda a faixa de didmetros analisada ndo houveram grande mudancas
na sensibilidade com o aumento ou diminui¢do de d, apesar da sensibilidade ndo ser constante.
A sensibilidade de fo; e f5; € aproximadamente igual, com uma leve defasagem entre eles pelo
aumento da sensibilidade mais acentuado em f3; do que em f5;, demonstrando que nao é viavel
alterar o didametro das colunas para afastar ou aproximar as frequéncias citadas dentro da faixa

de diametros analisada e, possivelmente, nos didmetros subsequentes.

Figura 3.9 — Sensibilidade das frequéncias naturais ao didmetro d.
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Quanto ao posicionamento das colunas em relagdo ao centro geométrico do pavimento
(Figura 3.10a), apenas a dinamica torcional é afetada, devido a dependéncia do momento res-
taurador causado pela resisténcia a flexdo das colunas. Pequenas variacdes em R causam um
grande impacto na resposta torcional, podendo alterar ndo somente a magnitude das frequéncias
torcionais, bem como a ordem de em que estas ocorrem em relacdo as frequéncias de translagao
dependendo da configuracdo adotada. A sensibilidade de fi; aumenta com a diminuicdo de R
(Figura 3.10b), o fato oposto pode ser observado para fs;, enquanto fo; atinge o maximo de
sensibilidade aproximadamente em 65% da configuragio original € comega a diminuir com a

diminui¢do de R.

Figura 3.10 — Sensibilidade das frequéncias naturais ao posicionamento das colunas R.
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Fonte: Dos autores (2023).

Para as variagcdes no comprimento entre pavimentos /o4 (Figura 3.11a) e [5¢ (Figura 3.13a),
duas frequéncias de ambos os modelos sofreram aumento, enquanto uma sofreu diminuigao,
para o comprimento /45 (Figura 3.12a) o comportamento observado € oposto, onde duas frequén-
cias diminuiram em vista do aumento apenas da terceira frequéncia de cada modo, sendo esta
a mais sensivel para o pardmetro analisado, com a maior variagdo entre f;! e f,t dentre todos
os comprimentos variados. Outra divergéncia observavel na Figura 3.12 em relacdo as demais
da mesma figura é a diminuicao da terceira frequéncia natural em ambos os modelos quando
o comprimento /45 € aumentado, fenomeno que nao ocorre com o aumento de [y, € [56. O au-
mento em /o, aumenta a sensibilidade de todas frequéncias naturais (Figura 3.11b), hd uma taxa
de variacdo maior quando se trata do aumento das frequéncias naturais torcionais do que nas
translacionais, em especial para fo;. Para [45 a maior sensibilidade acontece em f3; e f5; para os
comprimentos mais préximos a configuracdo original e diminui quando se aproxima do limite
superior (Figura 3.12b). O comprimento /55 € 0 que apresenta sensibilidades menos lineares
com excec¢do das primeiras frequéncias naturais que possuem baixa sensibilidade a alteracdes

neste comprimento (Figura 3.13b).
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Figura 3.11 — Sensibilidade das frequéncias naturais a0 comprimento /o,.
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Figura 3.12 — Sensibilidade das frequéncias naturais a0 comprimento /.
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Figura 3.13 — Sensibilidade das frequéncias naturais ao comprimento [sg.
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Para todos os parametros analisados, o modelo torcional é mais sensivel em termos de
variagdo das frequéncias naturais, ja que as frequéncias torcionais foram mais afetadas quando
comparadas com a frequéncia de translagcdo do modo equivalente. Variagdes no comprimento
entre pavimentos alteram o a rigidez global, bem como a distribuicdo de massa sem alterar a
massa total do sistema. Alteragdes em [;; podem ser empregadas quando se deseja afastar ou
aproximar determinadas frequéncias, onde cada comprimento possui variagdes em termos de
aumento ou diminui¢do das frequéncias naturais tnicas que nao sdo observadas na variagao
de outros parametros. A diminui¢do da massa de qualquer pavimento diminui a magnitude e a
distribuicdo de massa global, mantendo a rigidez constante. Mudangas no diametro impactam
significativamente nas frequéncias naturais, porém alteram a rigidez e a massa global, causando
grandes mudangas nos demais parametros de projeto. A mudanca do posicionamento das co-
lunas é de grande impacto nas frequéncias torcionais devido a modificacdo da distribuicdo de
rigidez, mantendo constantes as frequéncias translacionais e a massa global, e é o parametro
mais flexivel para a manipulacdo da ordem em que as frequéncias acontecem. Nas varia¢des
de massa e comprimento sdo observados comportamentos semelhantes pela simetria de resul-
tados nas variacdes dos pardmetros nas extremidades da estrutura quando comparados as varia-
coes dos mesmos parametros centrais geometricamente, em termos da aproximagao da segunda

frequéncia natural torcional a terceira translacional.

4 CONCLUSOES

A modelagem simplificada por pardmetros concentrados ndo foi capaz de descrever o
comportamento dindmico real da estrutura, quando sdo comparadas as frequéncias naturais en-
contradas por tal modelo aquelas encontradas de forma experimental, divergéncia dada pela
desconsideracao da massa das colunas que conectam os pavimentos. Em prol do aumento da
representatividade da dindmica da estrutura estudada, o modelo proposto considera a massa
das colunas. Os resultados analiticos obtidos com a proposta se aproximaram mais a0 com-
portamento dindmico experimental observado, considerando as simplificagdes dos elementos
de massa e rigidez e as incertezas associadas aos parametros geométricos e a contribuicdo da
fixacdo e montagem da bancada experimental. Um acoplamento nas matrizes de massa e de
inércia foi encontrado, estendendo a correlagdo entre as coordenadas generalizadas usualmente
encontrada na matriz de rigidez. Sobre os resultados apresentados na sec¢ao anterior € possivel

afirmar:

1. A divergéncia nos resultados das frequéncias naturais do modelo simplificado aumenta
quando ha um incremento no nimero de graus de liberdade do sistema, bem como com o

aumento da relacdo de massa das colunas e massa dos pavimentos;

2. Quando a massa das colunas ndo é desprezivel em relacdo a massa dos pavimentos ela
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deve ser considerada. Os elementos de rigidez e amortecimento nao possuem massa, as-
sim sendo o0 modelo pode ser considerado de parametros concentrados, porém 0s mesmos
componentes fisicos que contribuem para a rigidez e/ou amortecimento, contribuem tam-

bém para a inércia do sistema.

3. Uma aplicacio de model updating s6 € valida quando o modelo analitico que descreve o
comportamento da estrutura estd bem definido, caso esta condi¢do nao seja satisfeita, o

modelo proposto s6 descreverd uma tnica condicao especifica da estrutura.

4. E possivel modificar a ordem em que as frequéncias naturais de tor¢cdo aparecem em
relacdo as de translagdo, mantendo estas inalteradas, apenas variando a configuragdo geo-

métrica ([?), e mantendo os valores originais das dimensdes do componentes da estrutura.

5. Similaridades no comportamento da modificagdo da massa mjs e l45 sdo observadas,
quando comparados aos demais pardmetros my e mg € loy € l56, respectivamente. Es-
tes parametros estdo localizados no centro geométrico da estrutura real e modificam a

regido central das matrizes de rigidez e/ou matriz de massa de ambos os modelos.

Os objetivos propostos foram atingidos, apresentando um modelo representativo verificado ex-
perimentalmente e uma analise quantitativa da sensibilidade das frequéncias naturais a variagao

de pardmetros-chave do modelo.

Ap6s a conclusdo deste trabalho, sugere-se como trabalhos futuros:

1. Construcao de uma superficie em um espaco N-dimensional para analisar a sensibilidade

de todos os parametros significativos do sistema;

2. Desenvolvimento de um modelo de elementos finitos completo da estrutura para aprofun-

dar a compreensao do comportamento dindmico;

3. Identificagdo do amortecimento do sistema para melhorar a precisdo das anélises de res-

posta dinamica;

4. Implementacdo de um sistema de controle na bancada.
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