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RESUMO

Neste trabalho abordamos um método de solucdo de equacdes diferenciais ordindrias de pri-
meira ordem, equagdes que envolvem uma funcdo de uma varidvel e sua derivada e que au-
xiliam o estudo e a andlise de inumeros fendmenos fisicos e bioldgicos, através da Teoria de
Grupos de Lie, especificamente das simetrias de Lie, transformacdes que, além de preservarem
a estrutura da equacao diferencial, ttm como imagem solucdes da prépria equacao.

Palavras-chave: Grupos de Lie. Grupos de simetrias. Métodos de solucao de EDO’s.



ABSTRACT

In this work we approach a method of solving first order ordinary differential equations, equati-
ons that involve a function of a variable and its derivative and that help the study and analysis of
countless physical and biological phenomena, through the Theory of Lie Groups, specifically of
Lie symmetries, transformations that, in addition to preserving the structure of the differential
equation, have solutions of the equation itself as an image.

Keywords: Lie groups. Symmetry groups. ODE’s solution methods.
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1 INTRODUCAO

As equagoes diferenciais, equagdes que apresentam derivadas em suas expressoes, au-
xiliam o estudo e a andlise de processos complexos por permitirem a utilizacdo de equacdes
simples, ou de combinacdes das mesmas, para a compreensio e a descri¢do de inimeros feno-
menos fisicos e bioldgicos. Quando utilizadas para a andlise de fendmenos fisicos, sendo de-
nominadas de “modelos matematicos”, classificam-se quanto ao tipo, a ordem e a linearidade
(BOYCE; DIPRIMA, 2015). Dentre elas, destacam-se as equagdes diferencias ordindrias ou
EDO’s, equacgdes que envolvem uma funcdo de uma varidvel e suas derivadas, e suas distintas
técnicas de resolucao.

O conceito de grupo, definido pelo francés Evariste Galois, enquanto dava continuidade
a estudos sobre a resolucdo de equagdes algébricas com grau maior do que ou igual a cinco,
contribuiu para a simplificacdo da andlise de muitos outros objetos matematicos, ao facilitar a
organizacdo dos mesmos de acordo com a ocorréncia de propriedades em comum.

Estabelecendo uma relacdo entre esses dois importantes conceitos, Sophus Lie — cujo
inicio de sua teoria, denominada de teoria de Lie, remonta, aproximadamente, ao ano de 1870
— fez importantes descobertas, dentre elas a dos grupos infinitesimais, ao propor a anélise das
solucdes de equagdes diferenciais ordindrias e parciais mediante seus grupos de simetria, prin-
cipalmente os grupos continuos de transformacdes.

Sendo assim, neste trabalho abordaremos, inicialmente, conceitos relacionados a Teoria
de Grupos e a Equagdes Diferenciais, para, posteriormente, apresentarmos o que vem a Ser os
Grupos de Lie, especialmente os grupos de Lie a 1-pardmetro, e de que forma seus elementos,

denominados de simetrias de Lie, auxiliam na resolu¢ao de EDO’s de primeira ordem.
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2 GRUPOS

Neste capitulo serdo apresentadas algumas definicdes sobre grupos e alguns exemplos,
baseados em Bassalo e Cattani (2008) e Domingues e Iezzi (2003), especialmente de grupos de
matrizes, com o intuito de auxiliar na compreensao dos assuntos a serem abordados nos demais

capitulos.

Definicao 1. Um sistema matemdtico constituido de um conjunto G, com G # 0, e uma opera-
¢do (x,y) — xxy sobre G serd denominado grupo se essa operagdo se sujeitar aos seguintes

axiomas:
i) Fechamento: ¥V a,b € G, axb=c € G;
ii) Associatividade: (a x b) xc = a % (b * ¢), quaisquer que sejam a,b,c € G;

iii) Existéncia de elemento neutro: existe um elemento e € G tal que axe = exa = q,

qualquer que seja a € G;

iv) Existéncia de simétricos (ou inversos): V a € G existe um elemento a' € G tal que axa’ =

axa=-e.

Se ela ainda se sujeitar ao axioma
v) Comutatividade: a*b = b xa, quaisquer que sejam a,b € G,
o0 grupo receberd o nome de grupo comutativo ou abeliano.

Assim, sendo G munido da operagdo * um grupo, o denotaremos por (G, *). Se *
representar uma adicao, o grupo serd denominado de grupo aditivo, e se representar uma multi-
plicacdo, serd denominado de grupo multiplicativo. No que se refere a existéncia do simétrico
de um elemento a qualquer, se o grupo for aditivo ele serd denominado de elemento oposto e
indicado por —a. Ja se o grupo for multiplicativo, ele serd denominado de elemento inverso e

1

indicado por a™ .

Sao propriedades imediatas de um grupo:
* o elemento neutro de (G, *) € tnico;
* o simétrico de cada elemento de (G, *) € tinico;

* se e é o0 elemento neutro, entdo ¢ = e;
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! 1) / ! ) / /.
(axb) =b'xd e, para n> 1, (a1 xax* ... xa,) =ay,xa, |* ... *ady;

todo elemento de G é regular para a operacdo *. Logo, se axx=ax*y (ou x*xa =y*a),

entdo x =y;

no grupo G, aequagdo axx=2>= (ou x*a=>h) tem uma tnica solu¢do, o elemento a’ *b

(respectivamente, bx*a').

Para detalhes a respeito das demonstracdes dessas propriedades, consultar Domingues e lezzi

(2003, p. 139).

Definicao 2. O niimero de elementos de um grupo é chamado de ordem do grupo e é denotado

por o(G). Os grupos podem ser finitos, se G for um conjunto finito, ou infinitos, caso G seja

infinito.

Definicao 3. Um grupo cujos elementos sdo caracterizados por um niimero de pardmetros

continuos é chamado grupo continuo.

)

Exemplos de grupos:

Grupos aditivos: sistema formado pelo conjunto K, , com K=7, Q, R ou C, e a adi¢do
usual sobre cada um desses conjuntos, sendo a soma de dois nimeros complexos z =
a+bi e w=c+di,com a,b,c,d € R, definida por z+w = (a+c)+ (b+d)i, visto que
essa operacdo € associativa e comutativa. Ela possui um elemento neutro, o niimero 0 =
0+ 0i, e, para todo elemento z € K = C, podemos determinar um oposto —z = (—a) +
(—b)i. Vale ressaltar que, pelo fato da adi¢do usual sobre os conjuntos Z, Q, R e C ser

comutativa, todos esses grupos sao grupos aditivos comutativos.

Grupos multiplicativos: sistema formado pelo conjunto K, com K = Q*, R* ou C*, e a

multiplicacdo usual sobre cada um desses conjuntos, sendo o produto de dois nimeros

complexos z=a+bi e w=c+di,com a,b,c,d € R, definido por z-w=(a-c—b-

d)+ (a-d+b-c)i. Ela é associativa, possui um elemento neutro, o nimero 1 =1+ 04,

e para todo elemento z € K= C, com z ;é 0, o mesmo se pode dizer do seu inverso,
1 a (b

denotado agora por 7' = ) + 21 bzi para a # 0 ou b # 0. Como no exemplo

anterior, devido a multiplicacdo usual sobre os conjuntos Q*, R* e C* ser comutativa,

todos esses grupos sdo grupos multiplicativos comutativos.
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iii) Grupo aditivo de matrizes m x n: denotando por Mat(m x n, K),com K=7Z, Q, R ou C,

o conjunto de todas as matrizes sobre K com m linhas e n colunas, vamos mostrar que

Mat(m x n, K) é um grupo aditivo.

Sejam A, B,C € Mat(m x n, K) com

ajpy - Qi by - by 11 Cln
aml - Amn bui -+ bun Cml Cmn
Pela adi¢ao de matrizes
ay + by ain +bin
A+B= € Mat(m x n, K).
am1 + bt Amn + by
Portanto, trata-se de uma operagdo sobre o conjunto Mat(m x n, K).
Em relacdo ao axioma da associatividade, temos
aj -+ Qi b1 +cn bin+cin
A+(B+C) +
aml - Amn bm1 +cm1 bmn 4 Cimn
apr + (b1 +cin) ain+ (bin+cin)
am1 + (bml + le) App + (bmn + Cmn)
(a1 +b11)+cn (ain+bin) +cin
(aml +bm1) + Cm1 (amn + bmn) + Cmn
arl +b ai,+biy, ci1 r Cln
+
| am1 +bm1 Amn + bmn Cml " Cmn

(A+B)+C.
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Ela também satisfaz os axiomas da existéncia de elemento neutro e da existéncia de opos-

tos, sendo representados, respectivamente, pelas matrizes nula e oposta de ordem m X n

0 --- 0 —ajy - —ayy,
Omxn=1_1: . 1 ]le —A= : : YV A € Mat(m x n, K),
0 --- 0 —ap  —dn
pois,
an+0 - a;,+0 ap - din
A+ 0pn = : : = -~ =4,
am +0 -+ au,+0 aml - Qmn

de forma andloga demonstramos que 0,,,«, +A = A, e

ajl—apl - Al —Aaip 0O - 0
A+(_A): = :Omxm

Aml —Aml *° QAmn — Amn 0O --- 0

de forma andloga demonstramos que (—A) +A = Oy xp.

Além disso, o grupo é comutativo, pois também satisfaz o axioma da comutatividade,

sendo

aynn+byy - ay+biy bijn+an - biptan,
A+B= : : = : : =B+A.

am1 +bm1 0 Apn+ Dy bmi+am -+ bpn+amn
Portanto, (Mat(m x n, K), +) é um grupo aditivo abeliano para K =7, Q, R ou C.

iv) Grupos lineares de grau n: denotando por Mat(n, K), com K= Q, R ou C, o conjunto
de todas as matrizes de ordem n x n sobre K, vamos mostrar que apenas para GL(n, K),
o conjunto de todas as matrizes inversiveis de ordem n x n sobre K, teremos um grupo

multiplicativo.

Sejam A, B € Mat(n, K). Pela multiplicagdo de matrizes, temos

n
(AB)ij = ZAikBkj = (C),'j S Mat(n, K), comi,j=1,2,...,n.
k=1
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Ela satisfaz o axioma da associatividade, pois

[(AB) C];;

I
-

(AB); Cy; = Z ZA,lBlka]

)
[N

Il
(ngE
M:

AyBiuCyj = ZAzl Z B Cyj

N
]
Il
)
Il

|
M=

Ay (BC);; =[A (BC)l;;,

~
—_

e também o da existéncia de elemento neutro, sendo o mesmo representado pela matriz

identidade de ordem »n X n

1 0 0

01 0
1= ;

00 - 1

visto que

n n
(AL)jj =Y Auly;=Ajlj;=A;j 1 =A;=14A;=1;A;; =) 1;A;; = (1A);;
k=1 =1
Entretanto, no que se refere ao axioma da existéncia de simétrico, que para grupos mul-
tiplicativos € denominado de elemento inverso, ele s6 serd satisfeito para as matrizes
cujo determinante for diferente de zero, ou seja, matrizes que pertencem ao conjunto

GL(n, K), pois, conforme Barata (2022, cap. 10)1:

Teorema 1. Para toda matriz A € Mat(n, K), se det(A) =0, entdo A ndo tem inversa.

Demonstracao: Se det(A) = 0, entdo A ndo pode ter inversa, pois se existisse A~ terfa-
mos

1 = det(1) = det(AA~ 1) = det(A) det(A™!) =0,

absurdo.l

Portanto, (GL(n, K), ) é um grupo multiplicativo para K = @Q, R ou C. Ele ndo € co-

! Devido a obra estar em constante atualizacio e, consequentemente, ocorrerem alteracdes em relagio
as paginas nas quais os temas abordados se encontram, indicaremos seus capitulos, com o objetivo de
minimizar possiveis confusdes.
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mutativo para n > 1, pois, por exemplo, para

1 1 1 1 0 0
01 1 1 1 0
A - c B = ,
0 0 1 1 1 1
teremos
n 1 1 1
AB=|: *-. ‘.. % e BA=
1 1 1 n
Logo, AB # BA.

O grupo (GL(n, K), -) é chamado de grupo linear racional, real ou complexo, de grau

n, para K= Q, R ou C, respectivamente.

v) Grupos aditivos de classes de restos: o conjunto das classes de resto médulo m, para
meZem>1, Z,=1{0,1,2, ..., m— 1} é o conjunto quociente de Z pela relagdo de
congruéncia médulo m. Logo, 0 é formado por todos os inteiros congruos a 0, médulo m,

1 por todos os inteiros congruos a 1, médulo m, e assim por diante.

A adicao médulo m, definida por

a+b=a+b,

com a,b € Z, é uma operagao sobre Z,, que satisfaz os axiomas da associatividade e da

comutatividade. Possui elemento neutro, 0,

a+0=a+0=a,

e elemento oposto, definido, para a € Z,,, pela classe m — a, pois




Vi)
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visto que m = 0( mod m). Entdo, —a = m —a. Logo, satisfaz também os axiomas da

existéncia de elemento neutro e da existéncia de simétricos.

Portanto, (Z,, +) ¢ um grupo comutativo, denominado grupo aditivo das classes de resto

mdodulo m, ¥ m > 1, com o((Zy, +)) = m.

Grupo de permutagées S(E): compreendendo por permutagdo uma bijecdo de um con-
junto nele mesmo, denotaremos por S(E), com E # @, o conjunto das permutagdes dos

elementos de E.

A composi¢do de aplica¢des é uma operagio sobre S(E), pois, se f e g sdo permutagdes
de E, ou seja, se f : E — E e g : E — E sdo bijecdes, entdo a composta go f : E —
E também € uma bijecdo. Essa operacdo satisfaz os axiomas da associatividade e da
existéncia de elemento neutro, sendo o mesmo representado pela funcdo ig, pois ig : E —
E (aplicacdo identidade de E) é uma bijecdo. Assim, (igo f)(x) =ig(f(x)) = f(x), para
todo x € E, o que garante a igualdade ig o f = f. De forma andloga, podemos provar
foip = f. Sendo f uma permutacio de E, o mesmo acontecerd com f~! (aplicagio

inversa de f), que é uma bijecdo e € o elemento inverso de f para a composi¢ido de
aplicagdes, pois fo f~ ' = f~lo f=ig.
Portanto, (S(E), o) é um grupo, o grupo das permutacédes sobre E, que é comutativo se,

e somente se, o(S(E)) =1ou o(S(E)) =2.

Grupo de simetrias do tridngulo equildtero: compreende-se por simetria de um tridngulo
equilatero T qualquer aplicagdo bijetora f : T — T que preservar distancias, ou seja, se
a e b forem pontos arbitrarios do tridngulo, entdo a distancia de f(a) a f(b) serd igual a

distancia de a a b.

Visando caracterizar geometricamente as simetrias do tridngulo, indicaremos seus vérti-
ces consecutivamente por A, B e C e consideraremos as seguintes retas pelo seu baricentro
O: j, pelo vértice A, i, pelo vértice B, e k, pelo vértice C. Denotando-se por Ry, R; e R
as rotacgdes de 0, 27” e 47” radianos em torno de O no sentido anti-hordrio e por J, I e K,
respectivamente, as reflexdes espaciais de 7 radianos em torno das retas j, i e k, prova-se
que o conjunto das simetrias do tridngulo é exatamante {Ry, R, Ry, J, I, K}. Esse con-
junto, com a composi¢ao de transformacgdes, ¢ um grupo nao abeliano. As Figuras 2.1 e

2.2 ilustram como sdo obtidas, geometricamente, Ry ol e Io Ry, por exemplo.
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Figura 2.1 — Andlise geométrica de Ry ol

Fonte: Da autora (2022).

Figura 2.2 — Andlise geométrica de / o R,

Fonte: Da autora (2022).

2.1 Subgrupos

Definicao 4. Seja (G, ) um grupo. Um subconjunto H C G, com H # 0, serd um subgrupo de

G, sendo denotado por H < G, se:
i) H é fechado para a operacdo *, ou seja, se a,b € H, entdo axb € H;
ii) (H, %) também é um grupo.

Os subgrupos {e} e o préprio G, sendo e o elemento neutro de G, sdo denominados de
subgrupos triviais de G.
Uma outra forma de determinar se H C G € ou ndo um subgrupo de um grupo G ¢

apresentada pela proposicao a seguir:

Proposicao 1. Seja (G, x) um grupo. Para que um subconjunto H C G, com H # 0, seja um

subgrupo de G, é necessdrio e suficiente que axb' € H sempre que a,b € H.
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A proposicdo 1 ndo serd demonstrada. Para maiores detalhes, consultar Domingues e
Iezzi (2003, p. 154).
Vale ressaltar que, se o grupo for aditivo, a proposicao 1 podera ser interpretada como:

se a,b € H, entdo a+ (—b) € H; e se for multiplicativo, como: se a,b € H, entdo ab~' € H.

2.2 Homomorfismos e Isomorfismos de Grupos

Defini¢do 5. Dd-se o nome de homomorfismo de um grupo (G, *) em um grupo (J,-) a toda

aplicagado f : G — J tal que, quaisquer que sejam x,y € G,

flxxy) = f(x)- f(y).

Se um homomorfismo é uma aplicac¢do injetora, serd denominado de homomorfismo
injetor. E se for uma aplicagdo sobrejetora, de homomorfismo sobrejetor.

Algumas proposigdes e coroldrios, referentes a definicdo 5, serdo apresentados sem se-
rem demonstrados. Para maiores detalhes, consultar Domingues e Iezzi (2003, p. 164-165).

O simbolo de multiplicagdo serd utilizado para representar as operagdes dos grupos con-
siderados, podendo ser substituido pelo que melhor se adequar a situacdo analisada.

Sejam G e J grupos multiplicativos, com elementos neutros iguais a e e u, respectiva-

mente, e f : G — J um homomorfismo de grupos.
Proposicio 2. f(e) = u.

Proposicio 3. Se a € G, entio f(a~') = [f(a)] .
Corolario 1. f(ab™') = f(a)[f(b)] .
Proposicao 4. Se H < G, entdo f(H) < J.

A proposi¢ao 4 garante que um homomorfismo f : G — J transforma subgrupos de G

em subgrupos de J. Em particular, Im(f) < J.

Proposicao 5. Sejam G, J e L grupos. Se [ : G — J e g:J — L sdo homomorfismos de grupos,

entdo o mesmo se pode dizerde gof : G — L.

Corolario 2. Se f e g sdo homomorfismos injetores (ou sobrejetores), entdo go f também é um

homomorfismo injetor (ou sobrejetor).
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No que diz respeito ao niicleo de um homomorfismo:

Definicao 6. Seja f : G — J um homomorfismo de grupos. Se u for o elemento neutro de J, o

seguinte subconjunto de G serd chamado niicleo de f e denotado por N(f) ou Ker(f)

N(f) ={x€ G| f(x) = u}.

Pela proposic¢do 2, temos que e € N(f).
Proposicao 6. Seja f: G — J um homomorfismo de grupos. Entdo
i) N(f) <G;
ii) f éum homomorfismo injetor se, e somente se, N(f) = {e}.

Para maiores detalhes a respeito da proposicao 6, consultar Domingues e Iezzi (2003, p.
166).

No que se refere ao isomorfismo de grupos:

Definicao 7. Seja f : G — J um homomorfismo de grupos. Se f for também uma bijecdo,
diremos que é um isomorfismo de grupos e serd chamado de isomorfismo do grupo G no grupo

J. Se G =J e a operagdo for a mesma, f é um isomorfismo de G.

Proposicio 7. Se f : G — J é um isomorfismo de grupos, entdo o mesmo ocorre com f~' 1 J —

G. Assim, dizemos que os grupos G e J sdo isomorfos.

Para maiores detalhes a respeito da proposicao 7, consultar Domingues e Iezzi (2003, p.

168).

O Teorema de Cayley

Conforme Domingues e lezzi (2003), o teorema de Cayley estabelece uma relacdo entre
os distintos grupos existentes, pois garante que todo grupo € isomorfo a um conveniente grupo

de permutagdes.

Definicao 8. Seja G um grupo. Para cada a € G, a aplicacdo

0,:G—G

tal que 6,(x) = ax, para qualquer x € G, serd denominada de transla¢do a esquerda definida

por a. De forma andloga, podemos definir translagdo a direita.
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Se G for um grupo aditivo, a translacdo a esquerda definida por a € G serd denotada por
Oq4(x) =a+x.

Considerando qualquer uma das translacdes, temos:

Proposicao 8. Toda translagdao é uma bijecdo, ou seja, ¢ uma permutagcdo dos elementos de
G. Assim, T(G) C S(G), sendo T (G) o conjunto das translagoes em G e S(G) o conjunto das

permutacoes dos elementos de G.

Proposicio 9. i) A composicdo de translagdes é uma operagdo sobre T(G);
ii) ainversa da translagdo O, € a translagdo 8,-1;
iii) T(G) < (S(G),0).

Proposicao 10. (Teorema de Cayley) Se G é um grupo, a aplicacdo f : G — T(G) que associa

a cada elemento a a translacdo 8,, ou seja, f(a) = 8, é um isomorfismo de grupos.

Para maiores detalhes a respeito das proposi¢cdes apresentadas, consultar Domingues e
lezzi (2003, p. 169-170).

Da proposi¢ao 10, um exemplo de teorema de representacdo, temos que o grupo T(G)
¢ uma representacdo do grupo G, visto que os elementos de T(G) sdo particulares permutacdes
dos elementos de G. Logo, todo grupo pode ser representado por um grupo de permutacoes dos

elementos de G.

2.3 Subgrupos Normais e Grupos Quocientes

Antes de definirmos os grupos que nomeiam esta sec¢do, iremos apresentar, conforme
Domingues e lezzi (2003), a defini¢do de classe lateral e como se comporta a multiplicacao de

subconjuntos.
Proposicao 11. Sejam um grupo (G, -) e um subgrupo H < G arbitrdrios:

i) A relacdo =~ sobre G definida por "a = b se, e somente se, a~'b € H” é uma relacdo de

equivaléncia;

ii) Se a € G, entdo a classe de equivaléncia determinada por a é o conjunto aH ={ ah|h €

H).
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Demonstracao: i)

* Como ¢ =a 'a € H, entdo a = a e, portanto, vale a reflexividade para a relacio em

estudo.

» Se axb,entido a~'bc H;mas,sendo H < G, entio (a~'b)"! =b~'a € H. Isso mostra

que b = a e, portanto, que a simetria também se verifica para = .

* Suponhamos a~be b~c;entio a 'b,b~'\c € H;dai (a='b)(b~'c)=a"'ccHe,
portanto, a = c. Logo, a transitividade também vale neste caso. Assim, =~ € uma relacao

de equivaléncia.
ii)

* Seja a aclasse de equivaléncia do elemento a. Se x € @, entdo x = a, ou seja, xlaeH.
Portanto, x 'a = h, para um conveniente elemento & € H. Dai, x = ah~le, portanto,

x €aH,umavezque h~' € H.

* Por outro lado, se x € aH, entdo x = ah, para algum h € H. Dai, xla=hleHe,

portanto, x = a. De onde, x € a.

Dessas conclusdes, segue que a =aH. l

Assim:

Definicao 9. Para cada a € G, a classe de equivaléncia aH definida pela relacdo =~ é chamada

de classe lateral a direita, modulo H, determinada por a.

De maneira andloga se demonstra que a relagdo = definida por " a = b se, e somente
se, ab~! € H” também é uma relagio de equivaléncia sobre o grupo G. Neste caso, a classe
de equivaléncia de um elemento a € G é o subconjunto Ha = { ha | h € H }, chamado classe
lateral a esquerda, modulo H, determinada por a. Se G for comutativo, entdo aH = Ha, para
qualquer a € G.

Em decorréncia da proposi¢ao 11, o conjunto das classes laterais a direita, médulo H,

determina uma particdo em G, ou seja:
a) se a € G, entao aH # 0;

b) se a,b € G, entdo aH = bH ou aH NbH = 0;
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¢) aunido de todas as classes laterais € igual a G.

O conjunto quociente de G por essa relagdo, denotado por G/H, é o conjunto das
classes laterais aH (a € G), sendo H um de seus elementos, pois H = eH.
No que se refere a multiplicacdo de subconjuntos, sejam o grupo (G,-) e A,B C G.

Indicaremos por AB e nomearemos de produto de A por B o seguinte subconjunto de G:

AB = 0,se A=0 ou B=10 e

AB = {xy|x€AeyeB},se A%X0 e B#0.

Assim, a "lei" que associa a cada par (A, B), com A, B C G, seu produto AB é uma ope-
ragdo sobre o conjunto P(G), conjunto das partes de G, chamada multiplicacdo de subconjuntos
de G. Essa operacdo goza da propriedade associativa, pelo fato de a multiplicagdao em G gozar,

e, se caso o grupo G for comutativo, ird gozar também da propriedade comutativa.

Definicao 10. Um subgrupo N < G é chamado subgrupo normal, ou invariante, se, para todo
x € G, se verifica a igualdade

xN = Nx.

Ou seja, a classe lateral a direita, modulo N, determinada por x, € igual a classe lateral a
esquerda, médulo N, determinada por x, para qualquer x € G. Denotaremos por N </ G, quando
N for um subgrupo normal de G. Vale ressaltar que, se G for abeliano, entdao todo subgrupo de

G é normal.

Proposicao 12. Seja N <1 G. Entdo, para quaisquer a,b € G, vale a igualdade

(aN)(bN) = (ab)N.

A proposi¢do 12, cuja demonstracao poderd ser consultada em Domingues e lezzi (2003,
p. 194), afirma que G/N ¢é fechado em relagdo a multiplicagdo de subconjuntos de G. A
associatividade da multiplicacdo de classes laterais € uma consequéncia desse fechamento e da
associatividade da multiplicacido de subconjuntos.

Além da propriedade apresentada na proposi¢ao 12, envolvendo a multiplica¢io de sub-

conjuntos de G, restrita a G/N com N < G, valem também:
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* [(aN)(bN)](cN) = (aN) [(bN)(cN)];

e (aN)(eN) = (ae)N = aN = (ea)N = (eN)(aN);

* (aN)(a™'N) = (aa')N = eN = (a"'a)N = (a~'N)(aN).

Logo, o conjunto quociente G/N, com a multiplicacdo de subconjuntos restrita a seus
elementos, &€ um grupo com elemento neutro igual a eN = N e no qual (aN)~! =a~'N.

No que diz respeito ao grupo quociente:

Definicao 11. Sejam G um grupo e N < G. Nessas condicoes, o grupo quociente de G por N
é o par formado pelo conjunto quociente G/N e a restricdo aos elementos desse conjunto da

multiplicacdo de subconjuntos de G.

Proposicao 13. Seja f: G — L um homomorfismo de grupos. Se N < G, entdo a aplicacdo
U : G — G/N definida por p(a) = aN é um homomorfismo sobrejetor de grupos cujo niicleo é
N.

Para maiores detalhes a respeito da proposi¢ao 13, consultar Domingues e Iezzi (2003,
p. 196).

Com o intuito de complementar nossas observagdes, apresentaremos a:

Definicao 12. Seja f : G — L um homomorfismo de grupos. Se N <1 G, entdo o homomorfismo

U : G — G/N definido por (a) = aN é chamado homomorfismo candnico de G sobre G/N.
eo:

Lema 1. Se f: G — L é um homomorfismo de grupos, entdo N = Ker(f) é um subgrupo normal

de G e, portanto, G/N tem uma estrutura de grupo.
Assim, podemos enunciar o teorema do homomorfismo:

Proposicao 14. (teorema do homomorfismo para grupos) Seja f : G — L um homomorfismo

sobrejetor de grupos. Se N = Ker(f), entdo o grupo quociente G/N é isomorfo ao grupo L.

Para maiores detalhes a respeito do lema 1 e da proposi¢do 14, consultar Domingues e

Iezzi (2003, p. 196-197).
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3 EQUACOES DIFERENCIAIS

Conforme Boyce e DiPrima (2015), utilizadas para auxiliar na compreensao de feno-
menos fisicos, as equacdes diferenciais, equacdes que cont€ém derivadas em suas expressoes,
se apresentam como uma ferramenta util ao facilitar a descricdao desses fendomenos, muitas ve-
zes complexos, através de modelos constituidos por uma simples equacdo e sua solugdo ou por
combinacdes delas, os sistemas de equacdes, € suas solucdes.

Dentre os varios aspectos presentes no decorrer da andlise de problemas que envolvem

a utilizacdo de equagdes diferenciais em sua resolu¢do, como

Y =y = fle) G
na qual y, varidvel dependente, estd em funcdo de ¢, varidvel independente, e f € uma funcao de
duas varidveis ¢ e y, vale destacar o campo de direcdes, que nada mais é do que a disposicao,
em uma malha retangular, de pequenos segmentos de reta que representam o coeficiente angular
determinado pelo valor da fun¢do f em diferentes pontos, pontos esses que pertencem ao grafico
de uma solugdo da equagdo — fungdes y = y(¢) que determinam curvas no plano ty; e também
a solucdo de equilibrio, que representa o valor para o qual Ccll_)t] =0 e que permite analisarmos
se as demais solugdes estdo convergindo ou ndo para ela ou se sdo crescentes ou decrescentes,
quando ¢ assume diferentes valores. Vale ressaltar que, quanto mais fina a malha, maior serd a
precisdo na andlise do comportamento das solu¢des da equagdo e que, em conjunto, 0 campo
de direcdes e a solugdo de equilibrio auxiliam nessa andlise antes mesmo das solugdes serem
determinadas.

Para uma equacao diferencial da forma (3.1), quando atribuimos um valor para um ponto
em especifico do grifico, por exemplo y(ty) = yg, em que t = fy e y = yp, denominado de
condigdo inicial, constituimos um problema de valor inicial (PVI). Assim, tomando f(¢,y) =

ay — b, para a equagao
dy

=ay—b 3.2
o @b (3.2)

em que a e b sdo constantes dadas, e a condicdo inicial y(0) = yp, em que t = 0 e y = yp, teremos

dy
dt

=da
b b
Y—u
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coma#0ey# g que, ao ser integrada, resultard em

In

b
y—;‘:at—kc, 3.3)

com ¢ € R sendo uma constante de integracdo arbitraria. Aplicando a exponencial em (3.3) e
resolvendo para y, teremos

b
y=—+cope”
a

na qual ¢y = t+e“. Essa equagio representa infinitas solugdes e, para a # 0, ela contém todas as
solucgdes possiveis de (3.2), sendo denominada de solugdo geral. Sua representacdo geométrica
¢ uma familia infinita de curvas, chamadas de curvas integrais, que satifazem a expressao (3.2)
e estdo associadas a um valor particular de cy. Quando cg = 0, temos a solucdo de equilibrio
y= g. Para a condic@o inicial y(0) = yo, co = yo — g. Logo, a solucdo do problema de valor
inicial para (3.2) sera
b bl 4
y=-—+|yo——|€.
a a
Assim, satisfazer uma condi¢do inicial nada mais é do que identificar a curva integral
que contém o ponto inicial dado, como o ponto (0,yp) do exemplo.
Tendo sido apresentados esses conceitos iniciais, daremos continuidade as defini¢des

relacionadas as equacdes diferenciais.

3.1 Classificacao das Equacoes Diferenciais

Quando a fun¢do desconhecida depende de uma tnica varidvel independente, ou seja, a
expressao da equagdo diferencial possui apenas derivadas simples, serd denominada equagao

diferencial ordindria (EDQ). Por exemplo

POl , 40 | 1

L
dr? dt C

Q) = Et),

que descreve a carga Q(f) em um capacitor em um circuito com capacitincia C, resisténcia R,
indutancia L e submetido a uma tensdo E(t). Ja quando a func¢do depende de vérias varidveis
independentes, com sua expressdo apresentando derivadas parciais, serd denominada equagdo

diferencial parcial (EDP). Por exemplo

2 du(x,t) _ d%u(x,t)
dx? orr '




27

com a” uma constante fisica, conhecida como equacéo de onda e utilizada em problemas relaci-

onados ao movimento ondulatério em sélidos ou fluidos. Nela, a varidvel dependente u depende
de duas varidveis independentes, x e ?.
No que diz respeito ao nimero de fungdes desconhecidas, se existirem duas ou mais

fungdes a serem determinadas teremos um sistema de equagaes diferenciais. Por exemplo

dx o
— =ax—0Ox
dr Y
ay +
— = —C X

que constituem as equacdes de Lotka-Volterra, ou predador-presa, importantes em modelagem
ecoldgica. Nelas, x(¢) e y(¢) representam as populacdes das espécies presa e predadora, res-
pectivamente, e as constantes a, ¢, ¢ e Y assumem valores baseados em observagdes empiricas
e dependem das espécies analisadas.

Em relacdo a ordem, a equagdo diferencial serd classificada de acordo com a derivada

de maior ordem que aparece na equagao. Por exemplo
Y +2ey +yy =1t (3.4)
consiste em uma EDO de terceira ordem, com y = y(¢). De maneira geral, a equacdo
F(t,y,y,....y")=0 (3.5)

¢ uma EDO de ordem n.
Com relacdo a linearidade de equagdes diferenciais, elas podem ser classificadas em

equagoes lineares e equacdes ndo lineares. A equacgio (3.5) é uma equacdo diferencial linear

se F é uma fungdo linear das varidveis y, y/, ..., y(”). Por exemplo, a equacao
d’0 g
—+=senfB =0
dt? + L ’

que ¢ satisfeita pelo angulo 6 que um péndulo de comprimento L oscilando faz com a direcdo
vertical, ¢ uma EDO ndo linear devido ao termo sen 8, da mesma forma que (3.4), devido a

expressdo yy'. As EDP’s sdo classificadas de forma andloga.
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No que se refere as solugdes das equacdes diferenciais, uma solugdo da equagao

YW = fe,yy, oy,

que consiste em uma forma de escrever a equacgdo (3.5) com o intuito de evitar ambiguidades,
no intervalo o < < B, é uma fungdo y = ¢(r) tal que ¢'(r), " (¢), ..., ¢(")(¢) existem e
satisfazem

oM (1) = f(t,00),0'(1), ... , 0" V()), V 1 com a <1< B.

Logo, para verificar se uma determinada funcao € uma possivel solucdo para a equacdo diferen-
cial, basta substituir a fun¢do e suas derivadas na expressdo da equacdo analisada e constatar se
a mesma € ou nao satisfeita.

Visto que iremos, neste trabalho, analisar como as simetrias de Lie auxiliam na resolu-
cdo de EDO’s de primeira ordem, restringiremos nossa abordagem a conceitos relacionados as

mesmas.

3.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias de Primeira Ordem

Nesta se¢do discutiremos brevemente sobre os métodos de resolugdo de equagdes dife-

renciais ordindrias de primeira ordem

% =y =f(t.y), (3.6)
em que f € uma funcdo dada que depende de duas varidveis, ¢ € y, visto ndo existir método
geral para resolvé-las em termos de funcdes elementares para uma funcao arbitraria f. Como
ja mencionado, para que uma funcdo diferenciavel qualquer y = ¢(¢) caracterize uma solugio
para (3.6), ela deverd satisfazer essa equacdo para todo ¢ em algum intervalo.

Dentre as equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem, abordaremos as equagdes
lineares, as equagOes separdveis e as equacoes exatas, além de algumas condicdes que nos

permitem analisar a existéncia e a unicidade de solucdes. Para maiores detalhes, consultar

Boyce e DiPrima (2015).
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3.2.1 Equacoes Lineares

As equacdes lineares de primeira ordem sdo equacoes (3.6) em que a funcdo f depende

linearmente da varidvel dependente y. Dentre elas, temos equagdes do tipo

dy
= = b 3.7
7 ay+b, (3.7)

em que os coeficientes a e b sdo constantes dadas.

A equacdo linear de primeira ordem geral

dy B
o +p(t)y =g(1), (3.8)

na qual os coeficientes a e b foram substituidos pelas fungdes arbitrarias p(r) e g(¢) da varia-
vel independente ¢, estd representada na forma padrdo. Algumas vezes poderd ser encontrada

também na forma

P2 1000}y = GO), (3.9

em que P(t), Q(t) e G(t) sdo fun¢des dadas. Para P(t) # 0, (3.8) podera ser obtida de (3.9)
dividindo a dltima por P(t).

Em algumas circunstancias (3.8) poderd ser resolvida por integracao direta, quando a
expressao a esquerda do sinal de igualdade for uma combinagao linear de c;—); e y semelhante
a obtida na regra para a derivada de um produto no célculo. Quando isso nao for possivel,
poderemos determinar uma fungdo p(z) que, ao ser multiplicada a (3.8), a transformard em
uma equagdo que é imediatamente integravel. A fung@o p(7) é chamada de fator integrante.

Considerando a equagio (3.8) e multiplicando-a pelo fator integrante tL(¢) , teremos

w5+ 0Py = p(0)s(0). (3.10)

A expressdo a esquerda do sinal de igualdade em (3.10) devera satisfazer a derivada do produto

W (t)y, ou seja,

diu@)y] _\dy  du(r)
o RO Y
na qual
W _ eyp(e). (3.11)
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Logo, (3.10) torna-se

dt

que, ao ser integrada em ambos os lados em relacdo a ¢, resultard em

p(Oy = [ plglde+c.

com ¢ € R.

Para resolvermos (3.11), faremos

du(t)
dt
=p(1),
u()
que € equivalente a
dln|p(r)|
— > =p(t).
i p(1)
Integrando-a em relagdo a ¢, obteremos
In|u(t)| = /p(t)dt—l—c, (3.12)

com ¢ € R. Aplicando a exponencial em ambos os lados de (3.12), encontraremos

(r)| = el P0re,

Assim,

() = Fe€ el PO

Tomando a constante ¢ = 1, o fator integrante sera

e a solucdo de (3.8) serd dada por

1 .
y= W [/ejp(t)dtg(t)dl+C:| 5 (313)
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com ¢ € R. Em alguns casos, a integral presente em (3.13) pode ser calculada em termos de

func¢des elementares. Quando isso nao for possivel, a solugao geral da equacao (3.8) serd

.

il ’u<s>g<s>ds+c] ,

0

em que a varidvel de integracao foi denotada por s para distingui-la da varidvel independente ¢

e ty foi escolhido de forma conveniente para representar o limite inferior de integracdo.

3.2.2 Equacoes Separaveis

Quando a equagdo diferencial de primeira ordem

dy_

T = f(x.y) (3.14)

nao € linear, ndo existe um método especifico que se aplica a resolucdo de todas elas. Assim,
iremos nos deter aqui a equacdes de primeira ordem que podem ser resolvidas por integracdao
direta.

Primeiramente, iremos colocar (3.14) na forma

d
M(x,y) +N(x,y)£c = 0. (3.15)

Note que isso sempre é possivel, pois basta definirmos M(x,y) = —f(x,y) e N(x,y) = 1.

Quando M s6 depender de x e N s6 depender de y, (3.15) ficard da forma

d
M(x) +N(y)d—)yc =0. (3.16)

Tal equacio ¢ classificada como separdvel, porque, se descrita na forma diferencial
M(x)dx+N(y)dy =0, (3.17)

as parcelas envolvendo cada varidvel podem ser colocadas em lados opostos do sinal de igual-
dade e bastard integrar as funcdes M e N para que seja resolvida. Essa forma, além de ser mais

simétrica, ainda tende a diminuir a diferenga entre as varidveis dependente e independente.
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Para resolver (3.15), consideraremos as funcdes H; e H,, duas primitivas quaisquer de

M e N, respectivamente. Entao,

d d
o Hi(x) = M(x), d—sz(y)—N(y)
e (3.16) ficara
d d dy
—H — Hy(y) — =0. 3.18
e 1(X)+dy 200 74 (3.18)

Considerando y como fungao de x, pela regra da cadeia, teremos

d dy d dy d
—Hy)(y)—=—H(y) — = —H().
o 200) 7 a0 2(v) 7= = -H2 ()
Logo, podemos reescrever (3.18) como
d
T (Hi(x)+Ha(y)) = 0. (3.19)
X
Integrando (3.19) em relagcdo a x, obteremos
Hy(x)+Hy(y) = c, (3.20)

com ¢ € R uma constante arbitrdria. Qualquer funcdo diferencidvel y = ¢(x) que satisfaca
(3.20) sera uma solugdo, dada de forma implicita, de (3.16). Na prética, (3.20) é obtida, ge-
ralmente, integrando-se o primeiro termo de (3.17) em relacdo a x e o segundo em relacdo a
y.

A equagdo (3.16) com a condig¢do inicial

y(x0) = yo

constituem um PVI. Para resolvé-lo, basta determinarmos o valor apropriado para a constante ¢

em (3.20), substituindo os valores x = xg e y =y, que resultard em

c=H; (X()) -I-Hz(y()).
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Reescrevendo (3.20) com esse valor de ¢ e observando que

x Y

M(s)ds e Ha(y)—Ha(yo) = /y N(s)ds.

0

Hl(x) —Hl(xo) = /x

0

obteremos

/ " M(s)ds + / "N(s)ds =0. (3.21)

X0 Y0
A equacdo (3.21) constitui uma representacio implicita da solu¢do da equacdo (3.16) que sa-
tisfaz a condigdo inicial y(xg) = yo. Para obtermos a soluc¢éo na forma explicita, algo que nem

sempre € possivel analiticamente, basta resolvermos (3.21) para y como fung¢do de x.

3.2.3 Equacoes Exatas

Seja a equagdo diferencial
dy
M(x,y) +N(x,y) o 0. (3.22)

Supondo que possamos identificar uma fung¢ao y/(x,y) tal que

d d
S =M(ny) e Th(ey) =N(xy) (3.23)

e também que Y(x,y) = ¢ defina y = ¢ (x) implicitamente como uma fun¢ao diferencidvel de x,
entao

dy o 0 d
M(x,y)—i—N(x,y)d—y a—w—i—a—wd—y d—W(X‘P(X))-

Logo, por (3.22),
d
TV 0() = (3:24)

Assim, (3.22) é classificada como uma equacgdo diferencial exata e suas solug¢des, que também

satisfazem (3.24), sdo obtidas implicitamente por

v(x,y) =c,

com ¢ € R uma constante arbitrdria.
Quando nao pudermos identificar tdo facilmente se uma dada equacgdo diferencial é

exata, pOdeOS recorrer ao teorema:
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oM JdN
Teorema 2. Suponha que as fungoes M, N, —(x,y) e a—(x, y) sejam continuas em uma
X

dy
regido retangular R: o < x < 3, y <y < 8. Entdo

dy
M(xay) +N(X,y) E =0

é uma equacdo diferencial exata em R se, e somente se,

oM JdN

em cada ponto de R. Ou seja, existe uma funcdo y(x,y) que satisfaz

aa—l)'l:(x,y):M(x,y) e aa_l;l},(xv)’):N(x’y)

se, e somente se, M e N satisfizer (3.25).

O teorema 2 ndo serd demonstrado, podendo Boyce e DiPrima (2015) ser consultado
para maiores esclarecimentos a respeito do mesmo.

Para determinarmos a fun¢do y(x,y), basta tomarmos uma das equagdes (3.23), por
exemplo

W (x.3) = M(x.y)

e integrarmos em relacdo a x. Logo, obteremos

v(x,y) = 0(x,y) +h(y), (3.26)

na qual Q(x,y) = /M(s,y)ds. Como y(x,y) satisfaz

d
5y (00) =Nx),
temos
d dh
2 )+ L2 = N, 6.

Simplificando e integrando (3.27) em relacdo a y obteremos % e, consequentemente, determina-

remos y(x,y).
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3.3 Existéncia e Unicidade de Solucoes

Para equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem lineares, as questdes sobre a
existéncia ou ndo de solugdes para um problema de valor inicial e, se caso existirem, se sdao

Unicas ou nao, sao respondidas pelo teorema fundamental:
Teorema 3. Se as fungdes p e q sdo continuas em um intervalo aberto I: o <t < B contendo
o0 ponto t = ty, entdo existe uma tinica funcdo y = ¢(t) que satisfaz a equacdo diferencial

Z—f +p(t)y = g(t)

para cada t em I e que também satisfaz a condigdo inicial

y(to) = Yo,

em que Yo é um valor inicial arbitrdrio dado.

Vale ressaltar que o teorema 3 garante tanto a existéncia, quanto a unicidade da solugdo
do problema de valor inicial. Ele afirma que a solugdo existe em qualquer intervalo /, con-
tendo o ponto inicial 7y, no qual os coeficientes p(t) e g(¢) sdo continuos. Caso um deles seja
descontinuo em certos pontos, a solucdo pode ser descontinua ou deixar de existir.

No que diz respeito as equacdes diferenciais de primeira ordem nao lineares, as questdes

pontuadas anteriormente sdo esclarecidas pelo teorema geral:

Teorema 4. Suponha que as funcoes f e 8_f sdo continuas em algum retdngulo o < t < J3,
y

Y <y < 0 contendo o ponto (ty,yo). Entdo, em algum intervalo to —h <t < to+ h contido em

o <t < B, existe uma tinica solugdo do problema de valor inicial

dy

E_f(tvy)7 y<t0):y0-

Vale ressaltar que as condi¢des estabelecidas pelo teorema 4 sdo suficientes, mas nao
necessdrias, para garantir a existéncia de uma tunica solu¢io do problema de valor inicial em
algum intervalo ) — h <t <ty + h. A existéncia de uma solu¢do, mas ndo sua unicidade, pode

ser estabelecida supondo-se apenas a continuidade de f.
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Analisando do ponto de vista geométrico, uma consequéncia das condi¢des impostas
pelos teoremas 3 e 4 é a de que os gréficos de duas solucdes nao podem se intersectar, pois,
se 1sso ocorresse, existiriam duas solugdes satisfazendo a condi¢do inicial correspondente no
ponto de interse¢do, contrariando as conclusdes dos teoremas.

Ambos os teoremas ndao foram demonstrados, podendo Boyce e DiPrima (2015) ser

consultado para maiores esclarecimentos a respeito dos mesmos.
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4 GRUPOS DE LIE

Daremos énfase, baseados em Barata (2022), aos grupos de Lie matriciais apresentando
conceitos relacionados aos mesmos, dentre eles aspectos algébricos e topoldgicos de grupos de

matrizes.

4.1 Topologias

Uma cole¢@o T de subconjuntos de X, ou seja, T C P(X), é dita ser uma topologia em

X se satisfizer:
)bdeteXer;
i) Se Aete BeET,entioANBE T,

iii) Se I é um conjunto arbitrario de indices e Ay € 7, VA €1, entdo |Jy; A, também é

um elemento de 7.

Assim, um conjunto X dotado de uma topologia 7 € dito ser um espaco topologico.
Em outras palavras, um espaco topolégico é um par (X, T)noqual X #0 e 7 C P(X) é uma
topologia em X.

Um espaco topoldgico X dotado de uma topologia 7 € dito possuir a propriedade de
Hausdorff se, para quaisquer pontos distintos x,y € X, existirem dois abertos Ay,Ay € 7 tais
que x€Aye yc€Ay, mas AyNAy = 0. Um espago topoldgico que possui essa propriedade €
dito ser um espaco Hausdorff ou do tipo Hausdorff.

Para mais esclarecimentos, consultar Barata (2022, cap. 27) e Barata (2022, cap. 30).

4.2 Variedades Diferenciaveis

Definicao 13. Uma variedade diferencidvel real de dimensdo n é um espaco topologico Haus-
dorff segundo-contdvel V dotado de uma familia de abertos § = {Uqy, o0 € A}, com A consis-
tindo em um conjunto de indices usados para rotular os elementos de F, possuindo as seguintes

propriedades:
i) V=Ugea Ua;

ii) Para cada Uy € F existe um conjunto aberto Cy de R" e uma bijecdo continua com

inversa continua ¢¢ : Uy — Cq;
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iii) VUq,Ug € F, com Uy NUg # 0, a fungdo

9a 095" 9p (UaNUp) — 9 (UaNUp),

denominada de fungdo de transicdo, é infinitamente diferencidvel como funcdo de (um

subconjunto de) R" em R".

Uma variedade analitica complexa de dimensdo n € definida de forma analoga, bas-
tando substituir R"” por C” e, na defini¢do 13 iii), a condi¢do de diferenciabilidade infinita por
analiticidade.

Variedade, que teve o conceito inspirado na no¢do de superficie em conjuntos como R”
e C", ndo se restringe a conjuntos de pontos, como o sdo as superficies de R”, podendo ser
também conjuntos de outros tipos de objetos, como fungdes, curvas, vetores, matrizes, etc. A
ideia intuitiva basica em torno de seu conceito € que a mesma representa uma colecao continua
de objetos que podem ser rotulados por sistemas de coordenadas de tal forma que possamos, ao
menos localmente, manipular essas coordenadas de modo (infinitamente) diferencidvel, como

se pode fazer em R". Para maiores detalhes, consultar Barata (2022, cap. 22).

4.2.1 Grupos Topologicos

Seja G um grupo. Para cada g € G podemos definir as fungdes A, : G — G, pg: G — G
einv:G— G por Ag(h) := gh, pg(h):= hg, que representam a multiplicagdo a esquerda e a

direita por g, respectivamente, e inv(h) := h~!.

Definicao 14. Um grupo G é dito ser um grupo topologico em relacdo a uma topologia T

definida em G se, nessa topologia, a fungdo inv e todas as fungoes Ay e p, forem continuas.

Mais precisamente, um grupo topoldgico € formado por um grupo G e uma colecio ‘B
de subconjuntos de G, B C P(G), satisfazendo as condi¢des que definem um espaco topold-

gico:
i) 0eBe Ge'B;

i) Se AeBeBeB, entio ANB € B;

iii) Se I € um conjunto arbitrrio de indices e Ay € B, VA €1, entdo |J;; A, também

¢ um elemento de B, de forma que, V O € B, as imagens inversas inv ™" (0), ),g_l (O)e

Py 1(0),V g € G, sio igualmente elementos de B.
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Os elementos de B s@o os conjuntos abertos de G. Um conjunto F C G € dito ser
fechado se seu complementar G\ F for aberto.

Faremos uma breve apresentacao de alguns conceitos relacionados a grupos topologicos,
com o intuito de auxiliar na compreensao de outros que serdo abordados no decorrer do capitulo.

Seja G um grupo topolégico. Para U C G e g € G, definimos

gU:={x€G | x=gu paraalgumu c U}

Ug:={x€G | x=ug paraalgumu € U}.

Grupos Topolégicos Conexos e Desconexos

Um grupo topoldgico H € dito ser desconexo se for a unido disjunta de dois conjuntos A

e B, ambos ndo vazios e simultaneamente abertos e fechados. Ou seja,
H=AUB, com ANB=0e A#0, B+#0,

onde A e B sdo abertos e fechados. Um grupo topolégico H € dito ser conexo se ndo for
desconexo.

Sejam H um grupo topolégico e G C H um subgrupo de H. Dizemos que G é um
subgrupo topologicamente aberto de H (ou simplesmente subgrupo aberto de H) se G for um
subconjunto aberto de H. De forma andloga, dizemos que G € um subgrupo topologicamente
fechado de H (ou simplesmente subgrupo fechado de H) se G for um subconjunto fechado de
H.

Nesse contexto:

Proposicao 15. Sejam H um grupo topologico e G um subgrupo aberto de H. Entdo, G é

igualmente um subgrupo fechado de H.

Demonstraciio: Seja ¢’ € G, sendo G o fecho de G. Entdo, se Uy ¢é qualquer aberto
de H que contém g’ , tem-se Uy NG # 0 (Barata, 2022, cap. 27, Proposi¢do 27.8). Vamos
escolher cuidadosamente um tal aberto U,. Seja U, um aberto de H que contém a identidade.
Como G ¢ aberto, V = U, NG ¢é igualmente aberto. Escolhemos Uy =g'V:={x€H |x=

g'v paraalgum v €V }. Entdo, como Uy NG # 0 existe algum elemento g € G que é também
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elemento de Uy, ou seja, g = g'v para algum elemento v € V. Mas isso implica que g’ = gv L.

Agora, veV =U,NG C G e, portanto, g’ € G por ser o produto de dois elementos de G, que

¢ um grupo. B

Proposicao 16. Sejam H um grupo topologico conexo e G um subgrupo aberto de H. Entdo,

G=H.

Proposicao 17. Sejam H um grupo topoldgico conexo e U um aberto de H que contém a

identidade e que seja tal que, ¥ u € U, tem-se u~' € U. Entdo,

H=JU",

n=1
onde U' :=U eU":={ x€H | x=u, ... uj, com ;€U ei=1,...,n}paran>1.

Informalmente, a proposi¢dao 17 afirma que se H € um grupo topolégico conexo, entao
qualquer aberto U que contém a identidade gera o grupo H, ou seja, todo elemento de H pode
ser escrito como o produto finito de elementos de U. Vale notar que, como a identidade e é um
elemento de U, decorre da proposi¢do 17 que U ! cU", ¥V n> 1.

Seja H um grupo topolégico. Dizemos que uma cole¢do de conjuntos abertos A, C H,

A € A, é um recobrimento de H se

H=[]A;.
AeA

Um grupo topoldgico € dito ser compacto se possuir a seguinte propriedade: para todo
recobrimento A; C H, A € A, de H existir uma quantidade finita A, , ... , Ay de conjuntos

abertos que também € um recobrimento de H:

H:-A/'LIU .o UAy.

n

Assim:

Proposicao 18. Seja H um grupo topologico conexo e compacto e seja U um aberto de H que

contém a identidade e que seja tal que ¥ u € U tem-se u~' € U. Entdo, existe um n tal que
H=U",

ou seja, todo elemento de H é obtido por um produto de no mdximo n elementos de U.
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Para maiores detalhes a respeito tanto das proposi¢des anteriores, quanto de suas de-

monstragoes, consultar Barata (2022, cap. 22).

Continuidade Uniforme de Fun¢oes em Grupos Topolégicos

Seja G um grupo topolégico. Uma fungdo f : G — C é dita ser uniformemente continua
se, para cada € > 0, existir uma vizinhanga aberta Ve do elemento neutro de G tal que |f(g) —
f(h)| < & sempre que g,h € V.

Logo:

Proposicao 19. Seja G um grupo topologico. Seja fi : G — C uma funcdo uniformemente
continua e seja f> : G — G uma fungdo continua com f>(e) = e. Entdo, a fun¢do composta

fiofo: G— C é uma funcdo uniformemente continua.

A proposi¢ao 19 ndo serd demonstrada. Para maiores detalhes consultar Barata (2022,

cap. 22).

4.3 Grupos de Lie

Um grupo topoldgico que, enquanto espago topoldgico, seja uma variedade real diferen-
cidvel (ou complexa analitica) € dito ser um grupo de Lie real (ou complexo) se as operacoes

de multiplicacdo a direita e inversdo forem infinitamente diferenciaveis (ou analiticas).

4.3.1 Grupos de Lie Matriciais

Iniciaremos nossa abordagem sobre os grupos de Lie matriciais analisando o grupo
GL(n, K), com K =R ou C, o conjunto de todas as matrizes inversiveis de ordem n X n sobre
K, também denominado de grupo linear real ou complexo de grau n, respectivamente. Para fa-
cilitar nosso estudo, sempre que nos referirmos a K, no decorrer do presente capitulo, estaremos
considerando o conjunto R ou C, especificando quando algo se aplicar a apenas um deles.

A topologia métrica de Mat(n, K), o conjunto de todas as matrizes de ordem n X n
sobre K, pode ser introduzida naturalmente em GL(n, K), visto que GL(n, K) C Mat(n, K),
definindo, para A,B € GL(n, K), a métrica d(A,B) = |A — B||, sendo || - || a norma operatorial
de Mat(n, K). Assumiremos, sem demonstrar, que GL(#, K) é um conjunto aberto e denso de

Mat(n, K) e que SL(n, K) é um subconjunto fechado de Mat(n, K), sendo SL(n, K) o grupo
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especial constituido pelos elementos A € Mat(n, K) tal que det(A) = 1. Para maiores detalhes,
consultar Barata (2022, cap. 22).

GL(n, K) é um grupo de Lie pelo fato de ser tanto um grupo topoldgico, pois o produto
e a inversdo de matrizes em GL(n, K) sdo operagdes continuas, quanto uma variedade analitica,
pois o produto e a inversio sio analiticos. Sua dimensdo é n?.

No que se refere a SL(n, K), que, pelo fato de ser um subconjunto fechado de Mat(n, K),

¢ um subgrupo fechado de GL(n, K), também sera classificado como um grupo de Lie devido

ao teorema:

Teorema 5. Se H é um subgrupo topologicamente fechado de GL(n, K) (na topologia métrica
induzida de GL(n, K)), entdo H é também um grupo de Lie (na topologia métrica induzida de

GL(n, K)).

O teorema 5 nao serd demonstrado, podendo Barata (2022, cap. 22) ser consultado para

maiores detalhes.

4.3.2 Grupos Associados a Formas Bilineares e Sesquilineares

Para os grupos de invariancia de formas bilineares e sesquilineares definidas em espacos
vetoriais de dimensao finita, os grupos Q(R”", w4) e Q(C", ), que mantém invariantes, res-
pectivamente, a forma bilinear real @y (u,v) := (u, Av)g, com u,v € R" ¢ A € Mat(n,R), e a
forma sesquilinear @y (u,v) := (u, Av)c, com u,v € C" e A € Mat(n, C), assim como para seus
subgrupos, considerados especiais, de matrizes com determinante igual a um, sendo denotados

por SQ(R", wy) e SQ(C", wy), respectivamente, vale:

Proposicao 20. Os grupos Q(R", wy), Q(C", wy), SQ(R", w4) e SQ(C", w4), com det(A) #
0 e que mantém invariantes as formas bilineares e sesquilineares definidas por A, sdo subgru-

pos topologicamente fechados de GL(n,K) e, portanto (pelo torema 5), sdo grupos de Lie.

A proposi¢do 20 nao serd demonstrada. Para maiores detalhes, consultar Barata (2022,
cap.22).
Apresentaremos exemplos de alguns grupos relevantes que mantém invariantes as for-

mas bilineares e sesquilineares:
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i) Os grupos O(n) e SO(n): quando tivermos wu (u,v) := (u, v)gr, no qual A =1, o grupo

Q(R", @y ) serd denotado por O(n), o grupo das matrizes ditas ortogonais de ordem n x n,

dado por

O(n):={MeGL(n,R), M ' =M"}.

Se M € O(n), tem-se que MM' = 1. Dai, 1 = det(1) = det(MMT) = det(M) det(M”) =

(det(M))*. Logo, para M € O(n), vale det(M) = +1.

O grupo O(n) possui um subgrupo
SO(n):={M e GL(n,R), M~' =M" ¢ det(M) =1},

denominado grupo ortogonal especial.

Os grupos SO(n) sdo generalizagdes de rotagdes do espago tridimensional para o espago

n-dimensional.

Os grupos O(p, n) e SO(p, n): quando tivermos @(u,v) = (u, n(p, n)v)r, considerando

RP*" com p,n € Ny, sendo Ny o conjunto dos niimeros naturais incluindo o zero, no qual

N(p, n) é a matriz diagonal

n(p,n):

4.1)

com p elementos +1 e n elementos —1, o grupo Q(RP™ @) serd denotado por O(p, n)

com

O(p,n):={MeGL(p+n, R), M =n(p,n)M" n(p,n)}.

Se M € O(p, n), tem-se que M1 (p, n)M' n(p, n) = 1. Dai,

1 =det(1) = det (M (p, n) MT 1(p, n)) = det(M) det(M") (det(n(p, n)))* = (det(M))*.
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Logo, para M € O(p, n), vale det(M) = +1.

O grupo O(p, n) possui um subgrupo

SO(p,n) :={M € GL(p+n,R), M= n(p,n)M' n(p,n)e det(M)=1}.

iii) Os grupos ortogonais complexos: sejam o espago vetorial complexo C” e a forma bili-
near em C": @(u,v) = (u, V)r = ujvy + ... + upv,, para vetores u = (uy, ... ,u),v =
(viy ... ,vn) € C". O grupo ortogonal complexo, denotado por O(n, C), é o grupo das

matrizes complexas que mantém essa forma bilinear invariante:

O(n,C) = {MeGL(n,C), o(Mu,Mv)=w(u,v), Yu,veC"}

= {MecGL(n,C), M =M1},

Se M € O(n, C), entdo det(M) = £1. Dai, podemos definir o subgrupo de O(n, C)
SO(n, C):={M cGL(n,C), M =M'e det(M)=1},
denominado de grupo ortogonal especial complexo.

Grupos Unitarios

i) Os grupos U(n) e SU(n): considerando C" e wy a forma sesquilinear associadaa A =1,
ou seja, w4 (u,v) = (u, v)c, o grupo Q(C", wy) serd denotado por U(n), o grupo das

matrizes ditas unitarias de ordem n x n, dado por
U(n):={U eGL(n,C), U ' =U"},

sendo U* = UT a matriz adjunta de U, que corresponde a matriz conjugada da matriz

transposta de U. Seus elementos sdo definidos por (U*);; = Uj;.

Se U € U(n), tem-se que UU* = 1. Dai,

1 = det(1) = det(UU*) = det(U) det(U*) = det(U) det (W) -

det(U) det(UT) = det(U) det(U) = |det(U)|*.
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Logo, para U € U(n), vale |det(U)| = 1.

O grupo U(n) possui um subgrupo
SU(n):={U €GL(n,C), U ' =U*e det(U) =1},

denominado grupo unitdrio especial.

ii) Os grupos U(p, n) e SU(p, n): quando tivermos ®(u,v) = (u, N(p, n)v)c, considerando
CP*t com p,n € Ny, e N(p, n) a matriz diagonal definida na expressdo (4.1), o grupo

Q(CP, @) serd denotado por U(p, n) com
U(p,n):={U €GL(p+n, C), U~ =n(p, ) U n(p,n)}.
Se U € U(p, n), tem-se que Un(p,n)U*n(p,n) =1. Dai,

I = det(1) = det (U n (p, n)U* n(p, n)) =
det(U) det(U*) (det(n(p, n)))* = det(U) det (W) -

det(U) det(UT) = det(U) det(U) = |det(U)|*.

Logo, para U € U(p, n), vale |det(U)| = 1.

O grupo U(p, n) possui um subgrupo

SU(p,n):={U €GL(p+n,C), U ' =n(p,n)U*n(p,n) e det(U) =1}.

Grupos Simpléticos

Grupos simpléticos sao grupos que mantém invariantes formas simpléticas, ou seja, for-

mas bilineares alternantes (ou antissimétricas) e ndo degeneradas. Assim, uma forma simplética

¢ uma forma bilinear para a qual 0 (u,v) = —w(v, u), Vu,v € £, com € um espago vetorial sobre

os reais ou sobre os complexos, de modo que se @(u,v) =0, Vv € &, entdo u = 0.

Para & =R?" ou C?", toda forma simplética @ € da forma

o(u,v) = (u, Av)gr
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onde A é uma matriz (2n) x (2n) antissimétrica, AT = —A, e inversivel, det(A) # 0.

Dentre as matrizes que possuem essas caracteristicas, destacam-se as seguintes

0 1
Jop 1= , 4.2)

-1 0
nas quais 1 e 0 sdo a matriz identidade e a matriz identicamente nula de ordem n X n, respecti-
vamente. As matrizes (4.2) sdo antissimétricas, JzTn = —Jy,, € inversiveis, Jz_n1 = —Jp,, sendo

ainda det(J»,) = 1. Dessa forma, as matrizes J,, definem formas simpléticas em R ¢ C?".

Assim, especificamos 0s grupos

Sp(2n,R) :={ A € GL(2n, R), AT Jp,A =1Jr,}

Sp(2n, C) :={ A € GL(2n,C), AT Jr,A= 1},

com n € N, como os grupos compostos pelas matrizes inversiveis de Mat(2n, R) e Mat(2n, C),
respectivamente, que matém invariante a forma simplética @(u,v) := (u, Jo,v)r definida em
R?* e C?". Os grupos Sp(2n, R) e Sp(2n, C) sdo denominados de grupo simplético real e
grupo simplético complexo, sendo seus elementos denominados de matrizes simpléticas reais
ou complexas. Ambos recebem também a denominacdo de grupos simpléticos ndo compactos,
para distinguirem-se de certos grupos compactos.

Vale ressaltar que,
i) Pelo fato de Mat(2n, R) ser um subespaco real de Mat(2n, C), Sp(2n, R) < Sp(2n, C);

ii) Se A € Sp(2n, K), entdo AT € Sp(2n,K) e A € Sp(2n, K), pois Jp, é uma matriz real,

consequentemente, A* € Sp(2n, K);

iii) A condicio AT Jy,A = Jp,, com A* € Sp(2n, C), implica (det(A))* = 1 e, portanto,

det(A) = £ 1. Porém, apenas det(A) = 1 é admissivel em grupos simpléticos;

iv) O fato que det(A) = 1,V A € Sp(2n, C), significa que Sp(2n, C) < SL(2n, C). Quando
n=1, vale Sp(2n, C) = SL(2n, C). No caso n > 2, Sp(2n, C) é um subgrupo préprio de
SL(2n, C).



47
Para mais detalhes a respeito dos grupos simpléticos real e complexo, consultar Barata

(2022, cap. 21).

4.4 Subgrupos Uniparamétricos e seus Geradores Infinitesimais

Antes de apresentarmos o conceito de subgrupo uniparamétrico, vamos enunciar uma

definicdo mais geral:

Definicao 15. Um grupo é denominado de grupo continuo de r-pardmetros quando todos os

seus elementos dependem de pardmetros reais ty, no qual A =1, ... ,r.

Para matrizes, os subgrupos uniparamétricos, importantes na teoria dos grupos de Lie,

sdo definidos como:

Definicao 16. Um subgrupo uniparamétrico de GL(n, K) é um homomorfismo continuo do
grupo (R, +) em GL(n,K). Em outras palavras, é uma fun¢cdo que a cada t real associa

continuamente um matriz inversivel y(t) de modo que

Y6 y(e') = y(t+1")

Vit,t' € R. Assim, tem-se y(0) = 1.
A relevancia dos mesmos reside na seguinte proposi¢ao:

Proposicdo 21. Seja y: R — GL(n, K) um subgrupo uniparamétrico continuo. Entdo, existe
uma matriz M € Mat(n, K), univocamente definida, tal que y(t) = ¢, ¥t € R. Esse fato, em
particular, mostra que 'y € real-analitica ( e, portanto, diferencidvel) e que M = ¥ (0). A matriz

M é dita ser o gerador infinitesimal do subgrupo uniparamétrico 7.

Para mais detalhes a respeito da proposi¢do 21, que ndo serd demonstrada, consultar

Barata (2022, cap. 22).

Definicio 17. A proposicdo 21 afirma que todo subgrupo uniparamétrico continuo de GL(n, K)
é da forma ™ para alguma matriz M € Mat(n, K). Essa matriz M é denominada de gerador

infinitesimal do subgrupo uniparamétrico em questdo.

Definindo o produto [A, B] = AB — BA, para A, B € Mat(n, K) e AB o produto usual de

matrizes, o0 denominamos de comutador de A e B. Logo, temos:
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Teorema 6. Os geradores infinitesimais {M;}, com 1 =1, ... ,r, de qualquer grupo de Lie,

satisfazem as relagdes

(Mo, Mg| = Cgﬁ My,
como,B=1,...,r noqual CZC B sdo chamadas as constantes de estrutura do grupo de Lie.

Sobre as constantes de estrutura, temos:

Teorema 7. As constantes de estrutura de um grupo satisfazem a seguinte rela¢do

u \4 U \4 u ~v

com p,o,V, i, =1,2, ..., r.

Os teoremas 6 € 7 ndo serdo demonstrados. Para mais detalhes, consultar Bassalo e

Cattani (2008, p. 82) e Bassalo e Cattani (2008, p. 85), respectivamente.



49
5 GRUPOS DE LIE E EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS

Levando em consideragdo tudo que foi exposto até o presente momento, neste capitulo
iremos, baseados em Pinto, Silva e Santos (2019)!, apresentar um método que consiste basica-
mente em, através de uma mudanca de coordenadas, determinar, de um modo mais pratico, a
solucdo de equagdes diferenciais por meio de simetrias. Esse método integra uma teoria, apre-
sentada pelo matematico noruegués Sophus Lie, que se assemelha ao que Abel e Galois fize-
ram para equagdes algébricas, ao desenvolverem uma estratégia para classifica-las e resolvé-las
utilizando teoria de grupos, que, além de unificar os demais procedimentos existentes para a

resolucao de equacdes diferenciais, ainda os estende.

5.1 Simetrias

Conforme o exemplo vii), apresentado no capitulo 2, podemos compreender como si-
metria de um objeto geométrico a transformacdo cuja acdo mantém o objeto aparentemente
inalterado. Quando essa transformacao levar cada ponto em si mesmo, serd denominada de
simetria trivial.

As simetrias de objetos geométricos se submetem a certas restricdes. Denotando por I'
uma simetria de um objeto geométrico, ! caracterizara a sua inversa que, além de ser Unica,
¢, por si sO, uma simetria; e I'o 1 a fungdo composta de 1" com !, ird manter o objeto
inalterado.

Sao propriedades de uma simetria:
i) preserva a estrutura do objeto;

i1) € um difeomorfismo ( C*), ou seja, uma aplica¢do diferencidvel suave com inversa tam-

bém diferenciavel;
iii) € uma transformacio que mapeia o objeto em si mesmo (Condicdo de simetria).

J4 para equagdes algébricas, analisando o gréfico de f(x) = x?, podemos notar que ele

é simétrico em relagdo a reflexdo em torno do eixo y, o grifico de g(x) = x°, por sua vez, é

! Produzido pela tradugio livre e adaptagio das obras de HYDON, Peter E. Symmetry Methods for Dife-
rential Equations: A Beginner’s Guide, Cambridge University Press, 2000; STARRETT, John. Solving
Diferential Equations by Symmetry Groups, The American Mathematical Monthly, 114(9), 2007, p.
778-792 e YAP, Shirley Llamado. Diferential Equations — Not Just a Bag of Tricks!, Mathematics
Magazine, 83(1), 2010, p. 3-14.
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simétrico em relacdo a origem e o de A(x) = sen(x) é simétrico em relagdo a uma translagdo
horizontal de 27. Nestes casos, as transformagdes do plano (reflexdes e translagdes) sdo exem-
plos de simetrias que levam o grafico das fun¢des em si mesmo. Em geral, dada uma fun¢do
f:R — R, uma simetria de f é uma aplicagio continua do R? em R? que leva o grifico de f
em si mesmo e possui uma inversa continua. Para f : R — R, uma simetria de f é uma trans-
formacio definida em R? que associa a qualquer ponto (x,v,z), com x,y,z € R, satisfazendo
z= f(x,y), um outro ponto de R* que satisfaz a mesma equacio, e assim por diante.
Considerando a transformacio I's : R? — R?, dada por I'¢(x,y) = (ex,€%y), V& € R,
temos que I'e é uma simetria de y = x?, pois se (a,b) é um ponto no grafico, temos que &2b =

2, mostrando que T'¢(a,b) = (ea,&?b) também pertence ao grifico. A Figura 5.1

£2a’ = (&a)
ilustra o comportamento desta simetria para valores especificos de €. Se € representar o tempo,
as letras e as curvas na Figura 5.1 permitem-nos acompanhar o movimento de pontos do plano

sob a acdo dessas simetrias em varios instantes de tempo.

Figura 5.1 — Acio da simetria e (x,y) = (ex, €2y)

I

k‘
AN

L
10 0.3 [ 0.3 10 10 0.5 o0

(a) e=10 (b) e=10,3
Fonte: Pinto, Silva e Santos (2019, p. 71).

Diferentemente do tridngulo equildtero, que admite uma quantidade finita de simetrias,
como Vvisto no exemplo vii) capitulo 2, existem objetos que admitem um conjunto infinito das
mesmas. Um exemplo é a simetria do circulo unitirio x>+ y> = 1 dada por T : (x,y) —
(x,y) = (xcose —yseng, xsen€+ycosg), com € € (—x, x, ilustrada na Figura 5.2.

Reescrevendo-a em termos de coordenadas polares, teremos s : (cos 6, sen 6) — (cos(6 +
€), sen(0 +¢€)). A transformagado é uma rotacdo por € em torno do centro do circulo. Ela pre-
serva a estrutura do circulo e € suave e invertivel, com a inversa sendo dada por I'_¢.

O conjunto infinito de simetrias I'¢ € um exemplo de grupo de Lie a 1-pardmetro, uma

classe de simetrias que permite a constru¢do de solucdes exatas de muitas equacdes diferenciais.
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Figura 5.2 — Rotag¢@o do circulo unitario

0+e

Fonte: Da autora (2023).

5.1.1 Simetrias de Equacoes Diferenciais

No que se refere as equacdes diferenciais, queremos que as simetrias preservem suas
solugdes.

Considerando a EDO
dy
dx

0, 5.1
o conjunto de todas as suas solu¢des é constituido por retas paralelas ao eixo x, ou seja y(x) =
¢, V ¢ € R, que cobrem o plano xy, como ilustrado na Figura 5.3. Logo, qualquer simetria
de (5.1) deverd, obrigatoriamente, levar uma solugdo particular em uma outra. Portanto, pela
propriedade iii), o conjunto das solu¢des no plano xy deve ser indistinguivel de sua imagem no
plano xy. Assim, deveremos ter

dy

d
o 0 quando d_fc =0.

Sado exemplos de simetrias para (5.1):

1) simetria de escalas: para um nimero real € qualquer, a aplicacdo

Te:(x,y)— (X, 9) = (x, €y) (5.2)

leva retas horizontais em outras retas semelhantes. Qualquer uma destas transformagdes,
com € # 0, pode aumentar ou diminuir a distdncia entre as retas, mas ndo altera sua
inclinagdo. No plano Xy as retas permanecem paralelas ao eixo x, de modo que o conjunto

de solugdes € preservado.
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Figura 5.3 — Algumas solugdes de y) =0

Fonte: Pinto, Silva e Santos (2019, p. 72).

i1) translacoes: que podem ser tanto na dire¢do do eixo x, quanto do eixo y, sendo a primeira
definida por
Le:(x,y) = (%, 9) = (x+&,y) (5.3)

e a segunda por

Te:(x,y)—= (X, y)=(x, y+e). (5.4)

Logo, dada uma EDO de primeira ordem, pretendemos encontrar um método geral para
determinar um sistema de coordenadas no qual a equagao torna-se separavel e possa ser resol-
vida por integragdo direta.

Grupos de Lie

Descrevendo, de uma maneira mais formal, o que foi discutido a respeito de grupos de

Lie no capitulo anterior, apresentamos a seguinte defini¢do:

Definiciio 18. Um conjunto G de transformagoes T'e em R? que dependem continuamente do

pardmetro €, onde € € R, é um grupo a 1-pardametro se
i) I'e é uma bijecdo;
ii) FSOF6 == F8+5’ \V/ 8,5 < R;

iii) apenas para € =0, temos I'c = I (identidade);
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iv) para cada &€, apenas para 6 = —¢€, tem-se I'col's =Ty =1

Considerando a EDO de primeira ordem

dy _

e o(x,y) (5.5)

e um grupo G de transformacdes a 1-parametro I'e

(557 y\):FS(x7y):3:(x7ya 8)7 (56)

temos:

Definicao 19. Um grupo G de transformagées a 1-parametro (5.6) é um grupo de simetrias da
equacdo diferencial (5.5) se o conjunto de solucoes de (5.5) é invariante sob a acdo do grupo

G. Isto é, cada elemento de G permuta o conjunto de solucoes de (5.5).

Se G € um grupo de simetrias de (5.5) e F em (5.6) € infinitamente diferencidvel com
respeito a x e y e analitica com respeito a €, entdo G é um grupo de Lie a 1-parametro (ou
transformacdo pontual de Lie). Seus elementos sdo denominados de simetrias de Lie.

Como exemplo, temos a aplicagdo (5.2) que consiste em uma simetria, para cada &€ fixo,
para (5.1) e satisfaz todas as propriedades de grupos de simetria de Lie. As demonstragdes, que

ndo serdo apresentadas, podem ser consultadas em Pinto, Silva e Santos (2019, p. 74).

5.1.2 Condic¢ao de Simetria

Seja y(x) uma solucdo da EDO de primeira ordem (5.5). Uma simetria para esta equagdo

N

leva a solugdo y(x) a uma outra solu¢ao y(x), pois (x, y) — (x, ¥). Logo, y(x) também ¢é

solucdo de
dy o
—=0x,y). 5.7
== 07) (5.7)
) dy . y
Vamos analisar como —— se relaciona com — .
dx dx
Temos que
F=Rxy) e =3 y(x) (5.8)
e também

y=y® e y=y&(x yx))). (5.9)
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Da segunda igualdade de (5.8), teremos

dy dx dydy dy

A A 5.10
dx dx dy dx dx (5.10)
e, da segunda igualdade de (5.9),
dy dy [dx dx 0x dy
|\ TR 5.11
dx dx {Bx d)c+ dy dx .11
Igualando (5.10) e (5.11), obteremos
95 ydy _ dy [9F 9% dy
ox dydx  dx |dx dy dx
95 93 dy
dy _ 0dx dydx _Diy
dx 8_)?+8_)?@_Dx)?’
dx dy dx
sendo
d dy d
Dy=—+—— 5.12
T ox + dx dy (5.12)
denominado de operador derivada total.
Reescrevendo (5.7) utilizando (5.12), obteremos
@\_f_ d_y @\ et dy .
~ D ~ & —yy
D _Dey _ox dxdy T dx_ ) (5.13)
dx  Dyx % + d_y @ Xy + d_yjc\
dx dx dy Tdax™?

Um grupo de transformacdes serd uma simetria quando a EDO, escrita nas coordenadas

Xy, ndo tem sua forma alterada. Ou seja,

Quando isso ocorre, dizemos que a equacao diferencial é invariante.
Exemplos, nos quais a condi¢do de simetria foi utilizada para encontrar uma simetria

para uma EDO dada, poderao ser consultados em Pinto, Silva e Santos (2019, p. 74-76).
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E dificil, geralmente, calcular simetrias de uma EDO através da condi¢do de simetria
(5.14) devido a sua ndo linearidade. Entretanto, através de uma expansao por série de Taylor, é

possivel linearizd-la e construir uma simetria.

5.1.3 Utilizando Simetrias para Determinar a Solucao de EDQO’s

Iremos apresentar o método de solu¢do de EDO’s por meio de simetrias de translacdo e
como uma simetria qualquer podera ser convertida numa simetria de translacao.

Toda EDO que possua simetria da forma

(%, 3) = (x, y+e)

pode ser resolvida utilizando técnicas de integracdo. A condi¢do de simetria (5.14), para todo

€ em alguma vizinhanca de 0, se reduz a
o(x,y) = 0¥, y) = o(x, y+¢€). (5.15)
Derivando o lado esquerdo de (5.15) em relagdo a €, com € = 0, teremos
d
—m =0.

Jd para o lado direito, utilizando a regra da cadeia para derivar @(x, y+ €) em relagéo a

€, teremos
de YT T 0 9e T 9y 9 a9y
Assim,
do
a—y—O.

Logo, o lado direito da EDO original € uma funcao apenas de x

dy _

P o(x).

Portanto,

y(x) = /a)(x) dx+c,
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mostrando que qualquer equacdo diferencial com simetria de translagdo na direcao de y € sepa-

ravel.

Orbitas

Sejam um ponto particular (xo, yo) em R? e a acdo de um grupo de Lie I'e. Quando
€ varia, o ponto (X, Yo) = I'e(x0, yo) move-se sobre o plano tragando uma curva continua
denominada de érbita de (xg, yo) sob o grupo, ou somente 6rbita do grupo. Se um grupo de
Lie é uma simetria para a equagao diferencial % = w(x, y), entdo uma 6rbita do grupo forma
um caminho continuo transversal as curvas de solu¢des da equagao diferencial.

A Orbita descrita por um ponto (xp, yg) em uma solugdo poderd vir a ser uma das
coordenadas em um sistema de coordenadas no qual a equacdo diferencial torna-se facil de ser

integrada.

Definicao 20. O conjunto de pontos { Te(x, y) | a < € < b} traca uma curva no plano
chamada orbita de Te. As coordenadas dos pontos sobre uma orbita através de (x, y) sdo

dadas por

(X, 9) = (X(x, y: ), ¥(x, y; €)), com €€ (a,b),

de modo que

(X(x, 3 0), y(x, 3 0)) = (x, y).

Considerando cada ponto sobre o plano uma molécula de um fluido deslocando-se ao

longo de uma trajetéria definida por I'¢, a 6rbita pode ser comparada a um fluxo.

Vetor Tangente

Supondo que y'(x) = w(x, y) seja invariante sob algum grupo de Lie a 1-pardmetro,
que ndo seja necessariamente uma translacio, € possivel realizar uma mudanga de varidveis
(x, )+ (1, 5), definida em algum dominio do R2, para o qual y(x) = @(x, y) é invariante sob

translacdes na dire¢ao s.

Definicio 21. As tangentes a rbita em um ponto (X, y) qualquer sdo descritas por um vetor
tangente, cuja abscissa e ordenada sdao denotadas por

4R 5

g(xvy):E e n<x7y):%7
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respectivamente.
No ponto (x, y), temos € = 0. Portanto,

dx

x| dy
de

9
e=0 de

(E(x, y), 1 (x, y)) = (

)

As coordenadas do vetor tangente, & (x, y) e 7 (x, ¥), podem ser utilizadas tanto para en-
contrar um sistema de coordenadas simplificado, quanto, em alguns casos, para encontrar uma
curva de solucdes sem o uso de diferentes coordenadas. Uma solugdo da equacdo diferencial é
classificada como invariante sempre que for mapeada em si mesma sob a acdo de uma simetria,
conforme a variacdo de €. Consequentemente, a érbita através de um ponto invariante coincide
com a prépria curva soluc@o a que ele pertence. Neste caso, a derivada no ponto (x, y) terd a
mesma dire¢do do vetor tangente e teremos

dy

4y _ e vy = 1Y)
x = BN Ey

Através da equagdo caracteristica Q

Ox, v, y)=n(x y) -y &x, ),

obtemos a equacgdo caracteristica reduzida

Q(X, y) = n(xa y) - w(x7 y) é(xa y),

dy
visto que Y = — = w(x, y).
quey' =~ (x~ y)
Caso tenhamos Q(x, y) = 0 para uma dada simetria, a curva solugdo da equagéo dife-

rencial € invariante sob tal simetria.

5.1.4 Coordenadas Canonicas

Quando nio for possivel converter uma simetria arbitraria de uma equacao diferencial
em uma simetria de translacdo — que, geometricamente, significa transformar as 6rbitas da
simetria em Orbitas da simetria de translagdo (x, y) — (x, y+ &) — podemos utilizar uma
mudanca no sistema de coordenadas, de coordenadas cartesianas para coordenadas candnicas, e

encontrar as coordenadas candnicas (r(x, y), s(x, y)) nas quais a equagdo diferencial torna-se
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d
separdvel. Nessas coordenadas, a equacdo diferencial serd da forma d—s = f(r) ou d—s = f(s).
r r

) . ds ) )
Analisaremos o primeiro caso, ar = f(r), no qual, nas novas coordenadas, haverd uma simetria
r
Te(r, s)— (7, 5) = (r, s+ €) que equivale a transla¢des na direcéo s.

O vetor tangente no ponto (r, s) serd

dr
de

Aplicando a regra da cadeia nas componentes de (5.16), teremos

ds
)
e=0 de

> =(0, 1). (5.16)
e=0

dr or dx or dy or or
de|,_, Ox de|._,  dy %Szo_gé(xyy”a—yn(x,y)—O (5.17)
e
ds ds dx ds dy ds ds
%szo_a%‘gzo—F&_y %8:0_£§<x’y)+a_yn(xay)_l- (518)
Isto é,
& 3)+ry mlx, y) =0 (5.19)
e
se E(x, y)+syn(x, y) = 1. (5.20)

As equacgdes (5.19) e (5.20) sdo EDP’s lineares de primeira ordem para r = r(x, y) e
s =s(x, y), que podem ser resolvidas pelo mérodo das caracteristicas.

Sejam as equagoes

dy n(x,y)
ay _ 5.21
x " &) 2D
c
dx dy

_ = ds, 5.22
Ey) oy © 6:22)

deduzidas a partir das equacoes caracteristicas. Para mais detalhes, consultar Pinto, Silva e
Santos (2019, p. 83). Considerando a fungdo r = r(x, y) = ¢, com ¢ € R, e y = y(x) uma

solugdo de (5.21), teremos
_dr n

O—E—rx—'—gry.

Assim, basta resolvermos (5.21) para determinarmos r.
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Encontraremos s através da equacao (5.22)

que resultard em
/ dy / dx
s= | ——= [ —.
n(x, y) &(x, y)
dy
Quando &(x, y) =0, tomaremos r =xe s= [ ———.
n(x, y)
Uma vez que os vetores tangentes e o sistema de coordenadas candnicas, obtido com
o auxilio dos primeiros, foram determinados, simetrias poderdo ser reconstruidas a partir das
coordenadas candnicas. Inicialmente, calcularemos as coordenadas candnicas r(x, y) e s(x, y)

para x e y a fim de obtermos

x=f(r,s) e y=g(ns).

Logo, X e y sdo

xX= f(?, ﬂ :f(r(x7 y)’ S(X, y)+8)

~

y:g(?7 3\) :g(r(x, y)? s(x, y)+€).

O objetivo € reescrever a equacgdo diferencial em termos das novas coordenadas r e s
para, em seguida, expressar sua solu¢io nas coordenadas originais. De forma anédloga a que foi

feita para obter a equacgdo (5.14), encontraremos que

ds  sy+o(x,y)sy

_—= . 5.23
dr  re+o(x,y)r (5-23)

ds )
Esta operacdo resultard em uma equagio P escrita em termos de x e y. Para expressarmo-la
r
em termos de r e s serd necessdrio escrevermos x € y em termos de r e s e, em seguida,
simplificarmos a equag@o. Assim, bastard resolvermos a mesma em coordenadas candnicas e

concluirmos escrevendo a solucdo nas coordenadas originais xy.
5.1.5 Condicao de Simetria Linearizada
Encontrar uma simetria para uma dada equagdo diferencial, que satisfaca a condicao

AN
2

de simetria definida por (5.14), através da qual (x, y) — (X, y), ndo consiste em uma tarefa
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facil. Resolvendo (5.14) para x e y, é possivel determinar as componentes & (x, y) e 1 (x, y)
do vetor tangente e, por meio delas, as novas coordenadas. Entretanto, essa equagcdo pode ser
muito dificil de ser resolvida.

Para encontrar o vetor tangente (£ (x, y), 11 (x, y)), podemos expandir X, y ¢ @ (x, y)

em série de Taylor, em torno do ponto € = 0, obtendo

X=x+E&(x, y)e+0(e?), (5.24)
y=y+n(x, y)e+0(e?) (5.25)

€
o (%, 9) = o (x, y)+ o (x, ) & (x, y)e+ oy (x, )1 (x, y) £+ O(€). (5.26)

Desprezando os termos de ordem 2 e superior, obtemos as linearizacdes de x, y e ® (X, y).
Conhecidas essas linearizagdes, substituiremos suas respectivas derivadas em (5.14). De

(5.24) e (5.25), temos
Xe=1+€&, x,=¢€&, y=¢€en e y=1+en,.

Assim, a equacdo (5.14) podera ser reescrita como

& ote(nton,)
0% = R TreE+0d)

Substituindo o (X, y) por (5.26), desconsiderando os termos de ordem 2 ou mais e simplificando

0 méximo possivel, teremos

o + £(1; + 0n))
1+ £(&+ wé))
(0+e(wé+aym))(1+e(é+wE)) = o+e(n+on,)

w+e(w.s+wmn) =

o+e(w 8+ o) +welbt+wly) = o+e(+ony)

Nx+o0n, = wx5+%n+w§x+w2€yv

que nos dara

M+ (My—&) 0 —§ 0> =Ea+1n o, (5.27)

definida como a condicdo de simetria linearizada.
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5.1.6 Geradores Infinitesimais de Simetrias

Supondo que uma EDO de primeira ordem possua um grupo de Lie a 1-parametro de

simetrias, cujo vetor tangente em (x, y) é (&, 1), o operador diferencial parcial

d d
XZéa—Fna—y (5.28)

¢ denominado gerador infinitesimal do grupo de Lie. As equagdes (5.17) e (5.18), que definem

as coordenadas canodnicas, podem ser reescritas como

Xr=0 e Xs=1.

O termo "gerador" indica que repetidas aplicacdes das transformagdes geram uma trans-
formacdo finita, que é uma maneira diferente de expressar o fato de que as integrais de X sdo
o grupo de 6rbitas. O gerador de simetrias pode ser visto como 0s vetores tangentes as Orbitas
das expansdes (5.3) e (5.4), sendo (X, y) solugdes do PVI

dx dy

= —Edx, Y = = n(d3, ¥
dg é( 'x7 y) € dg n( x? y)?

com (X, y) = (x, y) quando € = 0. A solucdo para este PVI pode ser escrita como as séries de

poténcias
eX

=)
I
Q
s
(¢]
<)
I
Q
=

com
X = Z — X",
n!
n=0

Logo, uma vez que X é conhecido, é possivel calcular (X, y), tal que as 6rbitas possam ser

encontradas.

5.1.7 Exemplo de como Utilizar Simetrias para Determinar a Solucao de EDO’s

Antes de analisarmos alguns exemplos, com o intuito de mostrar como utilizar sime-
trias para determinar a solu¢do de EDO’s de primeira ordem, iremos apresentar uma classe de

equagoes diferenciais denominadas de equacdes de Ricatti.
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Conforme Hadad (20-?, p.1), a equacdo diferencial linear

D = P(x)+ 0(0) v+ RO

na qual P(x), Q(x) e R(x) sdo funcdes arbitrdrias da varidvel independente x, é chamada de
equacdo de Ricatti. Essas equagdes sdo relevantes em dreas como a fisica cldssica, o célculo
variacional, a termodinamica, a teoria quntica, dentre outras.

Exemplo

Considerando a equacao de Ricatti

d 2 1
@_ 22

e e A 5.29
dx x X (5:29)
1 2 .
com x # 0, na qual P(x) =——, O(x) = —= e R(x) = x, mostraremos que a transformagao
X X
(%, 9) = (¢“x, e~ *y) (5.30)

¢ um grupo de Lie de 1-parametro de simetrias de escala para (5.29).
Como ja mencionado, um grupo de transformagdes serd uma simetria quando a EDO,
escrita nas coordenadas X, nédo tiver sua forma alterada. Assim, calculando as derivadas par-

ciais,

e utilizando a equacao (5.13), teremos

~  dy 0 2_2_y_i —2¢
dy_ny_yﬁ_Eyy B +(x x )¢
dx  Dyx . dy_. , 2y 1

Xx—f—ax); eg—f—<xy —7—-; 0
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Agora, para ©(X, y), teremos

e o 2y 1 _ Qe %€ 1
o(x, y) nyz—Ty—rg = x(e*y)? Y 3
X X efx (efx)
—2¢ —3¢ -3¢
e —agn 277y L 3 0 27y e
= exe Ty — ——pE=e¢ Xy — ——3
e€x e’tx X X

Logo, comprovamos a igualdade de ambos os lados e, portanto, a transformac¢do é um grupo de
Lie de 1-parametro de simetrias de escala para (5.29).

As exponenciais, presentes na defini¢ao desse grupo de Lie, se devem ao fato de consistir
em simetria de escalas, na qual, para um numero real € qualquer, a aplicacdo (5.30) leva as
curvas que compodem a solucdo da equag@o em outras curvas semelhantes. Essa transformacao,
com € # 0, aumenta ou diminui a distancia entre as curvas, mas nao altera sua inclinagdo (suas
retas tangentes), de modo que, no plano Xy, o conjunto de solucdes € preservado.

O vetor tangente sera constituido pelas componentes

dx

x| dy
de

Y
e=0 de

(& (5, 1)1 (3, 9)) = (

)=t -2),

e=0

das quais obtemos a seguinte equacao caracteristica reduzida

O(x, y) = n(x, y) — 0(x, y) E(x, ¥) = —2y— (xyz————)P e

Segue de Q(x, y) = 0 que as solucdes invariantes de (5.29), sob a ac¢do do grupo de

simetrias (5.30), sdo

Portanto, a simetria (5.30) age ndo trivialmente para todas as solugdes da equacido (5.29),

com exceciode y=x"2ey= —x2.
Para determinarmos as coordenadas candnicas (r(x, y), s(x, y)), nas quais a equagéo

diferencial (5.29) se tornara separavel, deveremos resolver a equacao

dy nix,y 2

dx — E(x, ) x’




que € uma equagdo separavel. Integrando ambas as partes, teremos
dy 2
dx X
1 1
S— = —dx
2y Y by
1 1
S dy = —dx
2 yay X
1
—§1n|y| = Inlx|4+¢, com c€R,
eln \y\_% _ eln |x|—|—c’
M*% = |x| e, para e=cjcom c; €R
1 1
ly]2 = ——, para c;= cl_z com ¢; € R,
|xle1

1
y = :I:z—::I:xfzcz.
X“Cp

Tomando ¢3 = £c¢p, com c¢3 € R, e isolando-o0, encontraremos r

Y 2
03—r—F—xy.

Determinaremos s através da equagao

s:/%:/%dx:lnw.

Logo,
(r, s) = (%, In|x]),

para x # 0, é uma solug@o.

Calculando as seguintes derivadas parciais

Iy =2Xxy, ry=x", Sy=

64



65

através da equacdo (5.23), teremos

3
1
_ X _ 1 ( X )
— r== —
2xy+ 1392 —2xy—— xy? —1

Reescrevendo a expressdo a direita nas coordenadas candnicas, obteremos

s 1 1

dr ()21 r~2-1

que ¢ uma EDO de primeira ordem separdvel. Resolvendo-a por integracdo direta

1
= 2_ldr

/ds:/—ldr

. .. 1 1 1
no qual, por meio de fracdes parciais = — , teremos

r2—1 2(r—1) 2(r+1)
1
S AT P +/

2(
1

1 1
= = dr— d
2</r—1 g /r+1 r)
1
= 3 </ du—/—dul) com u(r)=r—1 e u(r)=r+1,
1
= E(ln|u|—ln|u1|)—|—c, com c € R,
11 1+
= —In
2 e e

Agora que é conhecida a solu¢do em coordenadas candnicas, poderemos expressa-la nas

coordenadas originais. Para tal, deveremos substituir

(r, s) = (%, In|x|)
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que resultard em

1 x7y—1
In|x| = > In m‘+c
xzy—l 2
eln |x]| — x2y+1 e
1
_ ny_l ? c
2
—1
2 o= 2 ¢*, para ¢ = te*,
x2y+1

Pyl = (Py—1)e

y(x*—x%c)) = —xX*—¢
(x) = e
Y x%cp —x*

sendo y(x) a solugdo geral de (5.29).

Vale ressaltar que, para ¢; =0 e para ¢; — +oo, obtemos, respectivamente, as solucoes
y= 2 cy= 2
5.1.8 Simetrias e algumas Técnicas de Resolucao de EDO’s

Baseados em Pinto, Silva e Santos (2019), iremos relacionar algumas ideias apresenta-
das no capitulo 3, do presente trabalho, com a teoria de simetrias de Lie.

Fator Integrante

Dada uma EDO linear ndo homogénea de primeira ordem do tipo

d

Y _
Eer(X)y—g(X), (5.31)

sua solugdo serd, conforme mostrado na se¢do 3.2.1:

O fator integrante u = elopdt surge naturalmente se resolvermos (5.31) explorando uma sime-

tria comum no contexto de problemas lineares.
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Seja a solugdo yj, = e~ /0747 da equaco homogénea, equacdo na qual g(x)=0,

dy

el —0.
T + p(x)y

A linearidade de (5.31) induz a uma simetria: o conjunto de transformagdes I¢ : (x, y) —
(X, y) = (x, y(x) + €yp(x)). Ou seja, se y(x) é uma solucdo da EDO (5.31), entdo sua imagem

sob T'e, y(x)+ €y,(x), também serd, pois

%[y(X) +ey(0)]+p(x) [y(x) +eya(x)] = ¥(x)+ey,(x) + p(x)y(x) + p(x)€yu(x)
= Y (%) + p(x)y(x) + € [y),(x) + p(x)yn(x)]

= Y0 +pE)y(x) = gx),

sendo que na pentltima passagem usamos o fato de que yj(x) é solu¢do da EDO homogénea.
Encontrada uma simetria para (5.31), podemos determinar um novo sistema de coorde-
nadas, as coordenadas candnicas, no qual essa equagdo se tornara separdvel.
As coordenadas do vetor tangente a 6rbita do grupo de simetrias sdo
dx dy d

E(x,y) de|._, e N(x,y) d |, d£<)"|‘8)’h) . Vhs

e o seu gerador infinitesimal (5.28)

d d d

X:§$+n8_y:yh8_y'

Determinaremos as coordenadas candnicas (r(x, y), s(x, y)) utilizando as equagdes
Xr=y,ry=0 e Xs=y,s5,=1

As 6rbitas de T sdo linhas verticais (pois & (x, y) = 0), assim r =x. Como sy, = y;(x)~!,
temos s(x, y) = y,(x)~!y. Para 5.31, @(x, y) = —p(x)y+ g(x). No sistema de coordenadas
(r, s), (5.31) se torna

ds _ sitoxy)s vy —py+e®)
dr re+o(x, y) ry v Vi
y(=px)yn)  —p)y+glx) gkx)  gr)
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Sua solucgdo sera

s(r) :/i((’;)) dr:/e_%:?)dr dr.

Reescrevendo-a nas varidveis originais, obteremos
"X "X
y=¢ Jords /ejo PATe(x) dx.

Equacao Homogénea

Seja a EDO homogénea
dy

onde p(x, y) é uma fun¢do homogénea de grau zero (dizemos que uma fungdo f(x, y) é
homogénea de grau k quando f(tx, ty) =t* f(x, y), para (x, y) pertencente ao dominio de f e
t > 0). A homogeneidade de p(x, y) e a linearidade do operador derivada sugerem o grupo de

transformagdes
(%, 3) = (e°x, %)

como uma simetria para (5.32).

As coordenadas do vetor tangente a 6rbita desse grupo de simetrias sao

dx dy
Sy =g =x e my=gl

de|._ =

das quais obtemos o gerador infinitesimal
X=2C¢(x,y) d+1n(x,y) dy=x+y0,.
Para transformar para as coordenadas candnicas (r(x, y), s(x, y)), usamos as equagdes
Xr=xry+yr,=0 e Xs=xs;+tys, =1
Através do método das caracteristicas, deduzimos que r = f Admitindo que s, = 0, temos que
r=2 e s=Inlx|
X

sdo coordenadas canodnicas para (5.32).
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Nas coordenadas (r, s), (5.32) transforma-se na equacao separavel

cuja solugdo serd

com c € R. Voltando as varidveis originais, obtemos a solucdo geral para (5.32).
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6 CONCLUSAO

A andlise de conceitos presentes no estudo de Teoria de Grupos e de Equacdes Diferen-
ciais, que nos auxiliaram na compreensdo do que vem a ser um Grupo de Lie uniparamétrico
e de que forma seus elementos, denominados de simetrias de Lie, contribuem para a resolugc@o
de EDO'’s de primeira ordem, permitiu que percebéssemos como duas dreas, muitas vezes con-
sideradas dissociadas, podem se relacionar. As simetrias de Lie, além de contribuirem para a
resolucao de EDO’s que, muitas vezes, ndo se enquadram nos tipos para os quais ja existem
métodos, também associam os mesmos que, aparentemente, se apresentam como distintos.

Sendo assim, esperamos que esse trabalho possa vir a incentivar muitos outros, pois,

quanto mais explorada, a Matemadtica se apresenta como uma ciéncia de saberes inesgotiveis.
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