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RESUMO

Este trabalho trata-se do estudo do Calculo Fracionédrio que, embora tenha inicio no século
XVII, somente a partir da década de setenta, com a revolucdo tecnoldgica, passou a ter maior
visibilidade. Ap6s o estudo do Célculo Fraciondrio passa-se para o estudo da funcio de Mittag-
Leffler, algumas de suas generalizacOes, e a transformada de Laplace dessas fun¢des, com o
intuito de aplicar os resultados estudados para analisar a versdo fraciondria de um sistema de
Lotka-Volterra.

Palavras-chave: Calculo Fraciondrio, Lotka-Volterra, Equagdes Diferenciais Fraciondrias
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1 INTRODUCAO

Em 1695, o Calculo Fraciondrio foi pela primeira vez mencionado, através de uma troca
de correspondéncias entre L' Hopital e Leibniz. Em uma destas correspondéncias, Leibniz
formulou uma questdo envolvendo a generalizacdo da derivada de ordem inteira para uma
ordem, em principio arbitraria. Prontamente, L’ Ho6pital devolveu a pergunta para Leibniz,
questionando-o no caso em que a ordem da derivada fosse meio, ou seja, qual deveria ser a
interpretacdo, na notagio de Leibniz d'/2y / dx'/?, para a derivada de ordem n = 1 /2.

Desde entdo vérios pesquisadores contribuiram no assunto, como Leibniz, Euler, La-
grange, Laplace, Lacroix, Fourier e outros. Porém, mesmo com tantos estudos muitos cientistas
ndo acreditavam na aplicabilidade do Calculo Fraciondrio, sendo considerado por muito tempo
como uma drea abstrata. Somente a partir da década de setenta, com a revolugdo tecnoldgica,
este assunto passou a ter maior visibilidade e com isso varios campos passaram a ser consi-
derados ambientes propicios para a utilizacdo do Célculo Fracionario, tais como a Reologia,
Biologia quantitativa, Eletroquimica, Difusdo, Teoria de transporte, Probabilidade, Estatistica,
Teoria do Potencial e Elasticidade.

Neste trabalho, estuda-se o Calculo Fracionario, tomando o livro texto (CAMARGO;
OLIVEIRA, 2015), onde o conceito de integral fraciondria € obtido generalizando a férmula
das integrais iteradas. O conceito de integral fraciondria desempenha um papel importante na
defini¢do do conceito de derivada fraciondria, que € definida posteriormente. Com relacao as de-
rivadas fraciondrias, concentra-se nas formulagdes conforme propostas por Riemann-Liouville
e Caputo. Para a resolu¢do de uma equacao diferencial fraciondria, é adotada a derivada de Ca-
puto, para evitar o fato que a derivada proposta por Riemann-Liouville de uma fun¢ao constante
nao € zero.

Em seguida, € feito um estudo sobre as funcdes de Mittag-Leffler com um, dois e trés
parametros e seus casos particulares e, posteriormente sobre a transformada de Laplace, como
uma ferramenta poderosa visando a resolu¢ao de problemas envolvendo uma equagao diferen-
cial fraciondria.

Para esta finalidade, foi estudado alguns modelos de equacdes diferenciais, conforme
proposto por (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015) e foi escolhido o modelo de Lotka-Volterra para
uma abordagem mais aprofundada.

O modelo de Lotka-Volterra é composto por um par de equacdes diferenciais ordindrias

ndo lineares que modela a interagdo entre duas espécies, um predador e a sua presa. Neste



trabalho, considera-se como predador a cobra piton birmanesa, que foi solta por engano na
regido do Gama no Distrito Federal e apds estudar sobre suas possiveis presas, foi escolhido o
lobo-guard. Apds estabelecido as populacdes, foram determinados os parametros do sistema de

Lotka-Volterra.



2 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentam-se as defini¢des das fun¢des Gama, Beta, Gel’fand-Shilov,
seccionalmente continuas e do produto de convolugdo, além de algumas propriedades que serdo

utilizadas ao longo do trabalho.

2.1 Func¢io Gama

A funcdo Gama € definida a partir de uma integral impropria. Uma vez que
n! = / e 't"dt,Yn € N
0

segue que a funcdo Gama € a generalizagdo do fatorial, onde substitui-se o 7 € N por um nimero

complexo, z € C, com Re(z) > 0,

Propriedades:

2.2 Funcao Beta

A fung@o Beta, denotada por B(z, &), é definida para z,& € C com Re(z) > 0, Re(&) >0,

a partir da integral
1
B(z,g):/ 11— ).
0

Uma importante relagdo entre a funcdo Gama e a fungdo Beta, ¢ dada por

T(z)I(E)

T

Cabe observar que B(§,z) = B(z, ).



2.3 Funcao de Gel’fand-Shilov

Sejamn € N— {0} e v € R—Z_. Define-se a fun¢do de Gel’fand-Shilov como

—1 v—1

t" t
oulr):= { T 20y ) T ser =0

0, set <0 0, set<O

2.4 Funcgoes seccionalmente continuas

Uma funcio é chamada de seccionalmente continua ou continua por partes em um inter-
valo a <t < 3 se o intervalo puder ser dividido por um niimero finito de pontos o = 1y < t] <
... <t, = 3 de modo que
1.  f sejacontinua em cada subintervalo aberto #;_| <t < t;.

2.  Os limites laterais quando ¢ tende aos extremos de cada subintervalo existem.

Em outras palavras, f é seccionalmente continua em um intervalo a <t < f3 se for continua af
exceto por um nimero finito de descontinuidades do tipo salto. Se f for seccionalmente con-
tinua em o < ¢t < 8 para todo 8 > a , entdo dizemos que f € seccionalmente continua para

t>a.

2.5 Produto de Convolucao

Sejam f e g funcdes integraveis para as quais o produto é também uma funcao integravel.

Definimos a convolugado de f e g, (ou produto de convolu¢do), denotada por f * g, como

a0 - [ 't — u)gun)du



3 INTEGRAL FRACIONARIA

Neste capitulo, define-se as integrais de ordens arbitrarias, onde a formalizacao da inte-
gracdo € tratada antes da derivagdo.
Apesar das defini¢des e resultados apresentados neste trabalho serem validos para ordem

complexa, no que segue considera-se apenas ordem real.

3.1 Integral de ordem nio inteira

Antes de introduzir o conceito de integral de ordem ndo inteira, mostra-se que uma
integral de ordem n, com n € N, de uma func¢do f(x) com x € R, pode ser vista como um

produto de convolugdo de Laplace entre f e a funcdo de Gel’fand-Shilov de ordem n.

Definicao 3.1.1. Define-se a integral de ordem inteira, chamada de integral iterada, agindo na

t
= / f(t 1)dl 1-
0
Desta forma, iterando, obtém-se

2f(e) =111£(z) / / f(t2)dndt
Pf)=If(t / / / f(t3)dtzdadt,.

Sendo assim, a integral de ordem n pode ser definida a partir da expressao

t rti b h—2 [Ih—1
:/ / / / / f(tn)dtndtn_l...dt3dl‘2dt1.
0 Jo 0 0 0

Teorema 3.1.1. Sejam n € N, r € R, e f uma funcdo seccionalmente continua, entdo

t (4 ~\n—1
0 = 0,090 = [ oui-np@ar= [ L0 o

onde * denota o produto de convolucao de Laplace.

fun¢do f como

Demonstragdo: Prova-se o teorema por inducdo em n. Para n = 1 tem-se

1-1
0= [ e [ EED e = a0+ 0),
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1, set>0
lembrando que ¢ (¢) =
0, set<O0

Para concluir basta mostrar que se (I"f)(t) = ¢,(t) * f(t), entdo vale a igualdade (I""!f)(¢) =

On+1(2) * f(¢). Por hipétese indutiva tem-se

t t u _ ~\n—1
O =101 =100 <101 = [ o= [ | ["CEE ey aw
Trocando a ordem de integracdo obtém-se
n+1 _ ! ' (” — T)n_l
eino= | [ s
Calculando a integral pode-se escrever
i = [ @ = g0 10

que € justamente o resultado desejado. [

Definicao 3.1.2. Com a relag@o obtida no Teorema 3.1.1 generaliza-se a ordem da integral para

o > 0, através da expressao

t (s ~\o—1
1%50) = a0 1) = [ 0

@ f(r)dr.

3.2 Integrais de Riemann-Liouville
Nesta secdo apresentam-se as integrais fraciondrias no sentido de Riemann-Liouville,
em intervalo limitado, bem como algumas propriedades.

Definicdo 3.2.1. Seja J = [a,b] com —o < a < b < . As integrais de ordem arbitraria o > 0

de Riemann-Liouville sdo definidas por

N0 =g | e £ G
© b
N0 =g [ Gogre v< 62)

Estas integrais sao chamadas integrais fraciondrias de Riemann-Liouville a esquerda e a

direita, respectivamente.
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Assim como ocorre com a integra¢do de ordem inteira, a integra¢do de ordem arbitraria,

no sentido de Riemann-Liouville, também transforma funcdes poténcias em fung¢des poténcias.

Exemplo 3.2.1. Se 8 > 0, entdo

120 - 1)) = g )1 63
€
(6= = g (0P 64

Proposiciao 3.2.1. Sejam «, 3 nimeros reais positivos e f uma fungdo real seccionalmente

continua em [a, b]. Entdo

& IP N =8P e 1P ) =@ 1)) (3.5)

sdo satisfeitas para todox € [a,b].

Demonstragdo: Pela defini¢do tem-se

o X 15 f(l‘) dt X t (S) s
D0 = gy | <<x+—t>2a -t ), mo Hm/a <rf—s>cllﬁ]d’

l‘ J—
Mudando a ordem de integracao e fazendo a mudanca de varidvel u = i obtém-se
xX—s
1
118, £)(v) / A=) P [ (1) duds
0

onde a integral a direita é justamente a defini¢do da fung¢do Beta B(f3, &), ou seja,

G = oy | xf(s)(x—s)“““ds
1 o)l (
- C(@I(B) T(a+ b / /() s
= — 5)(x—s) @)=y
= Farp L FOE=s e

= (157 )

A demonstracdo para a integral a direita se d4 de maneira analoga. |

A proposicao a seguir é uma regra para integracao fraciondria por partes.
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Proposicdo 3.2.2. Sejam @ >0¢e ¢, y : [a,b] — R seccionalmente continuas. Entdo

b b
/ o(x) (I w) (x)dx = / (I @) (x)w(x)dx. (3.6)

Demonstracdo:

b b X
[ ot s v) as= [ otos [ w0 aras

Trocando a ordem de integragdo e reescrevendo, tem-se

b b b
/ 0(x) (1% w) (x)dx = / w(r)ﬁ /t 0(x) (x— 1) dxdr

b
~ [ 5 0) winyr

que € justamente o resultado desejado. |

3.3 Integrais fracionarias de Liouville

A seguir apresentam-se as defini¢des de integral fraciondria de Liouville para fungdes
seccionalmente continuas em [0, +oo[ e também para func¢des seccionalmente continuas em R.
As defini¢des sdo extensdes naturais da defini¢do da integral fraciondria de Riemann-Liouville

para fung¢des seccionalmente continuas em um intervalo limitado [a, b].

Definicao 3.3.1. Sejam f uma fung@o real seccionalmente continua no intervalo [0, 4-o0[ e x > 0.

As integrais fraciondrias de Liouville de ordem « > 0 de f, sdo definidas por

o

(Io4 ) (x) = F(l )/Ox( f(o)dr (3.7)

e L f(0)ds
(If)(x) = )l( 3.8)

(o t—x)l-@

e sao chamadas de integrais fraciondrias de Liouville a esquerda e a direita, respectivamente.

Exemplo 3.3.1. Seja a > 0.
(a) Se B > 0, entdo

(I3 P ) () = %xﬁ”‘l (3.9)
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(b)Se B eRea+p <1,entdo

(1PN (x) = Wwa-l (3.10)
(c) Se A > 0, entdo
(I% M) (x) = A% ™ 3.11)

Teorema 3.3.1. Sejam o > 0, B > 0. Se f é seccionalmente continua em [0, 4-oo[, entdo

TG 1) = UEP ) e (%P 1)) = 1“P ) (), (3.12)

parax > 0.

Proposicao 3.3.1. Seja v > 0, entdo a relacdo

|0t . v) ax= [ wia) (1) wax G.13)
0 0

¢ vdlida para fungoes ¢ e y seccionalmente continuas em [0, +oo].
A seguir apresentam-se as defini¢des das integrais fraciondrias de Liouville para funcdes

seccionalmente continuas em R.

Definicao 3.3.2. As integrais fraciondrias de Liouville, semelhante as no semieixo tem a forma

00 = a7 |_ oo (3.14)
O 315

onde x € R.

Como nos casos de f seccionalmente continua em [a,b] e [0,+oo[ temos a regra de

integracdo por partes:

o0 ~+o0
[ ew s wax= [ (%) s

—00 —00
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4 DERIVADA FRACIONARIA

Existem varias definicdes de derivada fraciondria. Neste capitulo apresenta-se duas de-

las: a derivada de Riemann-Liouville e a derivada de Caputo.

4.1 Formulaciao de Riemann-Liouville

A derivada de ordem arbitrdria em um intervalo limitado, proposta por Riemann-Liouvi-
lle, € dada a partir da definicdo de integral de Riemann-Liouville, e considerando o fato de a

derivacdo ser operacdo inversa a esquerda da integracdo, no cdlculo de ordem inteira.

Definicao 4.1.1. As derivadas de ordem o > 0, de Riemann-Liouville, em um intervalo limitado

[a, D], sdo definidas por

050 = () W - ot () [ 2 e @

oE w0 =(~0) =g () [P < w2

onde n = [a] + 1 e [o] significa a parte inteira de a.

Em particular, quando o¢ = n € N, tem-se

(Dey)(x0) = (Dh_y)(x) = ¥(x), (Dfy)(0) =y (x) e (Dh_y)(x) = (~1)'y"(x)  43)

onde y(”) ¢ a derivada usual de y de ordem n.

Em particular, para 0 < @ < 1, tem-se

e oL fdN [F (@)
(Da+y)(x)—m(a)/a (x— 1)@ x>a, 4.4)

B b
080~ g5 () [ e <® @

Exemplo 4.1.1. Sejam « e 8 nimeros reais positivos.

(@) (DY, (r—a)P 1) (x) = iy (x—a)p !

—a)



(b) (Df_(b—1)P~")(x) = r(rﬁ(g)a) (b—x)f~o~1

Demonstragdo:

(a) Por definicao i
D% -0 = () WP o

Pelo Exemplo 3.2.1, substituindo & por n — o, tem-se

(D% —ap ) = (& %@_aw—w—l

% <%) ' (x— a)ﬁ*aJrnfl

A partir do seguinte resultado

d\" —ain-1_ T(B—oa+n) o
S e AL

que pode ser provado usando inducdo, tem-se

(D%, (1 —a)P~ " (x) = %(x )t

(b) Como

0f -0 = (-5 G-

Segue do Exemplo 3.2.1, substituindo & por n — o, que

(DZ (b—1)f1)(x) = (_i) r&(b_x)[ﬂ—a—l

dx(ﬁ) <ﬁ+a2{
r " Bio
T(B—atn) (‘E) (b—x)Fre!

A partir do seguinte resultado

(~) mpremt ST B gpoan

que pode ser provado usando indugdo, tem-se

A e (I

15
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Em particular, se B = 1, entdo as derivadas fraciondrias de Riemann-Liouville da func¢éo cons-

tante f(x) =1 s@o

OE 0 = TP, 0 W = “o

para 0 < o < 1, e, portanto, a derivada no sentido de Riemann-Liouville da fun¢do constante
f(x) =1 nio é zero.

Por outro lado, para j =1, 2, ..., [a] + 1, obtém-se
(Dg(1=a)* @) =0 e (DF_(b—1)*7)(x)=0.

A partir desse resultado, tem-se

Corolério 4.1.1. Sejam @ >0en = [o] + 1.
(a) A igualdade (DZ,y)(x) = 0 ¢ valida se, e somente se,
n .
Yx) =) ejlr—a)*,

J=1

sendo c; constantes reais arbitrarias, j = 1,...,n.

(b) A igualdade (D’ y)(x) = 0 é vilida se, e somente se,
n .
yx) = di(b—x)*",
j=1

sendo d; constantes reais arbitrarias, j =1, ..., n.

Lema 4.1.1. Sejam a > 0en =[] + 1. Se y € AC"[a, b], fun¢des absolutamente continuas no
intervalo, entdo as derivadas fraciondrias D,y e Dy’ y existem em quase todos os pontos em

[a,b] e podem ser representadas, respectivamente, nas formas

=l (g, x )
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Lema 4.1.2. Se f é seccionalmente continua no intervalo [a, b], entdo as seguintes igualdades

(Da Igy )(x) = f(x) e (Dp_ I f)(x) = f(x) (4.9)

sdo asseguradas em [a,b].

Demonstragdo: Utilizando a defini¢do da derivada e calculando na fungdo (1% _f(x)),

tem-se

(D 134 ) (x) = D" (I (I f () = DI 1G5 f (x) = D" Iy f (x) = f (x)

X
inteira. [ |

d\" . . . .
onde D" = (d_) e I" denotam a derivada e a integral, respectivamente, do cdlculo de ordem

Observacao 4.1.1. Para derivadas de ordem inteira tem-se
D"D"' = D"t e D"D"= D'D™ (4.10)

d
param,n=0,1,2,...e D= —.
dx
Para ordem fraciondria, em geral, ndo vale a comutatividade. De fato, tomando m = 1,

1
a=; e f(x) =1 tem-se

D'?D'(1)=D"*(0) = : i/ (Ldt:o

L(1/2)dx J, (x—1)!/2
mas,
—a) 121 1 -1 —1 1
DIp/2(1 :DI%:_DI R Vo N Rt R S S S
(1) ray v e T a) T e

A propriedade aditiva é apresentada abaixo:

Propriedade 4.1.1. Sejam o > 0, m € N, tem-se

(a) Se as derivadas de ordens arbitrdrias (DZ,y)(x) e (DZ™y)(x) existem entdo

(D"DZ,y)(x) = (DF™y)(x). (4.11)
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(b) Se as derivadas de ordens arbitrdrias (D y)(x) e (D™™y)(x) existem entdo
(DD y)(x) = (=1)"(D="y) (x). (4.12)

4.2 Derivadas Fracionarias de Liouville

A seguir fornece-se a definicdo das derivadas de ordem & de uma fun¢do y, no sentido

de Liouville, no semieixo positivo [0, +-oo].

Definicao 4.2.1. Sejam x > 0 e n 0 menor inteiro maior que & > 0. As derivadas de Liouville

de ordem o da fung¢do y, sdo definidas por

D5 - (%) W -t () [
e (D) (x) = (di) W) = s (—di) [ w
respectivamente.

As expressoes para DS‘ Lye D%y em (4.13) e (4.14) sdo chamadas de derivadas de ordem
o de Liouville no semieixo R, a esquerda e a direita, respectivamente.

Em particular, quando ¢ =n € N,
DY, y=Dy=y; Di,y=y" e D'y=(-1)y",

onde y() é a derivada usual de y de ordem n.

Exemplo 4.2.1. (a) Sea >0¢e 3 > 0, entdo

(Dg_._tﬁil)(X) = mxﬁiail, x>0 (415)
(b) Se a+p —[a] <1, entdo
(D*P~1)(x) = F(lia_—gl;)ﬁ)xﬁal, x> 0. (4.16)

(¢c) Se A > 0, entdo
(D%e™ 1) (x) = A% ¥, (4.17)
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Demonstragdo:

(c)

Fazendo a mudancga de varidvel w =t — x, tem-se

L AN e [T a1
= F(n—a)( dx) e /Oe (w) dw.

Utilizando a definicdo da funcdo gama

) I Th-a)( d\" _ 1 d\" -
a At _ 4w Ax & f_ % Ax
(D—e )()C) - F(l’l— (X) A’(n—a) ( dx) € 7[,(”_0‘) ( dx) ¢

o n n_—Ax __ 1 n_—Ax __ —Ax
= W(_l) (—QL) e _W}L e —lae

que € justamente o resultado esperado. |

Proposicao 4.2.1. A relacdo

/ " () (D8, g) (x)dx = / " o) (D7) (x)dx
0 0

¢ vélida para fungdes f e g seccionalmente continuas.

4.3 Derivada Fracionaria de Caputo

Para evitar o fato da derivada de uma constante ndo ser nula e de outras condig¢des
fisicamente ndo interpretaveis, Caputo propds uma nova defini¢do para a derivada de ordem
arbitrdria, baseada na definicdo de Riemann-Liouville, entretanto, com uma inversao na ordem
das operacdes de integracdo e derivacgao.

Apresenta-se a seguir as defini¢des e propriedades das derivadas de Caputo de ordem

arbitraria.

Definicdo 4.3.1. Sejam y uma fung@o real seccionalmente continua no intervalo limitado [a, D]
e DJ,y e D} y as derivadas de Riemann-Liouville de ordem arbitriria o > 0. As derivadas

fracionarias de Caputo, D% ye CDg‘_ y, de ordem o > 0 da funcdo y sdo definidas via derivada
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de Riemann-Liouville por

n—1 (k) a
DL = <02‘+ MO pea ><z—a>k]> ) @18
k=0
© 1
n— k
(D) = (Dz‘ (-3 20 <b—r>k]> (o) @19
k=0

respectivamente, onde n = [+ 1se a ¢ N,en= o, se « € N,

Estas derivadas sdo chamadas derivadas fraciondrias no sentido de Caputo de ordem «
a esquerda e a direita, respectivamente.

Em particular, quando 0 < ¢ < 1, tem-se

(“Dy-y)(x) = (D [y(1) = ¥(B)]) ().

Se o ¢ N e y é uma funcio tal que as derivadas de Caputo de ordem arbitraria € D% "y
e CDg‘fy com ¢ > 0 existem junto com as derivadas de Riemann-Liouville de ordem arbitraria

D¢, ye Dy ,entdo

(“Dy)(x) = (Dgyy) (x)

n—1

(b—x)*"% n=[o] +1.

M

Cno
D (DY
(CD»)(x) = (Dy-y) kzork a+1

Se o ¢ N, entdo as derivadas de Caputo de ordem arbitraria coincidem com as derivadas

de Riemann-Liouville fraciondrias nos seguintes casos:
CHa
D y Da+y7
!/

sey(a)=y(a)=...=y" (a)=0,comn=[a]+1,e

“Df y =D}y,
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sey(b) =y (b)=...=y" V(b)) =0comn=[a] +1.
Se ot = n € N e a derivada usual y) de ordem n existe, entdo D¢ ', y coincide com y,

enquanto CDg‘fy coincide com y™), a menos de um fator multiplicativo constante (—1)™

pey=y" ¢ CD¥ y=(-1)1y" (4.20)

Teorema 4.3.1. Sejam ¢ >0, n =[] +1se a ¢ N,oun = o, se « € N. Se y € AC"[a,b],
entdo as derivadas fraciondrias no sentido de Caputo D% ye CD,‘j‘_y existem em quase todos
os pontos de [a, b].

(a) Se a ¢ N, “D%, y e “D¥ y sdo definidas por

X (n)
CDEN) = g |, gy = (D) (9 @an)
© _1\n b (n)
CDEN0) = po s [ e = GG @, @)

(b) Se ¢ =n € N, entao CDZ Lye CDny sdo representadas pela (4.20). Em particular,
“D0.y=D) y=y. (4.23)

Teorema 4.3.2. Sejam « > 0, n dado como no Teorema 4.3.1 e y € C"[a, b|. Entdo as derivadas
fraciondrias no sentido de Caputo D%,y e “D¥ y sdo continuas em [a, b).

(a) Se o ¢ N, entdo CDS‘ wye CD;)"_y sdo representadas pelas expressoes (4.21) e (4.22), respec-
tivamente. Além disso,

(“Dgy)(a) = (“D_y)(b) = 0.

(b) Se o = n € N, entdio ¢ D" Lye CDZ_ y tém representacdes dadas em (4.20). Em particular, as

relacOes em (4.23) sdo validas.

Exemplo 4.3.1. Sejam o > 0 e n dado como no Teorema 4.3.1, as seguintes relagdes sao vali-

das:
D810 1)) = g s e B,
CDE (b= )0 = g b0 B,

(‘DG (1—a))(x) =0 e (Df_(1—a))(x)=0 (4.24)
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comk=0,1,....n—1.

Em particular, pode-se escrever
D& 1)(x)=0 e (“DF 1)(x)=0. (4.25)

Observacao 4.3.3. Diferentemente do que ocorre com a derivada de Riemann-Liouville, a de-

rivada de Caputo da funcdo constante € a funcdo identicamente nula.

Lema 4.3.1. Sejam y seccionalmente continua em [a,b] e @ > 0. Tem-se

CD25+Ia+y y e CDg_I,f‘_y:y. (4.26)

Lema 4.3.2. Sejan=[o]+ 1,se a ¢ N,oun=a, se « € N. Se y € AC"[a, b], entdo

(14, "D (x) = y(x) —

—1
(I]f‘_CDb y)( b — x)k.
k=0

N

Em particular, se 0 < o < 1,

(I4DEy)(x) =y(x) —y(a) e (X DY y)(x)=y(x)—y(b).

Definicao 4.3.2. As derivadas de ordem arbitraria no sentido de Caputo para fungdes definidas

no semieixo positivo [0, oo, sdo definidas por

X (n)
(°Dg, () = - (nl_ - /0 (xy_t)(%’_n, x>0 4.27)

© _1\n oo (n)
(€D%)(x) = an ?a) / (ty_ x)(%tn, x>0, (4.28)

Definicao 4.3.3. As derivadas de ordem arbitrdria no sentido de Caputo, em R, s@o definidas

por

C o _ 1 ! y(")(t)dt
DI = gy | e YR 4.29)
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e
Cro (v — (1) /°° Y (1)dr
(€D%)(x) = fo—o) | Gogeie fER (4.30)
Para ot = n € N define-se as derivadas de Caputo (“D{_y)(x), (D" y)(x), (“D"y)(x),
por
(CDg.y)®) =y"(x), (D)) = (1" (x), xeRy
e

(CDLy)(x) =y (), (DLy)(x) = (~1)¥"(x),  xER.

Observacao 4.3.4. As derivadas de Caputo tém propriedades andlogas as de Liouville, quando

observadas suas restrigoes.

Exemplo 4.3.2. Se A >0e a > 0, tem-se

(CDﬁe’“)(x) _ )Locelx

e
(CD%e)(x) = 1%,
Demonstragdo: Considerando que
(di> ) e?tx _ lnelx
X
tem-se,

Cno At o 1 /x Aneltdt o 1 n/x At n—oa—1
(*DZe )(x)_F(n—oc) _w(t—x)“+1—"_F(n—a);L e (x—t) dt.

Fazendo a mudanga de varidvel w = x — ¢, tem-se

1 [eo]
Cna At — n A(x—w) n—o—1
DU = gt /0 Ay
_ 1 lnelx/ eflwwnfocfldw
o) 0

ton T(n—a)

1 20 Ax
Tin—a) =

_ Anelx

que € justamente o resultado esperado.

A demonstracdo a esquerda se dd de maneira anéloga. |
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5 FUNCOES DE MITTAG-LEFFLER

A func¢do de Mittag-Leffler, nomeada por muitos estudiosos como a rainha das funcdes
especiais, € uma generalizacio fraciondria da fungdo exponencial.

Assim como a funcdo exponencial tem papel fundamental na resolu¢do de equagdes
diferenciais ordindrias com coeficientes constantes, e de ordem inteira, a funcdo de Mittag-

Leffler surge, em muitos casos, na solucao de equacoes diferenciais de ordem ndo inteira.

5.1 Funcoes de Mittag-Leffler

A fung¢do de Mittag-Leffler foi definida em 1903, pelo matematico sueco Magnus Gosta
Mittag-Leffler (1846 — 1927). Trata-se de uma fungéio complexa com dependéncia de um pa-
rametro. A partir de 1905, generalizagcdes da funcdo de Mittag-Leffler foram introduzidas na

literatura, considerando fun¢des de mais de um parametro.

Definicdo 5.1.1. Seja o € C, com Re(or) > 0. A funcdo de Mittag-Leffler de parAmetro o, é
dada por

. 5.1
;rakﬂ zeC SRV

Para o = 1, recupera—se a fung¢do exponencial, isto €,

vé
—=e.
Z I( k +1) Z k!
k=0 k=0
e por isso, E¢(z) pode ser interpretada como uma generalizagdo fraciondria da fungdo exponen-

cial.

Definicao 5.1.2. A funcdo de Mittag-Lefler de dois parametros € uma fun¢do complexa dada

por
n

<

Fan+B) oY

M) ¢

Eqp (2) =

Il
o

n

onde os parimetros & e 3 sdo complexos com Re(ot) > 0e Re(f3) > 0.

Esta fungdo generaliza a funcdo de Mittag-Leffler de um parametro, visto que Eq 1 (z) =

Eo(2).
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Definicao 5.1.3. A generalizacdo da fun¢do de Mittag-Leffler com trés parametros, € uma fun-

cdo complexa dada por

(o]

k

_ Pk z
Ef 4(2) = %WF (5.3)

definida para o, B, p € C, com Re(a) > 0, Re() > 0 e Re(p) > 0, sendo (p)x o simbolo de

Pochhammer, definido como

(P)o=1, (p)k:M

rp) p(p+1)..(p+k—1).

Note que Eé‘ﬁ (z) =Eqp(2).

Observacao 5.1.1. Existem outras generaliza¢des da fungcdo de Mittag-Leffler além das que

foram aqui apresentadas.

5.1.1 Exemplos

Exemplo 5.1.1. (a)

* —1)" 2n > —1) 2n
Ez(_ZZ):Z% 22% = cosz (5.4)
n=0 n=0 ’
(b)
- (—1)”z2" > (_l)nZZn-i—l
2En () =z —r =) L —genz (5.5)
;F(%—I—Z) ; (2n+1)!

Figura 5.1 — Funcdes de Mittag-Leffler

A

o

-05f

A VANEA VA
—1of -02p

@) E2(—=7%),z€R (b) E22(—7%),z€R

Observacao 5.1.2. A figura 5.2 € o gréfico da fungio Ej 3 /2(—z2). Observe a semelhanca com

os gréficos anteriores.



Figura 5.2 — Fungdo de Mittag-Leffler E; 5(—2%), z€ R

WAN A\
VIRV

Exemplo 5.1.2.

S i —coshz, zeR
kz_;l“2k+l kZ:

Figura 5.3 — Fungio de Mittag-Leffler E»(z%), z€ R

4000F
3000
2000

1000

Exemplo 5.1.3.

2k+ 1

E = senh R
Z 22 Z;FZIH—Z ; 2k+1 =sennzg, z¢<

Figura 5.4 — Fungdo de Mittag-Leffler E»»(z%), z € R

600 -
500
400
300f
200

100
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Exemplo 5.1.4. As chamadas fun¢des seno e cosseno fraciondrios, Scy € Csq, também podem

ser escritas em termos da func¢do de Mittag-Leffler com dois parametros.

® 1)k, 2—)k+1
Sca(e) = é((lz)_z i) = Eranl= ),




com0< o<l1.

Para valores de o iguais a 1/4 (azul), 1/2 (laranja) e 1 (verde).

Figura 5.6 — Fungdo Ey_g1(—2>%)

Para valores de « iguais a 1/4 (azul), 1/2 (laranja) e 1 (verde).

27
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6 TRANSFORMADA DE LAPLACE

A transformada de Laplace é uma poderosa ferramenta para obter solucdo de uma equa-
cdo diferencial de ordem inteira ou fraciondria. Em linhas gerais, a transformada de Laplace
transforma a equacgdo diferencial ordindria em uma equacdo algébrica; resolve-se essa equa-
cdo algébrica e, através da transformada inversa de Laplace, recupera-se a solu¢ao da equacgao

diferencial ordinaria.

Definicao 6.0.1. Seja f: R — R uma funcdo. A transformada de Laplace bilateral de f, deno-

tada por .Z[f] = F, é uma func¢do complexa definida pela integral imprépria

+oo
L1f(s) = F(s) = / e F(1)dr, ©6.1)

sendo s € C de tal forma que a integral imprépria convirja.

Exemplo 6.0.1. Considere a fungio fi(t) = e”“u(t), com a > 0, sendo u(z) a fun¢do degrau

unitdrio, definida por
1, set>0

0, set<O.

Tem-se,

com Re(s) > —a.

Definicao 6.0.2. A transformada de Laplace unilateral, ou simplesmente transformada de La-

place, da funcdo f € dada por

L1f)(s) = F(s) = /O e ), 6.2)

onde s € C é o parametro da transformada.

A fim de definir a regido de convergéncia para esta transformada, define-se fun¢do ad-

missivel.

Definicao 6.0.3. Uma funcio real f, definida para s > 0, € dita de ordem exponencial se existem

constantes reais M > 0, fp e a € R, tais que

|f(t)| < Me", paratodot >t
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ou, equivalentemente, se

lim | £(t)e™| = 0.

{—roo
Definicao 6.0.4. Uma funcdo f ¢ dita limitada, se existe M > 0 tal que |f(¢)| < M, para todo ¢

no dominio de f. Assim, se f € limitada, dado a > 0, tem-se

e “|f(t)| <M, paratodot >0,

pois |e~%| < 1. Logo, toda fungéo limitada é de ordem exponencial.

Definicdo 6.0.5. Uma funcéo de ordem exponencial e seccionalmente continua em [0, +oo[, é
dita admissivel.
Uma vez definida uma fun¢do admissivel, pode-se inferir sobre a existéncia da Trans-

formada de Laplace de uma func¢ao f.

Teorema 6.0.1. Se uma fung¢io f, definida para r > 0, é seccionalmente continua em [0, +oo[ e
de ordem exponencial, entdo existe a € R de modo que -Z’[f](s) existe para s > a.

Pode-se provar que a transformada de Laplace € um operador linear, ou seja, se F e G
sdo as transformadas de Laplace das fungdes f e g, respectivamente, € a € b sdo constantes,
tem-se

ZLlaf +bg|(s) = aF (s) + bG(s).

No restante do texto utiliza-se a Transformada de Laplace unilateral com parametro real

s, € sempre que nao for feita menc¢do contraria, as funcdes serdo consideradas admissiveis.

Exemplo 6.0.2. Se f (1) =", comn € N, entdo paraa > 0 et > 0, e usando a regra de I’Hopital
n vezes, mostra-se que

lime “t" =0
{—>o0

assim f é de ordem exponencial. .Z’[f](s) existe e é dada por

n!

F(S):F

com s > 0.

Outra importante propriedade da Transformada de Laplace, essencial para resolver equa-
coes diferenciais, é dada pelo préximo teorema. Tal propriedade relaciona a transformada de

Laplace da derivada de f com a transformada de f.
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Teorema 6.0.2. Considere uma funcio f : R — R cuja derivada de ordem n € seccionalmente

continua e de modo que existam constantes M > 0 e 7y > 0 tais que

d dn—l
01 < M| 90| < M. S 10| < b,
para todo ¢t > ty. Entao, para s > b, tem-se
ol gn—1-i
2|t 0 =r21n0-3 v | (G| 10].
j=0 =a

6.1 Transformada de Laplace inversa

Definicao 6.1.1. A transformada de Laplace inversa, € dada pela expressao

ft)= 27 F)(r) = L lim o e"F(s)ds, (6.3)

2T T o—iT
onde o0, T € R e i é unidade imagindria.

Exemplo 6.1.1. Seja 1 < o0 < 2. Calcule a transformada de Laplace inversa

gfl sa—l
sO4+1 |

Através da féormula de inversdao pode-se escrever

1 [ Soc—l :| 1 o+itT o Soc—l

— lim e
s*+1 2ri T+ Jo_ir SO+ 1

ou ainda,

g—l fxal :L. lim /G-H’L'e_st ds |
s+ 1 2Wit—+oo Jo_ir s 14+ 1/s%

Utilizando a série geométrica e suas propriedades obtem-se

. Safl s . o+iT et * P 1
2 | 0 g i [ = Y vt o

k=0 k=0
e pelo Exemplo 6.0.2 tem-se
> 1ok

g—l g1 B I B o (_ta>k L u
LO%J _Z(_ ) M—Zm— al—1%).

k=0




Em particular,

1
s2+1

g-l{ : ]:El(—t)ze_t,eiﬂ_l{

} = Ey(—1*) = cost

relativo aos dois extremos do intervalo, o = 1 e o = 2, respectivamente.

Exemplo 6.1.2. Sejam n € N e x € R. Para determinar a soma

n
= Zxk_lEnJ( (.xn
k=1

aplica-se a Transformada de Laplace, obtendo

(o] n (o]
/ e S(x,n)dx = Z/ e T E, (¢ dx
0 k=170

Utilizando-se a defini¢do da funcdo de Mittag-Leffler de dois parametros, tem-se

e S(x,n)dx = / e'_”)ck_1 . de

e Xy k— 1+n]

_ZZ/ n]+k

Introduzindo-se a mudanga de varidveis sx = ¢, obtém-se

fn] k o
—5X _ —t k—1+4nj
/0 S(x,n)dx = E g T(nj+4) / e 't dt.

Assim,
n —(nj+k) no« ) '
—sx — i = 5T
| st —ZZ Fo T k) = 33 s
0 k= k=1 j=0
E portanto,
oo n Rl
/ e S(x,n)dx = Zs_st_"j.

0 k=1 j=0

Logo,

/0 e S(x,n)dx = T 1) para |s"| > 1.

31
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Ap6s simplificacdo resulta em

1
s—1°

/ e 'S(x,n)dx =
0

Visto que o segundo membro nio depende de n pode-se escrever,

€ portanto, tem-se

resultado este que mostra ser a soma independente do valor de n. Entdo, pode-se escrever

r}grolO [ixk_lEn’k(x")] =e'.

k=1

6.2 Transformada de Laplace das funcoes de Mittag-Leffler

Nesta secdo calcula-se a transformada de Laplace das fun¢des de Mittag-Leffler com 1,
2 e 3 parametros.

Inicialmente note que

« 1
/0‘ e_teztdt = 1—_Z7 ‘Z‘ < 1 (6.4)

Tomando a k-ésima derivada em relacdo a z obtém-se

k!
t.k zt
/0 e tezdt——(l Z)kl lz] < 1.

Fazendo z = a — s+ 1 na equagcio anterior tem-se a transformada de Laplace da funcdo t*e%, ou

seja,

~ k!
/ efstl_keatdt = W’ s > a.
0 s—a
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Seguindo o mesmo raciocinio, tem-se
L{PTEy g(£ar®)} = / e PV E g (Lar®)dt

= 7S[t(xk+ﬁ71dt.
Yl [

k=0

Fazendo a mudanca de varidvel tem-se pela defini¢do da funcdo Gama,

= lLa 1 s B
B-1 Z _

Derivando ambos os lados k vezes em relacdo a a e utilizando a regra da cadeia

ppekrB-1pk kls* P

) ayy
o p(Fa®)} = ek (6.5)

ok
na qual E((Xk% (z) = 8_zkEa’ﬁ (2)-

Agora note que

o © ! (ata)”_k
okl k) e _ —st jok+B—1 n ¢
{ ap(@®)} ¢ Z_: n—K) T(an+B)
. n! a"* 1 = ak+B—1
_ x- u d
_k(”—k)‘F(an+B) ' som+ﬁ/ . !
1_ *® nfk
- B | gan

n—

- so‘k+5z n_l_.k) (s“) '

Assim,
1 < (n+k)! pa\®  kls*
Sak+B Z n! <s_°‘> T (5% — )+
n=0
e portanto
oo n gO(k+1)
Z n'k! (s“) T (5% — )kt

n=0

Fazendo k4 1 = p tem-se

(P ayn_ s
% n! (ﬁ) (s —a)P’ ©6)
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Com o uso da (6.6) tem-se

= & a\n
B-1EP (@)} — —st B-1 (P (ar®)
L{PED f(ar™)} e ;_Ol“(anﬂfﬁ’) ot

— - a_n (p)n 1 /oo —u,, ok+B—1
- — n!T(an+ ) sath Jy © du
_ 1 - (p)n a\n
B s_ﬁX_:O n! (s_o‘>

e
T B (Y —a)P’

Em geral,
ap—pB
B—11P avy S
j{l‘ Eaﬁ(iat )}_ (Sa:Fa)pu

e a transformada inversa pode ser escrita da seguinte forma

(£A1%), (6.7)

coms>0ef >0.
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7 APLICACAO

ApO6s estudar integrais e derivadas no sentido fraciondrio, bem como as func¢des de
Mittag-Leffler e a transformada de Laplace de tais fungdes, apresenta-se uma versdo fracio-
ndria do sistema de Lotka-Volterra.

O sistema de Lotka-Volterra, também conhecido como sistema presa-predador, ¢ um
sistema de equacdes diferenciais que descreve a interacao entre duas espécies: uma como presa

e outra como predadora.

7.1 O sistema de Lotka-Volterra classico

Para a defini¢do matemdtica do modelo de Lotka-Volterra, considere x(z) e y(¢) as po-
pulacdes de presas e predadores, respectivamente. Na auséncia de predadores a populagcdo de
presas cresce a uma taxa a. Na auséncia de presas a populacdo de predadores decresce a uma
taxa c¢. O numero de encontros entre presa e predador é proporcional ao produto das duas po-
pulagdes. Os encontros fazem com que a populacdo de predadores cresga a uma taxa d e a de
presas diminua a uma taxa b, sendo a, b, c e d constantes reais e positivas.

Nestas condic¢des o sistema associado ao problema presa-predador é dado por

dx

S =*a=b) (7.1)
D y(e—xd)
= y(c—xd).

O sistema (7.1) possui dois pontos de equilibrio, ou seja, duas solu¢des que ndo variam
com o tempo, a saber P(0,0) e Q (2, %)
O ponto P(0,0) representa auséncia total de presas e predadores. Para analisar o ponto

CcC a . .. .
0 (E’ Z> considera-se a matriz jacobiana

a—>b —bx
J= Y
dy —c+dx
Cc da . . C a
Calcula-se J em <2’ E) e obtem-se o sistema linear em que u = x — p ev=y— b
—bc
L L (il d u
dar \ -y v

b
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Os autovalores sao

r = *i\/ca.

Para encontrar as trajetérias do sistema linear divide-se a segunda equagdo pela primeira,

dy yc—xd
2>__2 7.2
dx xa—yb’ (7.2)
e obtém-se
f(x,y) = clnx — xd + alny — by =k, (7.3)

onde k € a constante de integracdo. As trajetérias definidas pelo sistema sdo as curvas de nivel da
funcdo f(x,y). Na figura 7.1 apresenta-se algumas trajetérias para diferentes condi¢des iniciais,
coma=b=c=d=1.

Figura 7.1 — Curvas de nivel do modelo de Lotka-Volterra

Fonte: Calvino Paulo Capoco,2018

7.2 Sistema de Lotka-Volterra fracionario

Segundo (CAMARGO; OLIVEIRA, 2015) utilizar derivadas fracionédrias no modelo
matematico minimiza os efeitos das restricdes advindas ao considerar ordem inteira.

Nesta secao considera-se a versao fraciondria do modelo de Lotka-Volterra, com deriva-
das fraciondrias tomadas no sentido de Caputo.

Considera-se o sistema

D¥x(t) = a—ix(t) = ax(t) — bx(t)y(r)
56 (7.4)
DYy(1) = 5 53(t) = —cy(r) +dx(t)y(1)
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com0<a, B <1,ea,b, ced constantes positivas. Como na versdo cldssica x(¢) denota o

nimero de presas e y(f) o nimero de predadores, no instante . Numa situacdo real o, 3, a, b,

¢ e d devem ser determinados experimentalmente.

Comeca-se com as seguintes mudancas de varidveis

DEu(r) = ~25v(o),
Dfve) =~ ut)

(7.5)

(7.6)

Para resolver o sistema fraciondrio linearizado toma-se a transformada de Laplace nas

duas equacdes, de onde obtem-se

sa—i—ﬁ—l be SB—]

F(s) =u(0)

o+p-1 o—1
G(s):v(()) s ad s

onde #(0) e v(0) denotam, respectivamente, as populag¢des iniciais de presa e predador, e

F(s)=Zu®)] e G(s)=ZL[v(1)].

—_— — v e —
sOtB + qc d s%tB +ac

—_u —_—
OB+ ac b s*tB + ac

Introduzindo a notagdo u(0) = up e v(0) = vy e tomando a transformada de Laplace inversa

obtem-se a solu¢do

bc
u(t) = uo Eq1p (—acr®P) - vogtanHﬁ,aH (—act®*F)

ad
V(1) =vo Eqip (_aCfa+ﬁ) + u07tﬁEa+ﬁ7[3+1 (—act‘Hﬁ).

(7.7)

(7.8)
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7.3 Aplicacao do sistema de Lotka-Volterra

No dia 6 de abril de 2022, uma piton birmanesa foi solta por engano na regido do Gama,
no Distrito Federal, gerando uma grande repercussao devido ao fato de que poderia causar um
desequilibrio ambiental, pois a cobra ndo tem predadores no Brasil. Apds 3 dias de buscas a

cobra foi encontrada e capturada (Figura 7.2).

Figura 7.2 — Cobra piton encontrada no DF

Fonte: TV Globo/Reproducio

Nesta secao aplica-se o modelo de Lotka-Volterra considerando o que poderia acontecer
com uma espécie de presa, caso a cobra ndo fosse encontrada. Dentre as possiveis presas, o
lobo-guara foi escolhido para estudo neste trabalho. No primeiro momento fez-se um estudo
sobre a regido do Gama, a cobra piton, o lobo-guard e depois a determinacdo dos parametros no

modelo de Lotka-Volterra.

7.3.1 Regiao do Gama

Gama ¢ uma regido administrativa do Distrito Federal, que foi criada em dezembro de
1960 para abrigar imigrantes que vieram construir Brasilia, estima-se que antes mesmo de sua
criacdo, ja havia aproximadamente 1000 habitantes residindo em sua drea, porém apenas em
1989 € que a cidade foi reconhecida como uma Regido Administrativa do Distrito Federal.

A Regiio Administrativa ocupa uma drea de 276,34 km? e tem 15,37 km? de 4rea
urbana, situada 30 km a sudoeste de Brasilia, (Figura 7.3). Apresenta caracteristica de formagao
predominantemente rural. Esse cendrio tem origem na localizacao em terras de antigas fazendas
do Estado de Goids, sendo até hoje composta por diversos nucleos rurais e coldnias agricolas.
No dia 6 de setembro de 1961, foi criado pelo Decreto n° 108, o Parque Municipal do Gama.

Em 1982, uma parcela de 136 ha do Parque Municipal do Gama foi transformada no Parque



39

Figura 7.3 — Regides Administrativas do Distrito Federal
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Fonte: IBGE, 2007, adaptado por STCP.

Recreativo do Gama, por meio do Decreto Distrital n® 6.791 de 04 de junho. O restante da
area passou para a administra¢do da Fundag¢do Zoobotanica do Distrito Federal. Com o decreto
de criacdo do Parque Recreativo do Gama, a mesma deixou de ter cardter conservacionista,
passando a ter objetivos de lazer e recreacgao.

O parque recreativo do Gama, também conhecido como Prainha, é cortado pelas cor-
redeiras e cachoeiras do Ribeirdo do Gama, e também € possivel ver e ouvir espécies raras da
fauna do cerrado da regido, como lontras, raposas, lobos-guard e algumas espécies de veados

(AMBIENTAL, 2018).

7.3.2 Cobra piton

Python bivittatus € uma espécie de cobra, também conhecida como piton birmanesa, que
vive no sudeste e sudoeste asidtico. Estas sdo cobras de cor escura com muitas manchas marrons
com bordas pretas nas costas. Sdo uma das cinco maiores cobras do mundo e podem atingir

até 8 metros de comprimento. Devido ao seu grande tamanho, as pitons birmanesas adultas
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tém poucos predadores naturais como o tigre € a cobra-real, sendo os jacarés e os humanos as
excecoes.

Como todas as cobras, a piton birmanesa € carnivora. Sua dieta consiste principalmente
de aves e mamiferos, mas também inclui anfibios e répteis. As pitons birmanesas matam as suas
presas por constri¢do, ou seja elas se enrolam nas presas e comegam a aperta-las até morrerem
por asfixia. No geral, todo o processo digestivo, desde a ingestao de alimentos até a defecacgdo,
dura de 8 a 14 dias.

A reproducdo sexuada é o modo predominante, porém de acordo com (GROOT; BRUINS;
BREEUWER, ) a P. m. bivittatus é capaz de se reproduzir assexuadamente em cativeiro. O
modo de partenogénese nesta espécie, ao contrdrio das espécies de serpentes partenogenéticas
facultativas relatadas, € particularmente elegante, uma vez que os descendentes sdo clones de
sua mae e nenhuma variagdo genética é perdida.

As pitons birmanesas geralmente sdo encontradas em pares apenas durante o acasala-
mento. Elas se reproduzem no inicio da primavera, com as fémeas colocando de 12 a 36 ovos
em mar¢o ou abril. A fémea permanecerd com os ovos até a eclosdo, envolvendo-os e con-
traindo seus musculos de forma a elevar a temperatura ambiente ao redor dos ovos em varios
graus. A incubacdo geralmente dura cerca de 60-80 dias. Esta espécie normalmente comeca a

se reproduzir aos 3-4 anos de idade e tem expectativa de vida de 35 anos.

7.3.3 Lobo-guara

O lobo-guaréd (Chrysocyon brachyurus) ¢ um canideo endémico da América do Sul,
habitante em campos, pastagens e nos Cerrados da América do Sul, oeste dos Pampas do Peru,
sul do Paraguai, partes da Argentina e Uruguai e no centro-oeste brasileiro. Vive em lugares
com muita vegetacao natural, especialmente campos proximos a baixadas, com capoeirdes ou
matas arbustivas, evitando locais proximos a habita¢cdes humanas. No Brasil, a maior populagao
de lobos-guara estd no Cerrado, com cerca de 14 mil individuos. A regido do Cerrado esta
localizada basicamente no Planalto Central do Brasil e ocupa mais de 2000000 km?, o que
representa 23 % do territério brasileiro (SANO; ALMEIDA, 1998).

Atualmente o animal encontra-se em estado de “quase ameacado” de acordo a Interna-
tional Union for Conservation of Nature (IUCN, 2015) e “vulnerdvel” de acordo com a Lista

Nacional das Espécies da Fauna Brasileira Ameacadas de Extingdo (MMA, 2003).
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Figura 7.4 — Lobo-guaré (Chrysocyon brachyurus)

A estacdo reprodutiva ocorre de marcgo a julho. Nos primeiros meses, margo e abril, os
machos procuram por parceiras no estro seguindo pistas de cheiro e vocalizando em sequéncias
(DIETZ, 1984; RODRIGUES, 2002). Uma vez formado o par, permanecem juntos até o nas-
cimento e cuidado dos filhotes, sendo o periodo de gestacdo de 65 dias e o pico de nascimento
dos filhotes em junho (CARVALHO; VASCONCELLOS, 1995), sendo que uma ninhada pode
variar entre um e cinco filhotes, com uma média de dois (FLETCHALL, 1995). Apesar de um
grupo ser composto apenas pelo casal, costumam defender territérios relativamente grandes,
variando de 4 a 104,9 km? (RODRIGUES, 2002) com pouca ou nenhuma tolerancia de outro
lobo ou casal vizinho (DIETZ, 1987). Contudo, uma fémea de outro territério pode transitar
em ambos territorios e, ocasionalmente, acasalar com o macho j4 pareado, contribuindo para a
variabilidade genética JACOMO et al., 2009). Os jovens lobos-guara comegam a se reproduzir,

com um ano as fémeas e com dois anos os machos e possuem expectativa de vida de 15 anos.

7.3.4 Determinacio dos parametros

Seja x = x(t) a populagdo de lobos-guard que vivem no Brasil no instante 7. De acordo
com (PAULA; DEMATTEO, 2015) em 2005 a populagcdo no Brasil era de 21.746 individuos
e se considerados apenas os individuos maduros (> 2 anos de idade), o tamanho populacional
era estimado em 15.849. Utiliza-se essa informagdo para determinar a taxa de crescimento da
populacdo de lobos na auséncia do predador. No sistema (7.1) tal taxa é representada pelo

parametro a. Para determinar a, utiliza-se o modelo de crescimento populacional de Malthus:
dx

— =ax
dt
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cuja solugdo € dada por

x(t) = xpe™ (7.9)

onde xo é a populagdo inicial e a € a taxa de crescimento. Substituindo os valores apresentados

em (PAULA; DEMATTEOQO, 2015) obtem-se

21746
a=0,158. (7.11)

Uma vez que ndo ha dados suficientes para determinar os demais parametros, considera-se o
que ocorre na Florida, com a invasao por cobras piton birmanesa.

A andlise dos demais parametros baseia-se no desequilibrio ambiental observado no
periodo de 2003 a 2011, na Flérida. De acordo com (WILLSON, 2017) a taxa de predagdo
por piton, naquela regido, ¢ bem alta (aproximadamente 77% de mortalidade). Toma-se esse
valor como referéncia, e considera-se a taxa de predacdo (representada pelo parametro b no
sistema(7.1)) igual a 0,7. Os pardmetros c e d, no sistema (7.1) representam respectivamente,
a taxa de decrescimento da populacdo de predadores na auséncia de alimento e a taxa de cres-
cimento do predador.

Seja y = y(t) a populagdo de piton birmanesa que vive na natureza no Brasil, no ins-
tante . Supondo que as cobras se alimentam apenas de lobos-guard, na auséncia de presas a
populacao de predadores decresce a uma taxa c.

Para determinar c, retorna-se ao caso que aconteceu na Florida. De acordo com (CARD
et al., 2018) as piton birmanesas invasoras s@o vulnerdveis ao estresse pelo frio, resultando em
uma taxa de mortalidade de até 90%.

Toma-se como referéncia essa informacgao e considera-se ¢ = 0,6, uma vez que a cobra
foi solta na regido do Gama, DF, onde concentra-se a maior populagdo de lobos-guara e onde o
clima é bastante diferente do clima da Florida.

Para a determinacao do parametro d, considera-se as seguintes suposi¢des:

1. A cobra ird se reproduzir assexuadamente apds 7 anos, onde ird nascer 7 individuos .

2. Ap6s a primeira ninhada, sobrevivem apenas 2 fémeas e 2 machos, que irdo se reproduzir

com 4 anos.

3. Passado os 4 anos, de cada fémea nascem 12 individuos, mas sobrevivem apenas 6.
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Tabela 7.1 — Ndmero de cobras apds reproducdo

Ano Cobras ( Reproducdo) Fémeas Machos Total de Cobras
2022 1 1 0 1
2029 1+7 4 4

2033 2 2 2

2033 2x12=24 8 g 16
2034 2x12= 24 14 14 28
2035 2x12= 24 20 20 40
2036 2x12= 48 26 26 52
2037 (2+6)x12=96 50 50 100
2038 (8+6)x12 =168 92 92 184
2039 (1446) x 12 = 240 152 152 304
2040 (20+6) x 12 =312 230 230 460
2041 (26+24) x12= 600 380 380 760
2042 (50+42) x 12=1104 656 656 1312

Seja a populagdo inicial de lobos igual a 14, pois as polulagdes serdo consideradas em

milhares (ZILL et al., 2012), a = 0,158 e r = 1 encontra-se x(1), utilizando a expressdo
X' (t) = ax — bxy
onde desenvolvendo-se, obtém-se

© In(x(1) = a—by)

1
In(x(t)) = /0 (a—by(t))dt.

o dt

In(x(1)) —In(x0) = a—Dbym

In(x(1)) — In(14)+0,158 —0,7-0,142
In(x(1)) = 2,687

x(1) — 14,8449

sendo y,, o valor médio de y em |0, 1].

Agora para encontrar a taxa d, utiliza-se a expressao

/ J—

Yy =—cy+dxy
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desenvolvendo, tem-se

%ln(y(t)) — —edx(1)

ld 1
/OEln(y(t)) = /0(—c+dx(1t))dt
In(y(1)) —In(y(0)) = —ct‘(l)—i—d/o x(t)dt
In(y(1)) —=In(y(0)) = —c+d-14,4224
In(G105) +0,6 = 14,4224.d
d = 0,083

1
onde a / x(t)dt foi substituida pelo valor médio entre x(0) e x(1), e y(0) e y(1) foram consi-
0
derados tomando os anos de 2037 e 2038 na Tabela 7.1.

Agora com os parametros determinados, a solu¢do do sistema é dada por

u(t) = uo Eq 4 5(—0,0948:“7F) — vy -5,060-tYE . g o1 (—0,0948:%F) (7.12)

v(t) = vo Eq 1 p(—0,0948t%"P) +uy-0,0187tPE g 51 1 (—0,0948:%F). (7.13)

Figura 7.5 — Solug¢des do sistema fraciondrio
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Para muitos autores € mais conveniente adotar a formulacdo da derivada fraciondria de
Caputo, pois diferentemente da formulacdo de Riemann-Liouville, a derivada de uma fungao
constante € a funcdo nula.

A maior dificuldade encontrada foi a obten¢@o de dados para determinar os parametros
do sistema, devido ao fato da cobra nao ser natural do Brasil, além de ndo encontrar dados sobre
o lobo-guaré especificos para a regiao Gama.

Outra dificuldade encontrada foi adaptar os resultados, uma vez que a literatura encon-

trada exigia conhecimento em Teoria da Medida, e ndo havia tempo hébil para estudar tal teoria.
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