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RESUMO

As Equacgoes de Maxwell do Eletromagnetismo implicam que a luz e a propagacao dos
efeitos de interacao entre os campos elétricos e magnéticos no espago-tempo sao ambos
reflexos de uma mesma estrutura geral e fundamental. Tal estrutura pode ser decomposta
em seus constituintes basicos para tratarmos problemas em situagdo mais convencionais
ou pode ser generalizada para atingirmos problemas mais elementares. A unificacdo da
linguagem matematica — ferramenta indispensavel para tratarmos os problemas fisicos,
e a interpretacao geométrica dos constituintes béasicos da teoria, podem ser um dos
elementos-chaves para alcangar tal generalizagdo. Assim, o modo como descrevemos as
simetrias, as leis, os principios, as equacoes e os elementos subjacentes que uma teoria
fisica apresenta, é extremamente impotante no tratamento de problemas mais especificos,
tais como a inexisténcia de monopolos magnéticos, a covariancia adequada das leis da
fisica, entre outros. Portanto, neste trabalho buscamos apresentar como a descricao das
leis do eletromagnetismo sao formuladas de maneira natural e generalizadora, usando a
Algebra do Espacgo-Tempo, a qual emerge do Fibrado de Clifford do Espaco-Tempo, e
como esta pode ser uma alternativa interessante para descrevermos a Natureza e seus

fendmenos fisicos.

Palavras-chave: Equacoes de Maxwell do Eletromagnetismo. Algebra do Espaco-Tempo.

Fibrado de Clifford do Espago-Tempo.



ABSTRACT

Maxwell’s Equations of Electromagnetism imply that light and the propagation of the
effects of the interaction between electric and magnetic fields in space-time are both
reflections of the same general and fundamental structure. This structure can be broken
down into its basic components to address problems in more conventional situations,
or it can be generalized to address more elementary problems. The unification of the
mathematical language, an indispensable tool for dealing with physical problems, and the
geometric interpretation of the basic components of the theory, can be one of the key
elements to achieve such generalization. Thus, the way we describe the symmetries, laws,
principles, equations and underlying elements that a physical theory presents, is extremely
important in dealing with more specific problems, such as the non-existence of magnetic
monopoles, the appropriate covariance of the laws of physics, among others. Therefore,
in this paper we seek to present how the description of the laws of electromagnetism
are formulated in a natural and generalizing way, using the Space-Time Algebra, which
emerges from the Clifford Bundle of Space-Time, and how this can be an interesting

alternative to describe Nature and its physical phenomena.

Keywords: Maxwell’s Equations of Electromagnetism. Space-Time Algebra. Clifford

Bundle of Space-Time.
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1 INTRODUCAO

Um dos maiores desafios da Fisica Tedrica é estabelecer uma teoria unificada que
possa descrever todas as interacoes fundamentais (SALAM; TAYLOR, 1990). Dentre
as ideias principais de unificacao, em particular, temos a intima relacdo entre o eletro-
magnetismo e a radiacdo. A formulacdo matemadtica das leis que permitiram unificar
estes dois fendmenos em uma unica teoria foi proposta por James Clerk Maxwell por
volta de 1880, baseando-se em observagoes (LIMA, 2019). Com esta teoria, foi possivel
verificar experimentalmente que uma carga elétrica acelerada libera energia na forma de
radiacao eletromagnética. Assim, também foi possivel relacionar as propriedades elétricas
e magnéticas do vacuo (e também da matéria) com a luz, cujas consequéncias praticas sao
sentidas até hoje (UNESCO, 2015).

A afirmacao de Maxwell de que a luz é uma perturbacao eletromagnética que se
propaga por meio de campos, respeitando as leis do eletromagnetismo, foi publicada no
tratado A Dynamical Theory of the Electromagnetic Field', em 1865. E, desde entdo,
motivou descobertas cientificas e inovagoes tecnologicas, mudando para sempre nossa
relacao com o mundo onde vivemos. Descobriu-se, por exemplo, que ondas eletromagnéticas
e Opticas podem ser confeccionadas, manipuladas e controladas dentro da matéria, abrindo
novos ramos na engenharia e na ciéncia dos materiais com a producao de dispositivos
digitais e fisico-médicos. Recentes dreas do conhecimento como a nanociéncia e a fisica
da matéria condensada, tém permitido inimeros avancos na confec¢ao de materiais em
um nivel de controlabilidade que vai até a escala atomica, com propriedades nunca antes
vistas (ENGHETA, 2015).

Do ponto de vista da fisica da escala astrondmica, em particular, na proximidade
de um campo gravitacional bastante intenso como o de um Buraco Negro Supermassivo
(BNS), tem-se observado pela primeira vez, a partir de imagens telescépicas de um BNS,
no interior da Galaxia M87, jatos altamente energéticos de luz polarizada emergindo de
seu entorno. De fato, tais jatos seguem linhas de campo magnético formado ao redor

destes objetos extraordinarios. A ideia é que este fendmeno poderd fornecer pistas sobre a

1 Para mais detalhes, veja a ref. (MAXWELL, 1865).
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explicagdo do mecanismo que permite a matéria escapar do interior deles (AKIYAMA et
al., 2021).

Todavia, a procura por uma teoria de campos unificada e o desenvolvimento de
aplicacoes tecnologicas que desta podem ser derivadas, tanto em escala microscopica
como em escala astronomica, envolvem também aspectos relacionados a linguagem que
utilizamos para descrever a Natureza e seus fendmenos fisicos (HESTENES, 2015). Uma
vez que leis fisicas sao invariantes por determinadas simetrias, os Grupos e Algebras de Lie
— estruturas matematicas que permitem estuda-las — desempenham um papel importante
neste contexto. Pois, com elas podemos analisar em maior profundidade leis de conservacao,
atributos indispenséveis em Fisica Tedrica (SUNDERMEYER, 2014).

Em relac¢ao as Equagoes de Maxwell do Eletromagnetismo (EME), relagbes mate-
maticas entre os campos elétrico e de indugao magnética com as densidades de carga e
corrente (as fontes dos campos), é possivel lancar mao de alguns dos ramos da Matemaética,
por exemplo, a Geometria Diferencial e a Algebra Abstrata, e formuld-las a partir de um
ponto de vista moderno, independente de coordenadas e unificador (RODRIGUES JR.;
OLIVEIRA, 2007).

Neste sentido, mais especificamente, a teoria de fibrados combinada com a Algebra
de Clifford?, permite expressar as EME, na presenca de cargas elétricas e magnéticas®, em
uma tnica expressiao por meio da definicdo de uma Algebra do Espaco-Tempo (AET) em
cada ponto (ou evento) de uma variedade? diferencidvel quadridimensional. Isso, por sua
vez, serve de base para fundamentar um Fibrado de Clifford do Espago-Tempo (FCET).
Nesta formulagao, por exemplo, o campo eletromagnético é entendido como uma secao
local de um FCET de dimensao 6. Isto significa que tais equacoes nos formalismos vetorial,

tensorial e de formas diferenciais sdo casos particulares do formalismo algébrico-geométrico

da AET.

2

Para uma breve discussao histérica envolvendo o surgimento da Algebra de Clifford, veja por exemplo,
(LOUNESTO, 2001) e (CHAPPELL et al., 2016).

Embora estas sejam até o momento propostas tedricas.

Uma variedade é um espaco matemaético abstrato que localmente se assemelha a um espago vetorial
euclideano. Quando ela é suave, infinitamente diferenciavel, é possivel definir as operagoes de dife-
renciagdo e integragdo do cédlculo, para uma discussdo mais aprofundada, veja por exemplo (LEE,
2013).
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Assim, podemos destacar os objetivos gerais que nortearam o presente trabalho:
i) realizar estudos da AET; ii) do FCET; iii) da descrigao das leis do eletromagnetismo
nesta formulacdo algébrica e; iv) de algumas simetrias associadas as EME, pois nesta
representacao ¢é possivel estabelecer uma formulagao unificadora e extremamente natural
para descrever a fisica relativistica e as EME.

No que diz respeito aos objetivos especificos, temos: i) investigar como as EME
sao representadas na formulagao algébrico-geométrica no FCET; ii) identificar como as
propriedades geométricas (escalar, 1-forma, 2-forma, 3-forma e pseudoescalar) emergentes
do espago-tempo podem ser utilizadas na formulacao das leis do eletromagnetismo e
algumas simetrias associadas, em particular, as simetrias de Dualidade, Gauge, Lorentz,
CPT e Conforme; iii) compreender como este formalismo matemdtico é capaz de ressaltar a
visao geométrica dos fendmenos fisicos, em particular, aqueles ligados as teorias de campo
relativisticas, cujos exemplos mais surpreendentes sao as teorias de campos de Maxwell e
Einstein. Além disso, iv) enfatizar que este formalismo é extremamente poderoso para atacar
problemas de fronteira: tais como teorias supersimétricas, teorias de cordas, etc., visto
que as aplicagoes deste formalismo sdo intimeras: Mecénica Classica (HESTENES; VOLD,
1990), Quantica, Eletromagnetismo, Relatividade Especial e Geral, etc. (RODRIGUES
JR.; OLIVEIRA, 2007), sendo apenas necessario o estudo de um tinico formalismo.

A estrutura deste trabalho segue o seguinte ordenamento: No Capitulo 2 revisamos
algumas das estruturas matematicas necessarias para abordarmos as EME e algumas de
suas simetrias. Dedicamos o Capitulo 3 para abordar as EME nos formalismos vetorial,
algébrico-geométrico, tensorial e de formas diferenciais. Ademais, discutimos algumas das
implicagoes que podem ser deduzidas de tais equagoes. No Capitulo 4 analisamos algumas
das simetrias que deixam as EME invariantes e interpretamos fisicamente seus resultados.
No Capitulo 5 apresentamos as Consideracoes Finais e em seguida, acrescentamos os

Apéndices, com algumas informagoes complementares ao texto.



18

2 FUNDAMENTOS MATEMATICOS

A fim de estabelecer a estrutura matematica necessaria para o desenvolvimento
das Equagoes de Maxwell do Eletromagnetismo (EME) e suas simetrias, no formalismo
algébrico-geométrico, apresentamos neste capitulo uma breve revisao sobre Grupos de
Lie (GL), as Algebras de Lie, de Clifford e Exterior e também a nocao de Fibrado, em
particular, daremos énfase ao Fibrado de Multiformas Diferenciais (FMD) e ao Fibrado de
Clifford do Espago-Tempo (FCET).

Iniciaremos nossa discussao por GL, os quais desempenham um papel fundamental
em Fisica Tedrica no estudo de simetria. Para uma discussao mais detalhada sobre o
assunto, veja por exemplo, (STEEB, 2007) e (BINCER, 2013). Essencialmente, GL sao
espacos abstratos cujos elementos sao parametrizados continuamente, o que permite
classificd-los como grupos continuos. Além disso, préximos de seus elementos identidade,
¢é possivel definir uma curva r-parametrizada, onde r é o nimero de parametros destes
grupos, e cuja expansao em série de Taylor até a primeira ordem, permite definir geradores
infinitesimais de transformagcao. Estes tltimos sdo ingredientes fundamentais na defini¢ao
de uma Algebra de Lie (AL), a qual ilustraremos a seguir.

Outro ponto que devemos enfatizar é a definicio de uma Algebra de Clifford (AC)
que sera essencial para as discussoes ao longo deste trabalho. Cumpre destacar, entre outras
coisas, que a definicado de uma AC nos permitird escrever um produto geral entre objetos
geométricos, qual seja, o produdo geométrico ou produto de Clifford, generalizando as
nogoes de produtos escalar e vetorial. Este produto é um dos ingredientes mais importantes
por detras da formulagao algébrico-geométrica das EME (HESTENES, 2015). Além disso,
definiremos uma AE com uma extensdo da métrica, permitindo definir uma Algebra de
Grassmann (AG). Isto nos permitird expresssar os elementos da AC a partir dos elementos
da AG (VAZ JR.; ROCHA JR., 2012).

Apresentamos também a construcao de um FMD, o qual é definido pelo quociente
entre um fibrado tensorial de tensores covariantes de ordem k, veja ref. (RODRIGUES JR.;

OLIVEIRA, 2007) para definicao, e seu ideal bilateral, permitindo definir uma k-forma
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sobre o Espago-Tempo de Minkowski (ETM), a qual é uma secio local', uma generalizacio
do conceito de funcao, deste fibrado. Logo, com a definicao de um FCET, teremos condigoes
de expressar localmente seus elementos, por exemplo, o campo eletromagnético, a partir dos
elementos do FMD, uma vez que localmente estes fibrados sao isomorfos (RODRIGUES
JR.; OLIVEIRA, 2007).

Por fim, destacamos algumas relagoes importantes e operagoes que podem ser
definidas sobre o FCET, as quais nos permitirao estabelecer, na se¢ao 4.4, uma relacao
entre as transformacoes discretas da conjugacao de carga, C, da inversao espacial, P, e da

reversao temporal 7.

2.1 ALGEBRAS DE LIE E DE CLIFFORD

Apresentaremos ao longo desta se¢ao, a definicao formal de um GL e de uma élgebra,
em especial, definiremos uma AL que nos permitira definir, na secio 4.5, os comutadores
entre os geradores da simetria conforme, as transformacoes que generalizam as simetrias
do espago-tempo (SUNDERMEYER, 2014). Além disso, mostraremos que a defini¢ao
de uma Identidade de Jacobi (1J), em termos dos geradores de infinitesimais, tem um
papel fundamental em teorias de campo. Em particular, no eletromagnetismo, podemos
estabelecer que a violagao da IJ resulta na presenca de monopolos magnéticos, veja secao
3.3.

Definiremos também uma AC em um espago vetorial n-dimensional munido de
uma métrica, um objeto geométrico que nos permite calcular a distancia entre vetores ou
1-formas. Com isto, teremos condigoes de apresentar a definicio de uma &algebra sobre
0 espaco euclideano tridimensional, ou Algebra de Clifford do Espaco (ACE) e de uma
Algebra do Espaco-Tempo (AET), definida sobre o ETM, em que ¢é possivel definir a no¢ao
de decomposicao do espago-tempo em relagao a um observador inercial.

De fato, um GL, G, é definido por meio de uma lei de composicao de grupo

c:GxG—=G, (g1,92) =~ clg1,92) =g1- 92, 91,92 €G (2.1)

1 Em teoria quantica de campos, campos de matéria, por exemplo, a nocdo de massa, carga, spin, etc.,

sao secoes locais de fibrados definidos sobre cada ponto do espago-tempo. Para uma defini¢ao rigorosa
de uma secio local veja, por exemplo, (EGUCHI; GILKEY; HANSON, 1980).
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e por uma aplicagao de inversao

1

i:G—=G, geilg)=g9"' g9 €q, (2.2)

0s quais sao aplicagoes suaves entre variedades, de modo que G é um GL de dimensao
finita r-parametrizado e g seus elementos, veja ref. (STEEB, 2007) para uma discussao
mais aprofundada.

Por outro lado, uma &algebra consiste de um espaco vetorial A sobre um corpo
arbitrario K (em particular, podemos considerar os corpos R ou C), munido de um produto

de vetores, A x A — A, tal que
(A,B) — AB € A, A Be A,
satisfazendo um par de leis distributivas
A(aB+bC) = aAB +bAC, (aA+bB)C =aAC+bBC, a,beK, A B,Ce A

No lado direito da primeira relagdo acima, aAB significa a(AB). De fato, se
escolhermos b = 0, temos aAB = (aA)B = A(aB). Além disso, se para todo A, B,C € A,
tivermos A(BC') = (AB)C a algebra ¢é dita ser associativa, e se ainda, tivermos AB = BA
ela é dita ser comutativa. Dentre as dlgebras nao associativas, temos a AL como exemplo
trivial (SZABO, 2019).

Outra definicdo importante é a nocao de ideal. Dada uma algebra A, um ideal
a esquerda Tg dessa élgebra é um subconjunto contendo elementos da forma ax € Zg,
Va € A e Vx € Ig, enquanto que um ideal d direita Zp contém elementos da forma
xa € Ip, Va € A eVx € Z e um ideal bilateral Z é um subconjunto contendo elementos
da forma axb € I, Va,b e AeVr € T.

Antes de definirmos uma AL apropriadamente, devemos notar que uma transfor-

macao de um GL, G, de multiplos parametros, pode ser escrita como

y = Ale)e, (2.3)

T={

de modo que y” = Y1y s Yn), @ X1, ..., Ty) S20 vetores de n componentes pertencentes

ao espaco vetorial R™ de dimensao n, T a operagao transposicao que troca linhas por
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colunas em uma matriz, € = (€, ..., €,) sao os r < n pardmetros deste grupo e A(€) é uma
curva suave (uma matriz) de r pardmetros passando pela identidade de G. Na vizinhanga

da identidade I € G, é possivel expandir A(€) em série de Taylor, até a primeira ordem, e

escrever
Ale) =1+ ek%\ezo + O(€?), (2.4)

ey,
com I = A(0). Logo, podemos identificar os seguintes geradores infinitesimais de transfor-
macao 2 = 8546(:) le=0, que também correspondem as expressdes para os vetores tangentes

a curva A(e), em € = 0. O conjunto de todos os Zj, i.e., o conjunto de todas as tangentes
a todas as curvas em I € (G, forma um espaco vetorial linear de dimensao r, uma AL,

definida por

A
g= {Zk = 86(e)|60’ A(e) é uma curva passando pela identidade} . (2.5)
€k

Além disso, podemos recuperar todas as propriedades locais de G a partir da
exponenciagao dos elementos da AL associada, na vizinhanca da identidade, escrevendo
A(er) = exp(€exZy), em que fica implicita uma soma no indice k.

Do ponto de vista mateméatico, uma AL é munida de um produto

[, ]:gxg—g, (2.6)

chamado de colchetes de Lie. Em particular, podemos considerar uma AL envolvente, uma
vez admitindo um novo produto que o denotaremos por justaposicao. Isto significa que a

AL envolvente satisfaz as seguintes propriedades:

1. Para Z, X € g, temos que [Z,X] = ZX — XZ € g, em que ZX e XZ sdo os
produtos definidos por justaposi¢ao. Essa propriedade é conhecida como propriedade

de fechamento.
2. Paraa,beR,Ce X,Y,Z € g tem-se
(X,aY +bZ] =a[X, Y]+ b[X, Z], [aX +0bY,Z]=0a]lX,Z]+]Y,Z].
que é uma propriedade de bilinearidade.

3. [X,Y] = —[Y, X] é a propriedade de antissimetria.
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4. [X, Y, Z))| + [Z,[X, Y]] + [Y,[Z, X]] = 0 é conhecida como Identidade de Jacobi (1J).

Em particular, o conjunto {Z;} fornece uma base de campos vetoriais tangentes linearmente
independentes — especificamente, uma base ndo holonémica®? — em um ponto do espaco

tangente a G préximo a identidade, de modo que
(Z, 7)) = O}, Z;, (2.7)

em que C}Zz (j,k,l = 1,...,n) sao denomidadas de constantes de estrutura. De fato, o
comutador dos campos Z;, e Z; mede a quantidade pela qual estes campos falham em formar
um paralelogramo, veja Figura 1, em que Z}, e Z] sao seus deslocamentos infinitesimais ao

longo de suas linhas integrais®.

Figura 1 — A constante de estrutura C,il mede a quantidade pela qual campos e seus
deslocamentos infinitesimais falham em formar um paralelogramo.

Fonte: Figura adaptada de (RODRIGUES JR.; OLIVEIRA, 2007).

O tltimo resultado, eq. (2.7), permite escrever a 1J da seguinte forma:
[Zia [Zka Zl]] + [Zla [Zlv Zk]] + [Zk7 [Zl7 ZZH = 07 (28>

impondo uma condicao de simetria nos indices i, k e [.

2 Por exemplo, uma base holonémica pode ser escolhida como as derivadas parciais de dimensdo n de

forma que o colchete de Lie dessas derivadas corresponde a [d,,0,] = 0, ou seja, as derivadas parciais
comutam (STONE; GOLDBART, 2009).

Linhas integrais sdo fungbes diferencidveis com a propriedade de que, em um dado aberto U de uma
variedade M e em um dado ponto x, os vetores tangentes dessas fungdes, nesse ponto, correspondem
ao valor de campos vetorias neste mesmo ponto (LEE, 2013).
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Para finalizar, uma AL também constitui um espaco vetorial de todos os mapea-
mentos lineares, que no presente caso, ocorre sobre R. Assim podemos definir uma AL
associada ao grupo

GL(n,R) = {A]| detA # 0}, (2.9)

2

de dimensao n*, ou geral linear, de matrizes reais A de dimensao n X n, cujos determinantes

sao diferentes de zero, por meio de
gl(n,R) = {todos os mapas lineares de R" em R" € L(R",R")}. (2.10)

Um subgrupo do grupo geral linear de muita importancia® é o grupo ortogonal
definido como

O(n,R) ={A€GL(n,R)| A~ = A"}, (2.11)

em que [,, denota uma matriz identidade de dimensao n xn. Se restringirmos o determinante
da matriz A pela unidade, sua ag@o sobre os vetores de R"”, é uma rotacao destes vetores

por um angulo arbitrario. Assim, temos que
SO(n,R) = {A € O(n,R) | ATA = 1I,, detA =1}, (2.12)

é o grupo especial ortogonal, um subgrupo do grupo ortogonal, ambos com dimensao
n(n —1)/2, os quais deixam a métrica euclidiana invariante (STEEB, 2007). Quando o
espaco vetorial R", em que podemos considerar a acao destes grupos, é equipado com
uma métrica pseudo-euclidiana de modo que n = p + ¢, sendo p o nimero de dimensoes
positivas definidas e ¢ o nimero de dimensoes negativas definidas, é possivel estabelecer os
grupos pseudo-ortogonal O(p,q) e especial pseudo-ortogonal SO(p,q), de modo que suas

AL associadas podem ser definidas por

o(p,q) = {X € L(R™ R"), X" = —X} (2.13)

4 Uma vez que o grupo geral linear ¢ definido sobre os niimeros complexos, C, é possivel definir também os

subgrupos U(n,C) = {A € GL(n,C) | A*A=1,} e SUn,C) ={A € GL(n,C) | A*A=1I,, detA =1}
de dimensdes n? e n? — 1, respectivamente,de modo que a operagdo * denota a conjugacdo complexa. Em
particular, podemos definir os grupos U(1), SU(2) e SU(3), os quais sdo importantes na formulagéo de
teorias de gauge, cujo exemplo mais importante é a teoria do Modelo Padrao das particulas elementates.
Tais grupos abstratos permitem definir os bdsons, de spin inteiro, por exemplo, o féton, o menssageiro
da interacgdo eletromagnética; Z, os W's e os glions, mensageiros das interagoes nucleares fraca e forte,

respectivamente, veja ref. (SUNDERMEYER, 2014).
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s0(p,q) = {X € LR, RP), X" = —X, trX =0}, (2.14)

respectivamente, em que trX denota a operacao trago de X, ou a soma dos elementos
diagonais de uma matriz.

Definida uma AL, o proximo passo é estabelecer uma AC que, de modo geral, pode
ser definida considerando um espago vetorial V' sobre o corpo K = R, C e uma forma
quadratica (bilinear, ou equivalentemente, uma correlagao linear) g sobre V', veja ref. (VAZ
JR.; ROCHA JR., 2012) para a defini¢do formal. Esta dlgebra é denotada por C¢(V, g),
ela é associativa e possui um elemento unidade. Devido ao fato de que uma AC pode ser
definida por meio de um quociente entre uma Algebra Tensorial (AT) sobre um espago

vetorial e seu ideal, devemos considera-la sobre V| a qual é definida por

TV)=>QV, (2.15)
r=0
de modo que Z,(V) é um ideal em 7 (V'), gerado por todos os elementos da forma

v ®v + g(v)1 para todo v € V. Deste modo, formalmente, uma AC pode ser definida por

meio do quociente entre a AT associada ao espago vetorial V' e seu ideal Z, ou seja,
CUV,g) =T(V)/Zy(V). (2.16)

Com isto, existe uma submersao® V < C¢(V, g), a qual é a imagem de V = @'V dentro
da projegao canonica, ou projegao natural, 7, : T (V) — C¥¢(V,g), uma forma légica
de mapear uma estrutura algébrica em suas estruturas quociente, veja ref. (LAWSON;
MICHELSOHN, 1989).

Os elementos geradores da algebra C¢(V, g) sdo o espago vetorial V' C CU(V, g)
e a identidade 1. Nesta construcgao, os elementos do espacgo vetorial devem satisfazer
v-v = g(v)l, para todo v € V. Além disso, devemos salientar que C¢(V,g) tem um
graduagao Zy = {—1, 1}, ou seja, ela pode ser escrita como uma soma direta da seguinte
forma: CU(V,g) = COUV,g) & CMU(V, g), em que 0 denota sua parte par e 1 sua parte

impar. Logo, para v, w € V, a seguinte propriedade precisa ser satisfeita

vow+w-v=2g9(v,w), (2.17)

5 TUma submersdo é um mapeamento suave entre variedades diferencidveis de modo que sua diferencial é

sobrejetiva em todo o espaco (LEE, 2013).
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tal que g(v,w) = g(w, v) é simétrica nas suas entradas com g(v,v) = g(v). Em termos
das bases de v = v;6;, w = w;é; € V temos €;6; + €;6; = 2g;;. onde é; e €; sao vetores
ortonormais.

Uma vez que o espago vetorial V' estd envolvido com um forma bilinear, de forma
tal que V = R4, temos que CY¢(RP, g) = Cl,, =R, ,. Isto significa que R”? é o espago

vetorial pseudo-euclidiano com produto escalar dado por

g(w) ’y) = xlyl 4.4 I’pyp _ xpflypfl . xnyn’ x,y e an. (218)

Quando g = 0, temos o espaco vetorial euclidiano RP° cujo produto escalar ¢ dado por

g(x,y) = xlyl + o+ ay" T,y < RPY. (2.19)

Por fim, uma AE sobre um espaco vetorial V', denotada por AV, é definida pelo
par (AV,A), em que A denota o produto exterior definido por A : AV x AV — AV. De

fato, podemos considerar a seguite soma direta sobre a AE de V/

n

DAY =AY ey - AV )
com AoV =R e A,V =V, de modo que a dimensao de A,V é dada por > ;_, (nfik'),k,, 0

que significa que a dimensao de AV = 2". Quando (AV, A) é munido de uma extensao @,

da métrica g dada pela eq. (2.18) ou pela eq. (2.19), definida por

g(wlvyl) 9(1717’!/2) g(wlyyk>
g(mz,yl) 9(3327?/2) g($2ayk)
g(wk7y1> g(wk,yz) g(wkayk)

temos uma AG, o que significa que podemos estabelecer o seguinte isomorfismo de espaco
vetorial

CUV,g) =~ \V, (2.22)
(VAZ JR.; ROCHA JR., 2012). Este tltimo resultado permite expressarmos os elementos
de uma AC em termos dos elementos de uma AE sobre V', com uma extensao da métrica.
Assim, um elemento arbitrario de AV, isto é, de C'¢(V, g), é dado por

A= Ay + A%¢; + A9, Nej+ AT e N Nep+ -+ AT N NG, (2.23)
~— ——

escalar 1-vetor 2_vetor 3-vetor n-vetor
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2.2 ALGEBRAS DE CLIFFORD DO ESPACO E DO ESPACO-TEMPO

Tendo definido as estruturas algébricas necessarias para atingirmos o ponto central
deste tabalho, qual seja, obter as EME e discutir algumas de suas simetrias, destacaremos
logo adiante que as definicoes de uma ACE e de uma AET), estdo intimamente relacionadas,
ou seja, a ACE constitui uma subélgebra par da AET. A primeira é particularmente
importante porque nos permitira a definicao dos campos elétrico e magnético, em termos
de suas componentes espaciais, enquanto que a segunda, nos permitira a definicao do
campo eletromagnético, resultados que nos serao uteis no Capitulo 3.

De fato, devemos considerar somente as AC: Rz g ~ C(2) e Ry 3 ~ H(2), em que C(2)
denota a algebra de matrizes complexas de dimensao 2 x 2, enquanto que H(2) a algebra
de matrizes quaternionicas de dimensdo 2 x 2, pois estas correspondem as ACE e AET,
em termos de matrizes (RODRIGUES JR.; OLIVEIRA, 2007). Em particular, quando
o espaco vetorial V' é de dimensao finita, logo V' ~ V*. Assim, temos que as ACs sobre
os espagos vetoriais duais, euclidiano e pseudo-euclidiano, R3 ; e R} 3 sdo isomorfos (VAZ
JR.; ROCHA JR., 2012). Além disso, outros isomorfismos importantes sao: R(fﬁ ~ Rs,
R’{:g ~ IR3 5, em que o superindice 0 denota a parte par da dlgebra.

De fato, os geradores de Rj( sao mostrados na Tabela 1 abaixo.

Tabela 1 — Tabela dos k-vetores sobre o espaco vetorial V' = R3°,

Elemento Espago a que pertence Tipo Dimensao
1 AoV 0—vetor ou escalar 1
op ANV 1—vetor 3
oi N\ 0 NV 2—vetor 3
o NojNo N3V 3—vetor ou pseudoescalar 1

Fonte: Autoria prépria.

Deste modo, podemos definir o produto geométrico, ou produto de Clifford, entre

os vetores o; por meio de
O'iO'j:O'i'O'j—f—O'i/\O'j, (Z,j,l{?:]_,Q,S) (224)

em que

1 1
(51‘]‘20'1"0']' :§(O'Z'O'j+0'j0'i), O-i/\o-j:§(o-io-j_0-j0-i)u (225)
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sao as partes simétrica e antissimétrica do produto o;0;, com 0; Aoj = —0; ANo; e d;; € a
delta de Kronecker igual a 1 quando 7 = j e 0 quando i # j. Definindo o pseudoescalar®
da ACE por ¢ = 0, A 03 A 03, tal que 42 = —1, temos que ¢ comuta com os 1-vetores o;,

ou seja, t0; = 0;4. Um elemento genérico de R3 ¢ definido por
. 1 .. 1 ik
B:BO—FBZO'Z'—F?BUO'Z‘/\O']‘—F?B” O'i/\O'j/\O'k. (226)

Na literarura a AC R34 é conhecida também como Algebra de Pauli. Observe que By, B,
B e BY* sendo tensores contravariantes, de modo que BY e B%* devem ser pensados
como tensores cujas componentes sao totalmente antissimétricas.

Por outro lado, os geradores da AC R; 3 podem ser vistos na Tabela 2 abaixo.

Tabela 2 — Tabela dos k-vetores sobre o espaco vetorial V = R13,

Elemento Espaco a que pertence Tipo Dimensao
1 AoV O0—vetor ou escalar 1
Yo AV 1—vetor 4
Vi N Vo NV 2—vetor 6
Yu N Yo A YVa NV 3—vetor 4
Yu NV ANYa Nva AV 4—vetor ou pseudoescalar 1

Fonte: Autoria prépria.

Assim, o produto geométrico entre os 1-vetores 7y, ¢ dado por meio de

YV =V Vo F VANV, (v, f=0,1,2,3) (2.27)
em que
1 1
Nuw = Y " Yo = 5(7;/}/1/ =+ ’Yufyu)a ’m Ny = 5(7//71/ - ’YV’Y;L% (2'28)
sao as partes simétrica e antissimétrica do produto 7,7, com v, A v, = =7, Ay, € N
é a métrica de Minkowski 7 de assinatura (1, —1,—1,—1), de modo que 72 = 1 = —3,

Y.+ v = 0 para u # v, com 7y = 7" e 7 = —* em que (k = 1,2,3). Estas tltimas
propriedades permitem classsificar 7y e v, como vetores do tipo-tempo e do tipo-espaco,
respectivamente. Observe também que, uma vez que o produto escalar entre dois 1-vetores

linearmente independentes é nulo, eles sao ortogonais e anticomutam, enquanto que se o

6 De modo geral, um pseudoescalar é uma generalizacio de um n-vetor (ou n-forma), ou elemento de

volume orientado, da AE sobre o espaco vetorial V| munido de uma extensdo da métrica, em que n é a
dimensao do espago vetorial.
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produto exterior for nulo, eles sdo paralelos e comutam entre si. Outro ponto importante
que precisamos enfatizar é que o produto - é na verdade uma contracao. Logo, a contracao
entre um 1-vetor e um k-vetor resulta em um (k-1)-vetor, de modo que o produto - deve
ser ser pensado como um produto escalar somente quando o produto estiver envolvido
entre dois 1-vetores, (VAZ JR., 1993), (VAZ JR., 2000), (VAZ JR.; ROCHA JR., 2012).

Além disso, é possivel definir também o pseudoescalar do espago-tempo por meio
de Yo A Ay Az =5 = —7° = =% Ayt A% A 73 satisfazendo (v5)? = (7°)? = —1, o
que significa que 5 comuta com os 1-vetores o; e anticomuta com os 1-vetores 7, ou seja,
V505 = TiY5 € V5V = —YuYs- De fato, também devemos ter que o;79 = —700;, uma vez

que podemos definir o; = v;v9 = v A 70 (HESTENES, 2015). Podemos definir ainda, a

relagao entre os pseudoescalares do espago-tempo e do espaco, por
’}/5:’70/\’}/1/\’}/2/\’)/320'1/\0'2/\0'3:7:. (229)
Por fim, um elemento genérico de R, 3 é definido por
M 1 pv 1 pra 1 praf
A=A+ A W+§A %/\%JFQA %/\%/\mﬂuaA Yu N Yo N Yo Aya, (2.30)

com Ay, A", A" AW e A8 gendo tensores contravariantes, de modo que A*Y, AP e
ArveB devem ser pensados como tensores cujas componentes sao totalmente antissimétricas.

Na literarura, R, 3 é conhecido como Algebra de Dirac ou AET, ACET, etc.

2.3 DECOMPOSICAO DO ESPACO-TEMPO E ROTACOES

Na secao anterior definimos os geradores de uma ACE e de uma AET), seus produtos
geométricos e como podemos escrever um elemento genérico no espago vetorial em que
estas duas dlgebras sdo definidas. Nesta secao, mostraremos que no formalismo da AET,
¢é possivel escrever um evento x no ETM, de modo que em relacdo a um observador 7
inercial, este evento pode ser decomposto em uma parte temporal e uma parte espacial,
resultado que serd utilizado ao longo deste trabalho e que nos sera 1util, por exemplo, para
expressar a decomposicao do campo eletromagnético em termos dos campos elétrico e

magnético na se¢ao 3.2.
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Mostraremos também como podemos expressar uma rotagao arbitraria no ETM a
partir do formalismo algébrico-geométrico; porém, os resultados mais importantes serao
referenciados no APENDICE B. Este tltimo resultado nos serd ultil também para calcular
um boost do campo eletromagnético na se¢ao 4.3, quando comecarmos a discutir algumas
das simetrias que deixam as EME invariantes.

Com efeito, se x denota um evento no ETM, entdo podemos escrever

=177 = (-7 0+ @A), (@) =270 =y, (@A) =2ty = 1,

(2.31)

onde ¢ ¢é a velocidade da luz. Além disso, a segunda e a terceira expressoes acima denotam
as partes temporal e espacial de x, respectivamente.

Com isto em mente, podemos expressar a linha de universo de uma particula no

ETM por meio de = z(7), onde 7 é o um parametro conhecido como tempo préprio”. Para

o observador definido por 7y, a particula seguird uma trajetéria no espaco tridimensional

dada por 7 = Z(t). Logo, podemos escrever as partes espacial e temporal no espago

tridimensional por meio de
Z=2(1) = (z(7) A %) - Y0, ct = ct(1) = z(7) - Y. (2.32)

Uma vez conhecida a linha de universo de uma particula no ETM, sua velocidade

propria pode ser definida por

de  da*
V= E = g’yﬂ, (233)

que de modo anélogo ao caso anterior, eq. (2.31), devemos ter

da? dx
v =Y = (V7)Y + (v A %)%, (V)7 = o (v AY)v = 1 (2.34)

em que a segunda e a terceira igualdades acima sao as partes temporal e espacial da
velocidade propria da particula, respectivamente.

Por outro lado, é pertinente lembrar que (v A )7y nao é a velocidade da particula

no espaco tridimensional. Na verdade, no espaco tridimensional, a velocidade da particula

dz

¢ dada por v = ¢,

ou seja, a velocidade relativa entre dois observadores inerciais. Em

7 O tempo marcado por um relégio comével com a particula.
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termos de (v - 7)o devemos escrever

dT@ . (U /\’)/0)’}/0

T=——=c¢
dt dr VY

(2.35)

Para um observador inercial, descrito por um vetor do tipo-tempo u, tal que u? =1

edl

7+ = 0, temos que a posi¢ao de um evento no ETM, em relagao a este observador, pode

ser escrita como
T =xuu=ct'u+ 7, ct' = x - u, 7 = (z Nu)u, (2.36)

em que t' e @ sdo o tempo e a posicao de um evento de acordo com o observador u,

. . . . 7/ / —#/ d
respectivamente. Um ponto importante que precisa ser enfatizado é que t' # t e ¥’ # 7,
(VAZ JR., 2000).

Antes de continuar, consideremos uma particula com massa situada em x = x#7,,
entao sua quadrivelocidade pode ser escrita, como vimos, calculando a derivada de z
em relagao ao seu tempo proprio 7, ou seja, Z—f = u = u"y,. Com isto, podemos definir
também o seu quadrimomento por p = p“7v,, o qual pode ser decomposto em relagao

a um observador inercial vy da seguinte forma: pyoyo = (P - Y)Y + (P A Y0)70, em que

naturalmente podemos definir

E .
(p-v0)v0 = ~0; (2 AN yo)vo = P, (2.37)

como sendo suas partes temporal e espacial, respctivamente. A quantidade E = ¢(p - 7o)
é conhecida como a energia prépria da particula. Assumindo que p? > 0, isto ¢, é uma
1-forma do tipo-tempo, entao sua massa prépria pode ser definida por m3 = Iz—j.

Por fim, e nao menos importante, apresentamos brevemente como podemos relizar
uma rotagao arbitraria no ETM por meio da defini¢do dos elementos pertencentes ao grupo
de recobrimento duplo do grupo de Lorentz préprio ortécrono, eq. (2.48), o chamado grupo
de spin, eq. (B.5). Um elemento deste grupo permite definir uma transformacao de Lorentz
ativa, equivalentemente, uma transformacao de Lorentz passiva entre dois referenciais no
ETM, sobre os objetos geométricos de uma AET. Uma transformagcao ativa nao afeta o
sistema de coordenadas utilizado para descrever um dado objeto no espaco, mas a afeta
sua posicao, enquanto que uma transformacao passiva, mantendo o objeto em sua posi¢ao

fisica, afeta somente o seu sistema de coordenadas.
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De acordo com as refs. (LOUNESTO, 1997) e (HESTENES, 2015), esta transfor-
macao ¢ definida por

v’ — RxR™', (2.38)

a qual é uma rotagao arbitraria no ETM onde R € Spml(l, 3), veja APENDICE B.

2.4 FIBRADO DE MULTIFORMAS DIFERENCIAIS

Antes de definirmos apropriadamente um FMD e de um FCET, o que sera feito na
secao seguinte, convém apresentarmos uma nocao intuitiva do que vem a ser um fibrado.

Na Fisica Tedrica a no¢ao de fibrado merece destaque, pois esta estd intimemente
relacionada com o termo gauge que surge a partir do fato de que as interagoes ou “forcas
fundamentais” da Natureza sdo manifestagoes de campos denominados potenciais ou
campos de gauge. Por exemplo, as forgas nucleares forte, fraca e a eletromagnética sao
exemplos de tais interagoes (campos descrevendo particulas de spin 1, como o féton) as
quais sao regidas por potenciais 1-forma (conexoes) definidos sobre seus respectivos fibrados
principais definidos em cada ponto da variedade do espago-tempo. Outros exemplos sao
campos espinoriais descrevendo particulas com spin semi-inteiro (e.g., elétron, neutrino,
etc.) e campos escalares como o campo de Higgs associado a particulas de spin 0 (HUANG,
2007).

De fato, um fibrado é um espago abstrato o qual localmente se parece com um
produto de variedades, M x F', mas nao globalmente. Para uma discussao mais aprofundada
veja as refs. (NAKAHARA, 2003), (RODRIGUES JR.; OLIVEIRA, 2007), (GOCKELER;
SCHUCKER, 1987) e também (DRECHSLER; MAYER, 1977). Para nossos propésitos M
e F' devem ser variedades suaves. Um exemplo de um fibrado que é localmente trivial®, mas
nao globalmente, ¢ a fita de Mébius®. Neste trabalho estamos assumindo que os fibrados
sao triviais, ou seja, localmente eles sao produtos de variedades diferenciaveis. Se M tem

dimensao n e F' dimensao n, o fibrado £ = M x F tem dimensao 2n, veja Figura 2.

Localmente as fibras sobre U; € M sdo triviais, ou seja, é valida a seguinte afirmativa: Wfl (U;) 2 U; xF.
Uma fita de Mobius pode ser construida usando um pedaco de papel retangular, rotacionando uma das
extremidades por um angulo de 180° e, em seguida, colando ambas as extremidades paralelamente.

9
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Figura 2 — llustracao de um fibrado vetorial £ sobre um aberto U € M e uma secao
transversal s (generalizacao de uma fungao).

Fonte: Autoria prépria.

Na literatura, £ é uma variedade chamada de espaco total, M uma variedade base,
ou base e, F' uma variedade fibra, ou fibra, fibra padrao, etc. Um fibrado E, admite uma
projecao canodnica

m:E—M uw—m(u) =z, (2.39)

tal que 7, '(x) = F,, uma fibra sobre z, é difeomorfa a F para todo z € M. Em particular,
se a fibra F' é um espaco vetorial, o fibrado é chamado de fibrado vetorial, enquanto que,
se ela for um GL, este é chamado de fibrado principal, veja ref. (NAKAHARA, 2003).

Nesta se¢ao, definiremos um FMD e um FCET, que localmente se assemelha a uma
AET. Apresentamos os subfibrados de um FMD quando este é definido sobre o ETM, em
que ¢ possivel definir as no¢des de 1-forma, 2-forma, etc., objetos geométricos pertencentes
as segoes de seus respectivos fibrados. Em particular, o campo eletromagnético, o qual
serd definido na secao 3.2, é uma secao do subfibrado de dimensao 6 do FMD o qual, por
sua vez, é isomorfo ao FCET de mesma dimensao.

Logo, um fibrado de k-formas diferenciais ou FMD ¢é definido por uma AE sobre o

fibrado cotangente por meio de
NT*M =T’M/T, (2.40)

em que T*M é um fibrado cotangente definido sobre uma variedade suave M de dimensao

n, T C TOM é um ideal bilateral gerado pelos elementos da forma a ® 8+ 3 ® o com as
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1-formas «a, § € T*M. Explicitamente, este fibrado pode ser escrito como

AT = [ AT = || AT, (2.41)

zeM zeM k=0

em que | |,c)s denota a uniao dijunta dos espacos cotangentes em cada ponto x € M, o

que permite identificar uma estrutura de fibrado da forma

(;é N'TEM, (7)) M, (R (G, R)). (2.42)

Aqui devemos destacar que, @F_, A*T*M ¢é o espaco total em x, ou a fibra no ponto
xr, enquanto que (ﬁ)@’k ¢ a k-ésima poténcia tensorial da projecao candnica que associa
elementos do espaco total aos elementos da variedade de base M, ((R”)*)@’k é a fibra padrao
deste fibrado, cuja estrutura é formada por uma k-ésima poténcia tensorial do espago
vetorial real dual de dimensdo n, enquanto que (G(n,R))®" ¢ também dada pela k-ésima
poténcia tensorial do grupo geral linear (DRECHSLER; MAYER, 1977) e (RODRIGUES
JR.; OLIVEIRA, 2007). Além disso, quando a variedade de base M admite em cada um
de seus pontos um tensor métrico, a estrutura de grupo do fibrado definido sobre esta é
reduzida ao grupo ortonogal, em especial, quando a métrica é pseudo-euclideana temos
que a estrutura de grupo se torna o grupo pseudo-ortogonal O(p, q¢) (NAKAHARA, 2003).

De modo geral, localmente em U € M, uma k-forma é escrita como

1
A=4 S Ay A A0 =S A, 0 € secD(UNTM),  (2.43)

ViV v <---<vg

como uma restri¢ao dos indices vy < -+ < v, de modo que {#*} = {dz*} sdo se¢oes locais

e ortonormais gerando este fibrado. Temos aqui que I'(U, A*T™* M) corresponde ao espaco

de secoOes locais do fibrado de formas diferenciais de grau k sobre o espaco cotangente. Em

particular, para n = 4, temos que

A Ak 0 1 2 3 4

U ONTM= [N [ NTMe | NTide || N'Tiie || AT

zeM k=0 zeM zeM zeM zeM zeEM
(2.44)

¢ uma soma direta de subfibrados de 0-formas, 1-formas, etc., em cada ponto da variedade

M. Se a dimensao da variedade é 4, entdo a dimensdao do FMD ¢ 2* = 16, uma decorréncia

da soma dos coeficientes binomiais

4 4 |
2 @ =2 —4/};)!14;! =2'=16 (2.45)

k=0 k=0
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no intervalo 0 < k < 4. Para este caso particular, seus elementos e suas dimensoes podem
ser visualizados na Tabela 3 abaixo.

Tabela 3 — Tabela das k-formas sobre o ETM de acordo com a teoria de fibrados.

k-forma Secao do espaco  Tipo Dimensao
A(x) = Ao secT' (U, \°TM) 0—forma ou escalar 1
LAy, (z)6" secl' (U, A\'T*M)  1—forma 4
2 Ay, ()07 A 672 secT' (U, A>T M) 2—forma 6
%Aylm ()01 A G2 A Gv3 | secl'(U, /\iT;M) 3—forma 4
1A s ()0 AN OV2 N0V N0 secl (U, N"T; M) 4—forma ou pseudoescalar 1

Fonte: Autoria prépria.

2.5 FIBRADO DE CLIFFORD DO ESPACO-TEMPO

Uma vez definido um FMD, o préximo passo é definirmos um FC, nos permitindo
estabelecer também, de uma vez por todas, um FCET. A principal ideia por tras deste
desenvolvimento é que, no formalismo de fibrados as EME podem ser definidas de maneira
natural e moderna (RODRIGUES JR.; OLIVEIRA, 2007). Além disso, enfatizaremos que
o operador de Dirac, o qual esta associado ao operador de evolugao no ETM em teoria
quantica de campos, no formalismo algébrico-geométrico, pode ser considerado um objeto
geométrico por exceléncia, sem nenhuma mencao a sua representagao matricial, a qual
negligencia este fato (RODRIGUES JR.; OLIVEIRA, 2007). Este operador nos sera 1til,
por exemplo, para escrevermos, no capitulo 3, as EME na presenca de cargas elétricas e
monopolos. Definiremos também, em seguida, a relacdo que este operador tem com os
operadores da AE, a saber, o operador diferencial e codiferencial, nos permitindo, nas
secoes 3.4 e 4.2, definir o campo eletromagnético em termos de potencias e obter os gauges
de Lorenz generalizados em termos destes tltimos, respectivamente.

Para iniciarmos nossa discussao, um FC ¢é definido por

ClUM,g) =T M/J,= | | CUTM,g,) (2.46)

zeM
onde J, C TPM é um ideal bilateral da dlgebra dos tensores covariantes de grau k
(RODRIGUES JR.; OLIVEIRA, 2007). Este fibrado é gerado pelos elementos da forma

a® B+ B®a=2g(a,B), em que a, 3 € (M, T*M) C T'(M, T2M). Aqui C¢(T:M, g,)
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representa a AC do espago vetorial métrico (7'M, g,) em um ponto da variedade M. O
FC tem também um gradeamento Zs = {—1, 1}, ou seja, ele pode ser escrito por meio de
uma soma direta C4(M,n) = CLO(M,g) ® CLM (M, g), em que 0 denota sua parte par e
1 sua parte impar. A parte par deste fibrado define também um FC de modo que

ClO(M,g) = | | COONT;M,g) — C(M,qg). (2.47)

rzeM

Desde que C¢(M,g) seja um fibrado vetorial, também podemos expressar sua
relagdo com seu fibrado principal associado por CU(M, g) = Psol (p.g) X Ad R, 4, enquanto
que Ad : SO(p, ) — Aut(R, ,) é a representagao adjunta que associa elementos do grupo
de Lorentz préprio ortécrono com os elementos do espago de automorfirmos™ da AC, R, ,,
pela seguinte relacao: A — AdyB = ABA™!, em que A € SOI(p, q) e B, uma k-forma
local, pertence a R}  ~ R, , ~ CU(TrM,g,). Observe que para p = 1 e ¢ = 3 a fibra

padrao, do fibrado principal P

S0(1.3)1 > associado ao FCET, é o grupo de Lorentz préprio

ortocrono definido por
SO(1,3)} = {A € SO(1,3) | sgnA’ =1, detA =1}, (2.48)

o qual deixa a métrica de Minkowski 7 invariante, ou seja, deve ser valido que n = ATnA,
ou em termos de componentes, 1,, = A%,n,,A?, com (u,v,0,p =0,1,2,3). Este grupo
serd importante para definirmos o grupo de spin no APENDICE B. Além disso, sgnA% = 1
implica que o principio de causalidade é respeitado, equanto que o detA = 1, implica que
as transformacoes sao rotagoes.

Com isto, nosso interesse estara voltado as seguintes AC: p = 1 (uma dimensao
temporal positiva definidas), ¢ = 3 (trés dimensoes espaciais negativas definida). Logo,
temos que R} 3 ~ Ry 3 ~ CUT;M,n,), ¢ a AET. Por outro lado, a parte par do FCET
deverd ser: p = 3 (trés dimensoes espaciais positivas definidas), ¢ = 0 (zero dimensao
temporal negativa definida), resultando em R3, ~ Rz ~ COU(T*M,n,). Isto significa
que a parte par do FCET, que corresponde ao fibrado do espaco, ¢ um subfibrado do
FCET, ou seja, COU(T*M,n,) — CU(T:M,n,).

10" Um difeomorfismo é definido por meio de uma aplicacio bijetiva (um elemento do contradominio é
ligado uma tnica vez por um elemento do dominio) a: M — N, entre variedades M, N, tal que « e
sua inversa o~ ! sejam suaves de classe C™, ou seja, infinitamente diferencidveis. Quando N = M, « é
dito ser um automorfismo (LEE, 2013).
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Devemos enfatizar também que o FC, C¢(M, g), é munido de um operador
0=60°D,,, (2.49)

em que {6°} = {dz*} e {e.} = {32} sdo as se¢des locais dos fibrados T*U e TU em
que o aberto U satisfaz, U C M, respectivamente. Observe que TU é o espago tangente
definido localmente em U € M.

Para uma k-forma A, pertencente a secao de C'U(M, g), é possivel escrever
0A = 04D, A) =0%|(D., A) + 0N (D, A), (2.50)

de modo que 0|A = 6“|(D. A) e INA = 0*N (D, A), onde D, denota a derivada
covariante na dire¢do do campo referencial local {e,}, associado as coordenadas locais
x® C U € M, em que | denota a contragao a esquerda da AE (VAZ JR.; ROCHA JR.,
2012). Além disso, outra definigdo que se segue, é o operador de Kéhler-Atiyah, (GRAF,
1978), definido por

0=d—9, (2.51)

em que d é operador diferencial e d, o operador codiferencial, de modo que eles correspondem
ad=0Ne—§ =0 =0-. O primeiro quando atua sobre uma k-forma fornece uma
(k-+1)-forma, enquanto que o segundo fornece uma (k-1)-foma. Note que o operador ¢
atua sobre uma k-forma A, da seguinte maneira: §A; = (—1)" D5+ d 5 A, onde s
¢ o numero associado a assinatura da métrica g e x ¢ o operador de Hodge, denotado
por % : secl(U, A*T*M) — secI'(M, N""*T*M), o qual permite relacionar os fibrados
NT*M e A" FT*M, veja ref. (RODRIGUES JR.; OLIVEIRA, 2007) para a definicdo
deste operador. Para n = 4, com assinatura (1, —1,—1, —1) temos s = —1.

Antes de prosseguir, devemos salientar que existe um isomorfismo entre o FCET
e o FMD construido sobre o ETM. Isto significa que é possivel definir uma aplicacao de
Clifford + agindo como um operador sobre os geradores do espago cotangente {dz*}, (VAZ
JR.; ROCHA JR., 2012). Em termos de componentes, podemos escrever v* = g"'[, + E*,
em que g é a métrica do espago RP?, [, e E* sao as componentes de dois operadores
lineares, os quais devem atuar sobre dzx, e seu reciproco dz*, respectivamente. Estes

resultados permitem escrever entao v* = ~(dz*), o qual forma um conjunto {v*} de segoes
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locais ortonormais gerando um FC CU(T}M,g) em x C U € M. A aplicagao v pode ser
omitida de forma que a relacao entre o FCET e o FMD, sobre o ETM, seja mais direta, ou

seja, v* = dx*. Este tltimo resultado permite identificar o isomorfismo entre os fibrados
CUM,g) ~ \NT*M, (2.52)

o qual deve ser pensado no sentido vetorial e ndo algébrico. Logo, para n = 4 um elemento

arbitrario local do FCET pode ser escrito como

A= Ag+ Aty + Ay + AP o+ APy s € secT (U, /\kT*M) (n<v<a<p),

(2.53)
o que significa que I'(M, A¥T*M) < C¢(M,n), permitindo expressar também o operador
0 definido em termos da derivada covariante, eq. (2.54), da seguinte forma: 9 = 7*0,,,
conhecido na literatura como operador de Dirac (LAWSON; MICHELSOHN, 1989). Em

termos de componentes temos

10 0 0 0 1
= K = 0—7 17 27 37 *
0 =10, =~ % + 52 + o + 5; € secl' (M, N\ T*M) — Cl(M,n). (2.54)

2.6 OPERACOES E RELACOES NOTAVEIS

Na secao anterior formalizamos o que vem a ser um FMD e destacamos sua
estreita relacdo como um FCET. Para esta secdao, dedicaremos tempo para apresentar
algumas operagoes que serao utilizadas a partir do proximo capitulo, a saber, as operagoes:
involucao graduada, reversao e conjugacao. A reversao sera importante na Segoes 3.5 e 4.3
para calcularmos as EME reversas, nos permitindo definir o fluxo de energia do campo
eletromagnético, e o reverso do gerador de boost, o qual é discutido no APENDICE B. J4 a
involugao graduada e a conjugacao desempenharao um papel importante quando estivermos
preparados para discutir sobre a simetria C'PT na se¢ao 4.4, porque mostraremos que tais
operacoes estao intimamente relacionadas com as operagoes de inversao espacial e reversao
temporal.

Para finalizar, enfatizaremos alguns dos produtos que faremos uso em alguns

momentos, a posteriori. Enfatizamos que o produto interno contraido entre uma k-forma e
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1-forma pode ser simétrico ou antissimétrico dependendo se k é par ou impar. O mesmo
deve ocorrer quando calcularmos o produto exterior entre 1-forma e uma k-forma.

Definiremos em seguida, o elemento de volume no ETM para n = 4. Este elemento
de volume orientado define um pseudoescalar na AET em relagdo a métrica de Minkowski.
Com ele podemos exprimir uma relacao de dualidade entre o produto exterior e o produto
interno contraido entre os objetos geométricos desta algebra, o que significa que podemos,
a primeira vista, relacionar propriedades simétricas e antissiméticas destes objetos. Diga-se
de passagem que, teorias supersiméticas, as quais buscam descrever bésons (particulas de
spin inteiro, e.g., o f6ton) e férmions (particulas de spin semi-inteiro, e.g., o elétron) em
uma mesma teoria, fazem intenso uso destas propriedades (SHADMI, 2016). Além disso, é
possivel definir uma relagao entre o pseudoescalar e o operador de dualidade de Hodge da
AE, a menos de um sinal relativo.

Para comecar, definindo o projetor
(), : secD(U, NT* M) — secD'(M, \"T*M) < secCl(M, g), (2.55)

podemos obter os objetos geométricos definidos sobre os subfibrados do FCET. Uma vez

que um objeto genérico deste fibrado é dado pela eq. (2.53), temos entao que

(Ayg = Ao, (A); = Ay, (A)y = Ay, (A3 = A" e, (A), = APy,
(2.56)

Deste modo, as operagoes involugao graduada, reversao e a conjugacao sao dadas por

(A), = DA, (A), = (D)D), (2.57)

A

<A>k::<2>k::<A>k:(—1ﬁw—ﬂﬂ+k@®k, (2.58)

respectivamente. A Tabela 4 apresentam as agoes destas operagoes sobre os elementos do
FCET para n = 4.
Por outro lado, se A e B sdo uma k-forma e uma r-forma locais do FCET, respecti-

vamente, o produto exterior entre elas deve satifazer AA B = (—1)" B A A, de modo que

b

ANB =0

1
AVETE Ry (2.59)

V1V R o _
A ! kB ! nyl"'Vk /\fyﬂl"'ﬂr - l{?‘?”‘
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Tabela 4 — Operacoes identidade, involug¢ao graduada, reversao e conjugacao de Clifford.

Simbolo Correspondéncia Operacao

A, (A + (), + (A), + (), + (A), dentidade

<fl>k (A)g — (A); +(A), — (A); + (4), Involugao graduada
(A) () +(A) — (A), — (A); +(4), Reversio

<f_l>k (A)g — (A); — (A)y + (A); + (A), Conjugacao

Fonte: Autoria prépria.

enquanto que o produto interno contraido
A-B=(-1)"VB. A (k<7r), (2.60)

ou seja,
1

A/4V1mljkB'U'I.“'u”q,}/yl.--V}C : rYMl"'MT" (261>

Com o auxilio desses dois produtos é possivel generalizar os produtos simétrico e

antissimétrico entre 1-formas da eq. (2.28) por meio de

1 1
a-A= 5(0414 —(=1D*Aa), anA= 5(0414 + (=1)*Aa), (2.62)
o que significa que se escolhermos o, oy, - -+ , oy, € T*M e A = ay A+ -Acy, € secl (U, NFT* M) —

CU(M, g), o produto interno contraido entre « e A pode ser escrito como

k
a-(ag N ANayg) = Z(—1)5+1(a cag)(og A Ao Aaggr A A ), (2.63)
s=1
de tal forma que quando o termo de indice s aparece envolvido no produto interno contraido,
ele deve ser omitido no produto exterior, respeitando um sinal relativo, etc. Note que para
k = 2, o produto interno contraido entre uma 2-forma e uma 1-forma é antissimétrico,
enquanto que o produto exterior é simétrico.

Definindo também uma extensdo da métrica por detn = det [1(v,,7,)], em que n é

a métrica de Minkowski, é possivel escrever um elemento de volume

7y = y/ldetnlyo A A A € DU, \'T"M) — CLU(M, g), (2.64)

o que significa que todos os eventos do ETM tém uma orientacao, em particular, em

x# CU € M com (un=0,1,2,3). Logo, também podemos definir uma extensao do produto
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interno contraido entre duas multiformas por
AN*B = (A, B) 1, (2.65)

em que (A, B) = A x B, onde * denota o produto escalar estendido da AG (VAZ JR.,
1993), uma AE definida sobre um espago vetorial munida de uma métrica. Para o caso

particular kK = r = 4, temos
A=A A, B =N Ans, (2.66)
logo

Yo*Yo Yo*7V1 Yo*k7Y2 Yo*7V3
YLEY Yk Y1 k7Y2 Y1 k3
(V3 AY2 A1 AY0) * (Yo A1 Aya Ays) = det =—1 (2.67)
Y2 kYo Y2kY1 Y2 kY2 Y2 k3

Y3kYo Y3kY1 Y3k Y2 V3 kY3

Portanto, como y/|detn| = 1, o elemento de volume do espago-tempo pode ser

escrito como
4
Tn:’}/o/\’)/l/\’}/g/\’)/gz’}%EF(U,/\ T*M)%CK(M,Q) (268)

Isto implica que o produto escalar estendido entre duas k—formas no espaco-tempo
segue de (A, B) = det(n(y,,7,)) para (u,v =0,1,2,3). Note que para k # r, este tltimo
produto implica que (A, B) = 0. Além disso, no espago-tempo podemos escrever também

uma relacao entre o pseudoescalar v e o operador de Hodge * por meio de
V(A = (=1)"*(A),, r=1(k=1,2,3), r=2(k=0,4). (2.69)

Os resultados anteriores nos dizem que o FCET é isomorfo ao fibrado de formas
diferenciais com uma extensao da métrica do ETM. Em particular, por simplicidade,
iremos utilizar a notacao da ref. (HESTENES, 2015), tal que o produto de Grassmann * e
produto interno contraido - devem ser tomados como sendo idénticos. Por outro lado, a
contragao a esquerda | nao sera utilizada, salvo mengao explicita. Devemos salientar que,
do ponto de vista matematico, estes produtos devem ser tomados como sendo distintos,
dependendo da situacao em que eles aparecem. Assim, utilizaremos o produto - na maioria

das vezes.
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3 EQUACOES DE MAXWELL DO ELETROMAGNETISMO

O presente capitulo é dedicado as Equagoes de Maxwell do Eletromagnetismo
(EME) e algumas de suas consequéncias mais importantes.

Estas equacoes fundamentam uma das mais belas teorias formuladas pela mente
humana, o eletromagnetismo. Sobre a discussao historica envolvendo o surgimento destas
equacoes veja, por exemplo, (TONIDANDEL; ARAUJO; BOAVENTURA, 2018), e para
uma discussao conceitual mais aprofundada, (LIMA, 2019). De fato, elas podem ser
deduzidas a partir de argumentos de simetria® e observacoes experimentais?.

Embora nao tenhamos evidéncias experimentais da existéncia de monopolos mag-
néticos, do ponto de vista tedrico, eles podem explicar o por que cargas elétricas serem
quantizadas, (DIRAC, 1931), (DIRAC, 1948). Outra consequéncia é que teorias de Grande
Unificagdo, teorias que buscam descrever as leis do Universo a partir de uma tnica teo-
ria fundamental, prevéem a existéncia de monopolos, (RAJANTIE, 2012). No entanto,
analogos de monopolos podem ser observados em experimentos com gas de atomos de
Rb, a baixa temperatura, (RAY et al., 2015). Além disso, o experimento MOEDAL tem
como um dos seus objetivos a procura por dyons, particulas hipotéticas contendo cargas
elétrica e magnética no Large Hadron Collider (LHC), ainda sem sucesso (ACHARYA et
al., 2020).

3.1 FORMALISMO VETORIAL

Nesta secao apresentamos as EME no formalismo vetorial, na presenga de monopolos,
usando argumentos de simetria e resultados experimentais, que serao importantes adiante
quando definirmos os campos elétrico e magnético em termos dos elementos do Fibrado de
Clifford do Espago (FCE), a parte par do Fibrado de Clifford do Espago-Tempo (FCET).

Assumindo a existéncia de monopolos, a densidade de forga de Lorentz generalizada,

As equacgoes de Maxwell sdo invariantes pelas simetrias de inversao espacial, rotacao espacial e translagao
no espago (ZANGWILL, 2012).

Tais observagbes experimentais incluem: a forca de Lorentz, a conservagao da carga elétrica, o principio
de superposicao e a existéncia de ondas eletromagnéticas (ZANGWILL, 2012).
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para cargas elétricas e magnéticas, no espago tridimensional, pode ser escrita como

f=p.(E+vxB)+p,(B—-vxE), (3.1)

em que f ¢é a densidade de forca de Lorentz, E e B os campos elétrico e magnético,
enquanto que v é a velocidade de uma particula localizada em uma regiao do espago. Além
disso, pe € p, sdao as densidades, por unidade de volume, de carga elétrica e de monopolos
magnéticos, uniformemente distribuidas na regido ocupada pela particula (SCHUWINGER
et al., 1998).

Em termos de componentes, podemos escrever

fréx = pelié; + (Je)iBj€ijiér + pmBié; — (Jm); Ei€jikér, (3.2)

onde foram definidas as componentes espaciais das densidades de correntes de carga elétrica
e magnética

(Je)i = Peli, (Jm)j = Pm7Yy, (33)

e ainda &; X €; = €€, em que €; sao vetores unitarios, enquanto que €;;, € o simbolo de
Levi-Civita totalmente antissimétrico associado as trés diregoes espaciais.

Com efeito, devemos levar em conta que a carga elétrica e o monopolo magnético
nao podem ser criados e nem destruidos, o que significa que eles precisam ser conservados,

ou seja, precisam satisfazer equagoes de continuidade

8/)6 apm
V.J. =0, —+ V- J,=0, 3.4
ot o (3:4)
em que
V—é»@—éa (1=1,2,3) (3.5)
- =t T 'Laxiy — & ) .
¢é o operador gradiente e
Je - (Je)iéiy Jm = (Jm>]éj (36)

as densidades de corrente elétrica e magnética, respectivamente. Tais equagoes nos dizem
que o fluxo de corrente elétrica (resp. magnética) que deixa uma dada superficie, envolvendo

um volume arbitrario no espago, contendo cargas elétricas (resp. monopolos magnéticos),
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é uma consequéncia do decréscimo da quantidade de carga elétrica (resp. monopolo
magnético) dentro deste volume.

Por outro lado, levando em conta o principio de superposicao temos que, dada
uma densidade de carga ocupando uma regiao arbitraria do espacgo-tempo, uma excitacao
desta densidade produzirda uma densidade de corrente nesta regiao, e consequentemente,
ondas eletromagnéticas propagarao por todo o espaco, em todas as dire¢oes. O mesmo
argumento também ¢é valido se, considerarmos outra regiao do espago-tempo, porém em
um instante subsequente. Logo, o principio de superposicao nos diz que, a combinacao das
ondas produzidas em regioes arbitrarias do espago-tempo, em momentos distintos, terdo o
mesmo padrao caso sejam produzidas ao mesmo tempo e em uma mesma regiao especifica.

Agora, para deduzirmos as EME, devemos lembrar que a agdo de uma matriz A
de dimensao 3 x 3, pertencente ao grupo especial ortogonal SO(3,R), definido pela eq.
(2.12) para n = 3, sobre vetores do espago tridimensional real, é uma rotagao, pois o
determinante de A é igual a 1 (ZANGWILL, 2012). Assim, f, E, B, J. x B, J,, x E
precisam ser tensores de ordem 1, ou seja, vetores. Por outro lado, uma vez que r é um
vetor polar®, temos também que v = ‘3—: é um vetor polar, consequentemente, f o é. Deste
modo, estamos supondo que a densidade de carga elétrica p. ¢ uma quantidade axial?,
equanto que a densidade de carga magnética p,, ¢ uma quantidade polar.

Como ja sabemos que a eq. (3.1) é polar, identificamos que os termos p.E e J. x B,
pmB e J,, X E sao polares, pois p.v = J, é polar e p,,v = J,,, ¢ axial.

Em posse destas informacoes, devemos agora tentar supor as equagoes de movimento
para os campos. Uma vez que estamos admitindo o principio de superposi¢ao dos campos,
devemos nos restringir a operadores lineares no espago e no tempo. O primeiro palpite a
ser usado é que

oE 0B

mas este resultado nao é fisicamente correto, pois as solugdes para tais equagoes sao

exponencias crescentes e decrecentes no tempo. Por exemplo, a solugao cuja exponencial

Um vetor polar é vetor que se transforma sob a acdo de uma inversao espacial r — —r.

Um vetor axial, ou pseudovetor, é um vetor que permanece invariante sob a agdo de uma inversao
espacial, ou seja, s — s. Dois exemplos sdo: o momento angular L = r X p e o campo magnético B
(ZANGWILL, 2012).
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é crescente no tempo, diverge quando t — oco. Logo, as solu¢oes precisam ser fungoes
harménicas® (ARNOLD, 2004).

Outro palpite seria entdao assumir que

oFE 0B

o que também nao é correto pois, elas misturam vetores polares e axiais em lados diferentes
em cada equagao.

Por outro lado, uma suposicao interessante seria

0B OF
WO(TXE, EO(T’XB, (39)

sendo que a primeira expressao fornece uma relagao axial e a segunda uma relacao polar,
respectivamente. Embora esta seja uma suposicao razoavel, ela também nao esta correta,
uma vez que ela nao ¢é invariante por uma translacao espacial, onde uma translacao espacial

implica que r — r 4+ ¢, em que ¢ é um vetor constante.

el
ozt

Notando que V = ¢; ¢ invariante por uma translacao espacial, mas nao é
invariante por uma inversao espacial, outras suposi¢oes para o lado direito das relagoes
eq. (3.7) sao: V- B e V - E| respectivamente. Como estas quantidades sdo escalares,
correspondendo aos fluxos do campos magnético e elétrico, respectivamente, elas nao
servem para o presente proposito, que é obter relagoes vetoriais, uma axial e outra polar,
respectivamente.

Deste modo, supondo a existéncia de constantes ki, ko, k3 e k4, um palpite que

satisfaz os requerimentos de invariincia por rotagao, transla¢ao e inversao (no espago) é

oE 0B
E = lﬁV x B+ k3Je, E = k2V x B+ k4']m (310)

Tomando o divergente da primeira equagao e usando as leis de conservacao, eq.
(3.4), obtemos

0
5 (V- B+ kape) =0, (3.11)

uma vez que V -V x B = 0, cujo resultado segue do Lema de Poincaré para o operador

diferencial eq. (3.58). Usando o mesmo raciocinio com a segunda equagao, temos

0
O (VB +kip,) =0 (3.12)

Exemplos de fungoes harmonicas sdo as fungdes seno, cosseno, exponenciais complexas, etc.

5
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Os resultados anteriores permitem escrever

oFE
W = k:1V x B+ k’3Je, V-E = —k’gpe,
(3.13)
B
aat = k’QV x B + k4Jm, V- B = _k4pm

O primeiro par de equacoes fornece uma equacgao de movimento totalmente polar, em
relacao ao produto vetorial, e uma equacao de movimento escalar. Em relacao ao segundo
par de equacoes, temos uma equacao de movimento totalmente axial, em relacao ao
produto vetorial, e uma equacao de movimento escalar.

No Sistema Internacional de Unidades (SI), as constantes que aparecem nas equagoes
anteriores sdao: k; = 2, ko = —1, ks = —1/¢g e ky = —pp. Logo, as EME estendidas no

vacuo, no formalismo vetorial, sdo dadas por

V-E=%,  V-B=jpn,
(3.14)
VXE=—pud,—9%, VxB=pud.+%5%.

No primeiro par das equagoes anteriores, é possivel identificar as leis de Gauss da
eletricidade e do magnetismo, as quais nos dizem que o fluxo do campo elétrico (resp.
magnético) que passa por um elemento de superficie envolvendo um elemento de volume
arbitrario no espago, é uma consequéncia da quantidade de carga elétrica (resp. monopolo
magnético), por unidade de volume, que ocupa seu interior.

Para o segundo par de equagoes, temos a lei de Faraday-Maxwell generalizada,
a qual nos diz que a circulagdo do campo elétrico, em torno de um circuito fechado no
espago, ¢ resultado da corrente de monopolo magnético que circula sobre o circuito e do
decréscimo temporal do campo magnético que o atravessa.

Por fim, e ndo menos importante, temos a lei Ampere-Maxwell, revelando que
a circulacao do campo magnético, em torno de um circuito fechado, é provocada pela
combinacgao da densidade de corrente elétrica que flui por este circuito e pela taxa de
variacao temporal positiva do campo elétrico que o atravessa. Estes resultados mostram
que os campos elétrico e magnético estao intimamente relacionados, a existéncia de um

implica na existéncia de outro.
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3.2  FORMALISMO ALGEBRICO-GEOMETRICO

Tendo obtido as EME, eq. (3.14), nesta segdo desenvolveremos estas equagoes a
partir da correspondéncia entre o espaco vetorial euclideano tridimensional e o FCE,
por meio da relagdo entre o produto vetorial e exterior. Com isto, teremos condigoes
de expressa-las no FCET, as quais se tornam independentes de coordenadas, sem fazer
nenhuma menc¢ao a componentes, generalizando os formalismos vigentes.

Agora, a partir das EME generalizadas, eq. (3.14), em unidade relativistica ¢ = 1,
podemos escrever sem problemas os produtos vetoriais dos campos elétrico e magnético

em termos do produto exterior onde usamos a identidade (C.15). Com efeito, temos

V X E = eijk(()iEjak = —’11(0'181 N EjO'j) = —’)/5(0'1‘(9@‘ A\ EjO’j) = —VS(V A E), (315)

V xB= eijk&-Bjak = —z(olf)z AN BjO'j) = —’}/5(0'2'(91' AN BjO’j) = —’75<V A B) (316)

Devemos salientar que os campos elétrico e magnético correspondem a se¢oes locais da
parte par do FCET.
Desta forma, podemos escrever o produto exterior entre o operador gradiente e os

campos elétrico e magnético da seguinte forma:

0B
ot’

OFE

v (VAE)=—-J, — Y (VAB)=J,+ o (3.17)

Multiplicando ambos os lados por +°, notando que este é um pseudoescalar satisfazendo

(’y‘r’)2 = —1, de modo que ele pode entrar dentro da expressao da derivada temporal,
encontramos
o(v°"B oF
VAE=—-4J, — w@t ), V/\B:fy5<Je—|—at>. (3.18)

Agora, lembrando dos produtos geométricos, veja eqs. (2.24) e (2.27), o produto

geométrico entre o operador gradiente e o campo elétrico pode ser escrito como

9(7°B)
at

VE=V -E+VAE=p,—~J, — (3.19)
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enquanto que o produto geométrico entre o operador gradiente e o campo magnético como

oFE

V(y’B) =+°(V -B)+~(VAB) =+"p,, — J, — a0 (3.20)

uma vez que 7° comuta com as l-formas pertencentes a parte par do FCET, logo
multiplicando-o pelo produto geométrico VB, temos que v°(V B) = V (7°B). Portanto,

é possivel somar as expressoes, egs. (3.19) e (3.20), de ambos os lados e obter

5 — 5 _ AP —
VE+V(7 B)—Pe /VJm 8t m [ 825

(3.21)

Deste modo, movendo os termos proporcionais as derivadas parciais em relacao
ao tempo, dos campos elétrico e magnético, para o lado esquerdo da expressao anterior,

teremos que
0 5 5 9 5 5
5 ETVB)+V(E+7B)= |5 +V (E+~°B) = pe— Je+ 7 (pm — Im)- (3.22)

O lado direito da expressao anterior, envolvendo as densidades de carga e correntes elétrica

e de monopolo magnético, pode ser escrito como
pe—Je =0 Y (pm = In) =907 ) (3.23)
Mas como 7,0 = (& + V), segue que
YI(E +°B) = vo(J. +7° J). (3.24)
Deste modo, podemos escrever
NE+~+"B)=J.+7J.=J, (3.25)
e finalmente obter as EME generalizadas®
oF =7, (3.26)

onde

1
FZEF'U'

Para ver como obter a eq. (3.26) consulte o Apéndice C.

AN € secl(U, /\QT*M) — CU(M,n) (3.27)

6
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¢ o campo eletromagnético, uma 2-forma, antissimétrica em seus indices, F),, = —F,,,
cujas componentes fornecem um tensor duas vezes covariante
0 E* E* E3
-E' 0 -—-B3 B?
F. = , (3.28)
—-E? B3 0 —-B!
—-E3 —-B? B! 0
ou equivalentemente, por um tensor duas vezes contravariante
0 —-E' —E?> —F3
E' 0 -B* B?
FoP = ptVF,, = (3.29)
E? B3 0 -B!
E? —-B* B! 0
em que £, B' (i = 1,2, 3) sdo as componentes dos campos elétrico e magnético.
Além disso,
J € secl(U, \'T*M + N\'T*M) < Ct(M,n) (3.30)

corresponde a densidade de corrente generalizada, uma secao do FCET, constituida por

uma parte elétrica (1-forma) J, e uma parte magnética (3-forma, pseudo-1-forma, etc.)

VP T

As EME, eq. (3.26), nesta formulagao sao descritas por uma tinica expressio’, a
qual nos revela que a presenga das densidades de carga e corrente (elétrica e magnética)
no espago-tempo provoca excitagoes do campo eletromagnético que propaga através de
sua estrutura geométrica. Estas excitacoes nada mais sao do que ondas eletromagnéticas
que propagam na velocidade da luz, quando tais equagoes sao consideradas na presenca de

cargas elétricas e monopolos magnéticos. Observe que tais equagoes sao independentes de

coordenadas, uma vez que nao existe nenhuma mencao das coordenadas locais x*.

7 Qutro formalismo que permite escrever as EME em um tnica expressao, embora ndo ha mencio explicita

da inclusdo de monopolos, é por meio da teoria de Twistors, veja por exemplo, (FRAUENDIENER,;
TSOU, 1995), proposta primeiramente por Roger Penrose para tratar gravidade quintica. Para uma
discusséo conceitual dessa teoria, veja por exemplo, (ATIYAH; DUNAJSKI; LIONE J., 2017), (ADAMO,
2018).
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3.3 FORMALISMO TENSORIAL

Um dos resultados mais impressionantes da formulagao algébrico-geométrica, é que
esta permite obter as EME na formulagao tensorial, veja por exemplo (ACENA, 2017),
ou ainda (HERR, 2018). Na formulacao tensorial, temos duas expressoes para as EME,
validas em qualquer referencial. Note que a formulagao algébrico-geométrica generaliza esta
ultima, uma vez que o produto geométrico ¢ considerado, que por sua vez, é a combinagao
de dois produtos de gradeamento diferentes, o produto interno contraido e o produto
exterior, (HESTENES; VOLD, 1990).

Apresentaremos a seguir, como obter as EME no formalismo tensorial e mostraremos
que a violacao da identidade de Bianchi do campo eletromagnético implica na existéncia
de monopolos magnéticos, de modo que nao é possivel, na presenca deles, estabelecer o
principio de minima-acao®.

Aplicando novamente o operador de Dirac 0 nas EME generalizadas, eq. (3.26),

temos que

9OF = 0, (3.31)

onde
OOF =0(0-F+0NF)=0-(0-F)4+0-(ONF)+0N(OQ-F)+0AN(ONF). (3.32)

O primeiro termo desta ultima expressao fornece uma 0-foma, porque duas contra-
¢oes consecutivas entre uma 2-forma por uma 1-forma deve resultar em uma quantidade
escalar. O segundo e terceiro termos fornecem uma 2-forma. No entanto, o quarto e ultimo

termo deve fornecer uma 4-forma. Logo, podemos identificar
0-(0-F)=0-J =0, ONONF)=0NT =0. (3.33)

Em termos de componentes, podemos escrever a primeira expressao da eq. (3.33), por

meio de

1
0-(0-F) = 50,0, Fas(v" - (4 - (4* A1) = D,0, ", (3.34)

8  Um principio muito utilizado em teoria de campos, o qual nos diz que a acdo de um sistema fisico entre

os eventos dos espago-tempo tem um extremo, o que corresponde a obter suas equacoes de movimento
(RAMOND, 1981).
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o qual segue da eq. (A.3), enquanto que o lado direito
0T = 0,(J)" (V" - ) = Ou(Je)”, (3.35)
onde 7" -7, = 0,,. Uma vez que a carga elétrica deve ser conservada, vemos que
0,0, F"" = 0,(J.)" = 0. (3.36)

Explicitamente, o lado direito da expressao anterior deve fornecer a equacao de

continuidade envolvendo as densidades de carga e corrente elétrica

Ope
ot

0,(J) =0= L1 v.J, =0. (3.37)

Por outro lado, a parte pseudoescalar da eq. (3.33) deve ser tal que
1 v m « B 1 vuaf o5
ONONF) = if)y@MFag(v AN AAP) = F€" 0,0, Fop, (3.38)
a qual segue da eq. (A.17), enquanto que seu lado direito é dado por
ONT = 0y(J)" (¥ A7) = =0, (Jm)" Y, (3.39)

resultado que segue da eq. (A.26). Portanto, da eq. (3.33), segue o resultado

fornecendo a equacao de continuidade para as densidades de carga e corrente magnéticas.

Obtidas as leis de conservacao para as cargas elétrica e magnética, o proximo passo
é obter as expressoes para as EME, eq. (3.14), no formalismo tensorial. Para isto, devemos
lembrar que as componentes das correntes elétrica e magnética podem ser obtidas da
seguinte forma: (J.)” = (J.) - 7" e v (Jn)” = 7 (J) - 77. Logo, para a parte escalar,
devemos ter

1
(0 F) " = 50 Fas(y" - (% A V) - = 9. (3.41)

enquanto que a parte pseudoescalar

1
ONF) 7" = 50 Fas(y" Ay A V)4 =0 FH), (3.42)
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em que foi definido as componentes do campo eletromagnético dual por meio de (*F*) =
te" P, 5. Estes resultados seguem das egs. (A.4) e (A.24). Deste modo, as EME genera-

lizadas podem ser escritas por meio de
0 F" = (J.)", O, ("F") = —(J)". (3.43)

Para chamar a atengao, a partir das egs. (3.43), podemos escrever a identidade de

Bianchi para o campo eletromagnético
—(Jm)” = €08, Fop = 0uFup + 05 Fpua + 0aFpu # 0 (3.44)

que expressa a violagao das EME na presenca de monopolo magnético, uma vez que a relagao
anterior corresponde a identidade de Bianchi deformada para o campo eletromagnético,
uma generalizacdo da identidade de Jacobi para campos. Um fato interessante é que
esta violacdo implica na nao existéncia de coordenadas canonicas’ para descrever o
sistema, assim nenhum principio de agao lagrangeana pode ser construido (HENINGER,;

MORRISON, 2018).

3.4 FORMALISMO DE FORMAS DIFERENCIAS E POTENCIAIS

Discutiremos nesta se¢cao como o operador de Dirac pode ser trocado pelo seu
equivalente, o operador de Kéahler-Atiyah, permitindo escrever as EME no formalismo
de formas diferenciais na presenca de monopolos magnéticos. Além disso, definiremos
o potencial de Hertz e, fazendo uso dos operadores diferencial e codiferencial, iremos
relaciond-lo com as partes vetorial (o potencial vetor) e pseudovetorial (o potencial de
Stratton) de um potencial generalizado.

O potencial de Hertz permite escrever duas equacoes de d’Alembert nao homo-
géneas, veja por exemplo (BRAGA, 2006), em que os termos de fonte sdo os campos

elétrico e magnético, respectivamente, enquanto que, na auséncia de monopolos, em outras

9 Coordenadas canonicas (p, q) sio aquelas pelas quais as equacdes Hamilton

,_om . _om
p_ 6q7 q_ap7

sdo invariantes. p, g e H, sdo as posi¢oes e os momentos generalizados e H a energia, respectivamente,
de um sistema mecénico descrito no espago de fases (GOLDSTEIN; POOLE; SAFKO, 2002).
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palavras, impondo um gauge sobre o potencial generalizado, também podemos escrever
uma equacao de d’Alembert ndo homogénea para o potencial vetorial, em que o termo de
fonte corresponde a densidade de corrente elétrica.

Um fato interessante é que no formalismo de formas diferencias, as EME, em termos
de potenciais, também sao independentes de coordenadas.

Deste modo, uma vez que o operador de Dirac eq. (2.54) pode ser trocado pelo
operador de Kéhler-Atiyah eq. (2.51), podemos escrever também as EME, eq. (3.26), por
meio de

(d—6)F = dF — 0F = 7, (3.45)

com F' o campo eletromagnético, d o operador diferencial e § o operador codiferencial,
logo segue que o termo 0 - F' = —0F = — x d x F' deve resultar em uma 1-forma, enquanto
que o segundo termo 0 A F' = dF deve resultar em uma 3-forma.

Como a corrente generalizada J ¢ a soma de uma 1-forma (a densidade de corrente
elétrica J.) e uma 3-forma (a densidade de corrente elétrica v°.J,,), temos que as EME, eq.
(3.45), podem ser escritas em termos dos operadores diferencial e codiferencial da seguinte
forma:

—§F = J,, dF =~ J,,. (3.46)

Note que na auséncia de monopolos magnéticos, as equagoes anteriores fornecem
as EME no formalismo de formas diferencias, veja por exemplo (MISNER; THORNE;
WHEELER, 1973), ou ainda (WARNICK; RUSSER, 2014).

Todavia, definimos o potencial de Hertz como

1
L= SI1"y, A, € secD (U, N'T*M) < Co(M, ), (3.47)
onde
0o -1 -m -1
m o -1, 12
" = , (3.48)
2 113 0 —IIL
e -1z, 1o, 0
é um tensor antissimétrico em seus indices, ou seja, II*¥ = —II"#, permitindo-se identificar

suas componentes elétricas e magnéticas. Além disso, podemos identificar também suas
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partes elétrica e magnética como II = I, + v°IL,,. De maneira similar ao caso anterior, en-
volvendo os operadores diferencial e codiferencial, o campo eletromagnético e as densidades
de corrente elétrica e magnética, é possivel escrever uma equacao diferencial equivalente

as EME generalizadas eq. (3.26). Tal equacao pode ser escrita como
(d—0)Il = —0Il + dIl = A, (3.49)
onde A é o potencial generalizado definido por
A=A+~"B € secT (U, \'T*M + \'T*M) < Ct(M,n), (3.50)

onde A é o conhecido potencial vetor e v° B é um pseudopotencial conhecido como potencial
de Stratton (RODRIGUES JR.; OLIVEIRA, 2007). Equivalentemente, podemos escrever,

usando os mesmos raciocinios anteriores,
—OIl = A, dll = ~+°B. (3.51)

Todavia, um passo importante, para os desenvolvimentos seguintes, envolve mostrar
que d(v°B) = 7°(dB), nos permitindo expressar o campo eletromagnético, as densidades
de correntes elétrica e magnética, em termos dos potenciais vetorial e de Stratton. Para

mostrarmos esta relacao, devemos lembrar que

A = A, € secD(U, \ ' T*M) < CU(M,n) (3.52)

B = B"y, € secT(U, \ T*M) — CU(M,n) (3.53)

sdo uma 1-formas do Espago-Tempo de Minkowski (ETM), ambas se¢oes do FCET, logo

podemos escrever

5(B) = ~0- (1B) = —1"0,- ("B"y,) = 9,B"7’ (3.54)

v’(dB) = 7°(0 A B) = 7°(4"9, A B",) = 0,B"~", (3.55)
as quais seguem da eq. (A.26). Além disso, o mesmo raciocinio pode ser utilizado para

obter d(v°B) = v°(dB). Feito isto, podemos escrever também

F=0A=0T=(d-0)(d—8I=d(»"B)+dA—6"B) — §A. (3.56)
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Agora, uma vez que o operador escalar
00 = 9% = (d — 6)(d — 0) = —(dd + db), (3.57)

conhecido como operador d’Alembertiano de Hodge, veja a ref. (RODRIGUES JR.;
OLIVEIRA, 2007) para mais detalhes, devemos ter

d* =0, 52 =0, (3.58)

consequéncias do Lema de Poincaré!® (IVANCEVIC; IVANCEVIC, 2007).

Deste modo, supondo de que II seja cofechada e também fechada, entao
S = —0A =0, d’Tl = d(vy’B) = 0. (3.59)
Isto significa que podemos escrever o campo eletromagnético da seguinte forma
F=dA—5§(1"B) =dA—+°(dB). (3.60)
Logo, uma vez que
OF = (d = 0)F = (d — 6) [dA — 7°(dB)| = d’A — d(v°dB) — 6dA + 6(v°dB),

temos que o primeiro e o tltimo termo da relagdo anterior, envolvendo os potencias A e B,
devem se anular pelo Lema de Poincaré. Logo, os termos que sobram permitem identificar
as EME

0dA = —J., ds(v’B) = —7°Jyn, (3.61)

escritas em termos dos operadores diferencial e codiferencial da Algebra Exterior (AE) e
dos potenciais vetorial e de Stratton. A segunda relagdo, eq. (3.61), segue da igualdade
das egs. (3.54) e (3.55).

Por outro lado, definindo um campo eletromagnético, elétrico e magnético, por

F,=dA=E.,+~°B., F,=dB=E,,++B,, (3.62)

10 Este Lema nos diz que para toda k-forma C' € secI'(U, /\kT*M) em que é possivel escrever C' = dU
(resp. C = 0U) de modo que U € secD(U, A" "'T* M), (resp. secT'(U, "' T*M)), é dita ser exata
(resp. coexata). Assim, toda k-forma exata (resp. coexata) deve ser fechada (resp. cofechada), de acordo
com este lema, ou seja, dC = d*U = 0 (resp. §C = 62U = 0).
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é possivel escrever entao
F=F.++°F,=(E.-B,,) +7(B.+ E,,). (3.63)
Agora, como 0%l = A = F, temos que
0l = 9*I1, + +°0°l,, = E + "B — 0’1, = E, 0’1, = B. (3.64)

Isto significa que os campos elétrico e magnético sao as fontes para equacoes de
d’Alembert nao homogéneas, em que temos dois potenciais de Hertz. Note que na auséncia
dos campos elétrico e magnético ainda restam as solugoes homogéneas dos potenciais de
Hertz elétrico e magnético. Estes resultados podem ser usados para obter solugoes sub e
superluminais, quando F' = 0, de ondas viajando com velocidade de grupo menor e maior
que a velocidade da luz, respectivamente, (RODRIGUES JR.; VAZ JR., 1995).

Uma vez que o campo eletromagnético pode ser escrito por meio do potencial
generalizado como

F=0A=0-A+0AA, (3.65)

podemos obter equagoes de onda na presenca de matéria. Isto pode ser feito impondo o

gauge 0 - A = 0, que discutiremos apropriadamente na secao 4.2, de modo que
O A=0A~+0("B)=—-6A—+"(dB) =0 (3.66)

ou ainda que v°J,,, = 0 e F' = dA, em outras palavras, nao existem monopolos magnéticos
na Natureza. Logo, nao ¢ dificil mostrar que as EME na auséncia de monopolos, podem

ser escritas da seguinte forma:s:
8(6/\/1):6-(8AA)+8/\(8/\A):82A:J6, (3.67)

em que AN (ONA) =0.

Identificando a equagdo acima, eq. (3.67), como a equagao de d’Alembert nao
homogénea, é possivel usar o método das func¢oes de Green para obter as possiveis solugoes,
veja (BRAGA, 2006). Deste modo, encontramos duas solugoes, uma solugao retardada e
uma avangada, que por consideragoes fisicas (principio de causalidade), a solugao avancada

deve ser desprezada. Assim, em um ponto ' do espago tridimensional e em um tempo
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retardado t' = t — | — x'|/c, onde encontram-se as distribuigdes de carga e corrente
elétrica, as solugoes fisicamente aceitdveis podem ser encontradas somente para ¢t > t'.
Desta forma, podemos expressar as componentes do potencial vetor A* em termos de uma

funcao de Green retardada multiplicada pelo termo de fonte, logo podemos entao escrever

Ji(t — |z — a'| e, 2
Aﬂzk/dgm/ 6( ylznw_;cl’|/c7w)’ (368)

onde k é uma constante que precisa ser ajustada de acordo com o sistema de unidades
escolhido. Esta solucao, eq. (3.68), nos diz que a radiagao produzida pelas cargas e correntes
elétricas evoluem no tempo para t > t/, decrescendo com o inverso da distancia entre o

ponto de observagao « e o ponto onde elas se encontram x’.

3.5 ENERGIA ELETROMAGNETICA E INVARIANTES

Do ponto de vista mecanico, energia pode ser associada ao trabalho realizado por um
objeto sobre outro; ou sobre a histéria destes objetos, no sentido de que a energia cinética
de um corpo, com uma dada velocidade v, esta relacionada com o trabalho necessario
para tiré-lo do repouso e coloca-lo em movimento com esta velocidade. Por outro lado,
do ponto de vista do eletromagnetismo, o raciocinio sobre a concepcao de energia é
completamente diferente. A ideia é que a energia esta relacionada com a existéncia de
campos elétricos e magnéticos, em particular, cargas podem armazenar e bem como radiar
energia eletromagnética. Esta mudanca de paradigma, ou seja, de mudar a perspectiva de
analise em termos mecanicos, para uma analise puramente em termos de campo, fluxo
de energia, etc., ¢ uma das maiores contribui¢bes que o eletromagnetismo presenteou as
teorias de campo modernas, embora esta ideia nao seja muito enfatizada nos cursos de
mecénica e eletromagnetismo, (KNEUBIL et al., 2017).

Enfatizamos nesta se¢ao que a energia eletromagnética nao é conservada na presenca
de matéria, uma consequéncia do momento angular do campo eletromagnético. Apresenta-
mos a expressao para o tensor de energia-momento do campo eletromagnético, T"", a partir
da definicdo do fluxo de energia-momento, S*, que atravessa um hiperplano ¥ ortogonal
a uma dire¢do arbitraria no espago-tempo. Partindo das EME obtidas anteriormente,

eq. (3.26), e considerando-as de forma reversa, usando o operador de reversao, podemos
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encontrar
OF = J, + 20 Jy = FO = J, + Jo". (3.69)

onde usamos a reversio de uma k-forma, dada por (A);, = (=1)*#=D/2(A), entdo temos
que J, = Jo, Jo = Jm e 45 = 7P, pois J. e J,, sdo duas 1-formas e 7° uma 4-forma,
respectivamente. Além disso, devemos explicitar que o operador 0 atua a direita.

Portanto, temos dois conjuntos de EME
OF = J, +7°Jm,  FO=J.+ Ju". (3.70)

Multiplicando a primeira das equagoes por F=-F , & esquerda, a segunda por F, a

direita, e somando de ambos os lados, é possivel encontrar
FOF + FOF = J,F — FJ.+ Juy°F —4°F J,,. (3.71)
Multiplicando de ambos os lados por %, encontramos
1, ~ ~ 1 1 5 5 5
§(F8F+F8F) = §(J€F_ FJ.)+ §(Jm’y F—~FJn)=F-J.+ (F) - Jy. (3.72)

O passo anterior é decorrente do produto interno contraido entre uma 2-foma e uma
1-foma, definidos pela relagao (2.62), para k = 2.
Concentrando-nos agora no termo do lado esquerdo, entre parénteses, da eq. (3.72),

podemos escrever

FOF + FOF = Fy*(9,F) + Fy*(9,F). (3.73)
Da regra do produto, a tltima expressao também pode ser escrita como
Ou(FAF) = (0, F)W'F + Fy*(0,F) = FY"0,F + Fy*(9,F), (3.74)

logo, como a derivada parcial 0, atua sobre F', depois da primeira igualdade, no primeiro
termo, pela esquerda, podemos troca-la por &L, a qual atua pela pela direita, o que significa

que podemos definir uma 1-forma
1~
§* = SFY'F € secl (U, N T*M) < Ce(M, ), (3.75)

que fisicamente é interpretada como o fluzo de energia-momento, veja Figura 3, do campo

eletromagnético que passa por uma hipersuperficie do espaco-tempo ortogonal a ~*.
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De fato, temos que
S =5"®~, €secl(U,T M), (3.76)

com S* =T, cujas componentes 7" define um tensor simétrico, fornecendo o fluxo
da p-ésima componente do quadrimomento do campo eletromagnético que passa por uma
hiperplano do espago-tempo de componentes coordenadas =¥ = const. (HESTENES, 2015),

(RODRIGUES JR., 2008).

Figura 3 — Fluxo de energia-momento S* que atravessa um hiperplano ¥ ortogonal a uma
direcao v* do espago-tempo.

N\

hiperplano X

Fonte: Autoria prépria.

Portanto, podemos escrever
0,8" =F - J.+ (Y°F) - Jm, (3.77)

onde fizemos uso das eqs. (3.72) e (3.74). Note que a quantidade anterior ndo é um escalar,
mas uma l-forma do FCET. Por fim, contraindo a quantidade anterior, eq. (3.77), de

ambos os lados por 1-forma ~”, para encontrarmos suas componentes, segue que
0uS"" = (F - Je )y + (V°F) - Jm)?", (3.78)
O lado esquerdo pode ser escrito como
0,8ty = Q" (3.79)

o qual segue do fato de que podemos escrever 9,S" - v = 9,T"" = 0,T"" = 9,5" - " =

0, S" v = ~40,S" = 05", em que 0S¥ = ¥, logo temos também que

8T = Q". (3.80)
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A quantidade
Q = Q" € secl(U, \ ' T*M) < CL(M,n) (3.81)

é 1-forma correspondendo as interagoes entre as cargas e correntes (elétricas e magnéticas)
da matéria com o campo eletromagnético. Precisamente, o termo de interacao pode ser

escrito como

Q' =[F Jo+ (F) - Jn] 7" (3.82)

Por outro lado, é possivel expressar o momento angular total das cargas elétricas e

magnéticas como

1
L = 505, Ay, € seeD (U, N'T*M) < Co(M, ), (3.83)

de modo que a taxa de variacao do espaco e do tempo da quantidade acima corresponde
ao termo de interagao, eq. (3.82), (RECAMI; RODRIGUES JR., 1990). Desta forma,

podemos escrever
1
OL = SO+ (4 A ) = 0uL 5, = —Qy, = 0,1 = —Q",  (3384)

o qual segue da eq. (A.10).
Uma vez que na presenca de matéria 9,7"" = Q", eq. (3.80), podemos escrever a

conservacao total da energia eletromagnética como
0,T" = —=0,L" = 0,(T" + L") = 0. (3.85)

O resultado anterior significa que a energia eletromagnética nao sera conservada na
presenca de matéria. Esta nao conservacao da energia é uma consequéncia das interacoes
mutuas entre o campo eletromagnético e as cargas elétricas e magnéticas, que por sua vez,
estao em intenso movimento em alguma regiao do espaco-tempo. No entanto, podemos
considerar uma conservagao generalizada do campo eletromagnético quando o momento
angular deste campo se faz presente.

Do ponto de vista do teorema de Noether, nao existe corrente conservada neste
caso. Isto significa que é necessario estender a nogao de simetria se quisermos compreender

0 que acontece no interior da matéria, uma vez que a contribuicdo na fronteira nao
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pode ser desprezada nesta circunstancia, (ADOS; REYES, 2017), (URBAN; BAJARDI;
CAPOZZIELLO, 2020), (NEUENSCHWANDER, 2011).

Por outro lado, para encontrarmos uma expressao mais conveniente para as compo-
nentes de 7", em termos das componentes do campo eletromagnético, devemos escrever
a seguite relacao:

1
T = SF. 4" = —§<F7“F”y”>o, (3.86)

onde ( )o denota a parte escalar. Como o produto contraido entre a uma 1-forma " e a 2-
forma F' pode ser escrito como - F' = %(WF—F’W) = —F-~* logo Fyt = 2F -~F+~HF.
Podemos, assim, escrever

1 1
T = = (FY"Fy")o = =(F - ") (F-7") = 5 (7" F*3")o. (3.87)

Além disso, sabemos que F? = FF = F - F + F A F. Portanto, podemos expressar a eq.
(3.87) como

TH = —(FA*)(F ") = 549" (F - F). (3.58)
Ademais, temos que a projecao do campo eletromagnético em uma direcao arbitraria do

ETM é dada por

1 1
Bt = §FAG(% AYa) - = §(FA“% — F',), (3.89)

resultado que segue da eq. (A.11). Analogamente,

1 1
Fof = SFY (M) -7 = S (B = F). (3.90)

Uma vez que —(F - *)(F - ~¥) é uma quantidade escalar, temos que

1
—(F ") (F y") = 5 (S FYF e+ FYF 05 + PO FY a0, — FROFPy00).
(3.91)
Manipulando os termos da eq. (3.91) podemos escrever
v 1 14 (e v
—(F - A")(F ") = 5 (FMF" 3y + F* FY 70 - (3.92)

Agora, observe que o primeiro termo pode ser escrito como

FM Py = FHEFN 5y 4. (3.93)
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Portanto, obtemos por fim que
—(F-A")(F -~") = FFF 3,75, (3.94)

Agora, para calcularmos o segundo termo F' - F' da eq. (3.88) devemos escrever

1 1
F= §F“”% A Yy, F = §Fa% A g (3.95)
Entao, temos
1 14 (6%
FF = F"FP( A7) - (Ya Aa). (3.96)
ou ainda
1
F.F= —§F&5Faﬂ. (3.97)

Com estes resultados, egs. (3.94) e (3.97), podemos escrever finalmente
v v 1 v a AV 1 af v
T = —(F - y")(F -~ )—57“7 (F-F)=F'F %'%\"‘ZF Fogy"-~",  (3.98)

em que ambos os lados precisam ser uma quantidade escalar. Como 7,0 = Yo © Va,
nt = ~¥ . y¥ entao

1
T = FIFY + 1nﬂ”wﬁFaﬁ. (3.99)

Para obter as componentes da interacao do campo eletromagnétrico com a matéria

carregada eletricamente, devemos escrever

(F-J)y" = ;(JE)MF““((% AY) =V = = (Je) W B, (3.100)

OFF - T = S Fas (a0 A ¥ = =P () (3101)

os quais seguem das egs. (A.9) e (A.25), respectivamente. Portanto, as componentes do

termo de interagao, eq. (3.82), sdo dadas por
Q" =—F"(J)u— ("F"")(Jm) - (3.102)
o que implica que a eq. (3.80) também pode ser expressa como

0T = =F"(Je)u = CF) (Jm)us (3.103)
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Além disso, definimos por conveniéncia as 1-formas
K.,=F-J, Kp=(F) Jpn. (3.104)
Em relagdo a um observador inercial vy, podemos escrever a primeira expressao como
Kevo = (Ke)o + Ke (3.105)

onde

(K.)o=-J.-E, K.=pE+J,xB. (3.106)

correspondem as partes temporal e espacial da for¢a de Lorentz (elétrica) generalizada,
respectivamente. A primeira fornece a densidade de poténcia elétrica que se dissipa a
partir de uma regiao volumétrica no espago, em decorréncia da interacao do campo elétrico
com as cargas elétricas. A segunda, é a densidade de forca de Lorentz que atua sobre as
densidades de carga e corrente elétrica no referencial do observador .

Agora, da segunda expressao da eq. (3.104), em relagao a um observador 7y, a forga

de Lorentz magnética generalizada é expressa como
Ko = (Km)o + K, (3.107)
onde é possivel também indentificar as partes temporal e espacial a partir de
(K)o =dm - B, K, =—p.wB—-J,xE, (3.108)

que analogamente ao caso anterior, temos a densidade de poténcia magnética e a densidade
de forca de Lorentz sobre monopolos.

Além disso, podemos determinar os invariantes do campo eletromagnético calculando-
se

F*=F.-F+FAF, (3.109)

os quais devem ser quantidades independentes de observadores, i.e., devem ser invariantes
de Lorentz, assumindo a mesma forma em qualquer referencial inercial. Em termos de
componentes, veja Apéndice D para os calculos dessas quantidades, os invariantes podem

ser escritos como

F"F,, =2(B*~E’),  F"(F,)=-4(B-E). (3.110)
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Para finalizar, cumpre destacar que os invariantes acima sao fundamentais na
construcao de Lagrangeanas consistentes em teorias de campos, em que entende-se por
Lagrangeana, uma func¢ao dos campos e de suas derivadas, além de poder depender da
posicao do espaco-tempo onde os campos sao localizados. As Lagrangeanas mais gerais
possiveis, utilizadas para descrever o eletromagnetismo, sao construidas a partir destes

invariantes mencionados acima, (ESCOBAR; URRUTIA, 2014).

3.6 ONDA PLANA E POLARIZACAO CIRCULAR

O Sol é um dos responsaveis por fornecer a energia necessaria para a quimica da
vida, (RAPF; VAIDA, 2016). Esta forma de energia é conhecida como energia radiante,
vista como a propagacao oscilatoria de ondas eletromagnéticas no espago, e que atingem
particulas, atomos, moléculas, células, etc., que constituem a estrutura dos materiais e
organismos em nosso planeta. Por exemplo, a luz visivel corresponde a uma pequena faixa
do espectro eletromagnético de comprimento de onda bem definido. Uma das propriedades
interessantes das ondas transversais é a polarizagao, que por sua vez, ¢ uma propriedade
cinematica e geométrica dessas ondas.

De fato, a luz que vem do sol nao tem polarizacao definida. Mas, em varias situagoes,
por exemplo, quando a luz passa por um polarizador!!, ainda temos luz visivel e ela tem
polarizagdo definida. Em particular, ondas eletromagnéticas circularmente polarizadas sao
formadas por campos elétrico e magnético, ortogonais entre si e de magnitude constante,
de modo que em cada instante de tempo, estes oscilam ao redor da direcao de propagacao.
O sentido da rotacao dos campos caracteriza o tipo de onda, por exemplo, se os campos
giram no sentido horério (resp. anti-horério), a onda é circularmente polarizada a direita
(resp. esquerda).

Do ponto de vista quantico, luz circularmente polarizada esta relacionada com o
spin dos fétons. Isto significa que um féton linearmente polarizado (spin 0) corresponde
a uma superposi¢ao de um féton circularmente polarizado a esquerda (spin -1) e um a

direita (spin 1), respectivamente, (CODDENS, ).

1 Um dispositivo capaz de selecionar um de seus possiveis estados de polarizacdo, por exemplo, linear,
circular e eliptico.
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Para finalizarmos este capitulo, apresentamos uma das possiveis solu¢oes das EME
na auséncia de fontes no formalismo algébrico-geométrico, correspondendo a uma onda
circularmente polarizada a direita e destacamos que os objetos geométricos que a definem,
permitem estabelecer um fibrado equivalente ao FCE.

No contexto AET, uma onda plana monocromética em um ponto x = z*v, do
ETM, com frequéncia angular w > 0, bem definida, e vetor de propagacao k = k#v,
constante, se propagando em = > 0 com velocidade ¢, pode ser escrita de acordo com a ref.

(SABBATA; DATTA, 2007) por meio de
F,(z) = fer wi=ks) (3.111)

em que o escalar f denota a amplitude desta onda. Para nao carregarmos a todo momento
o subscrito + em F!y, por simplicidade iremos omiti-lo. Com efeito, esta onda deve ser uma
solucdo das EME desprovidas de fontes, 0F = 0. Assim, como primeiro passo, devemos
calcular as derivadas em relacao ao espago e ao tempo para encontrarmos sua relacao de
dispersao. Neste ponto devemos chamar a atencao para o fato de que estamos considerando
a velocidade da luz ¢, logo a componente temporal do operador de Dirac deve ser escrita
como a eq. (2.54).

Em relagdo a um observador inercial vy, temos que

1 5 (wt—k-x)

~OF = (at + V) & 0, (3.112)
c

de modo que a derivada temporal ndo oferece problemas para obtermos

1

7875 {fe,ys(wt—k;-x)} — f,ySge,ﬁ(wt—k.x) (3113>

c c

enquanto que para a derivada espacial, devemos calcular primeiro o produto interno

contraido x - k, ou seja
z-k=a"k (v, ) = 2%ko + 2k, (i=1,2,3), (3.114)
onde foi usado que 7, - v, = 7,,. Logo, podemos escrever

v {fe’y5(wt—10k0—$iki)} _ O'jaj {fe'y5(wt—:v0ko—93iki)} — _75‘]0%8’75(“”5_]“'17)’ (3115)
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onde foi usado que o; = d;;0; e Kk = k;0;, a parte espacial do vetor de onda. Com estes

resultados podemos entao escrever

(w _ H) F=0, (3.116)

C

que multiplicando & esqueda por (£ + ), resulta

(USJM) (i—/q>F: (ﬁ—ﬁ)F:o. (3.117)

Como F' # 0, devemos encontrar que || = || = %, mas se definirmos um vetor de
onda unitario por
k= |“‘ = k/(w/c) (3.118)
K
de tal forma que xk = 2k, logo
(“—“k)on — kF = F. (3.119)
c c

O resultado acima indica que a 1-forma unitaria do espago, correspondendo ao
vetor de onda de uma onda eletromagnética monocromética — radiagao que se propaga
a direita em uma direcao genérica, quando multiplicada geometricamente pelo campo
eletromagnético relativistico, implica que este permanece invariante!2.

Lembrando da decomposicao de F' em termos dos campos elétrico e magnético,
eq. (C.2), o proximo passo é estabelcer uma relagdo entre esta decomposi¢do com a
relacdo encontrada anteriormente, eq. (3.119). Para isso devemos multiplicar o campo
eletromagnético a esquerda e a direita por vy, e utilizar as propriedades de antissimetria

de v, e a defini¢ao o; = 7;7y. Desta forma, escrevemos

YoFv = Y% EY + 07> By = Yo Eiv0Y0 + Y07’ BivivoYo, (3.120)

cujos produtos entre as 1-formas, sao:

Y% = —0i, Y7000 = 70 (3.121)
=1
Portanto,
WEFY = —E0; +7°Bio; = —E +7°B. (3.122)

12 Um objeto geométrico se diz invariante sob uma dada transformacdo, quando o objeto permanece
idéntico & sua forma anterior a transformagao (BINCER, 2013).
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Agora, somando e subtraindo este tltimo resultado de F', temos
F +vFv = 27°B, F —~Fv =2E, (3.123)

entao os campos elétrico e magnético podem ser expressos em termos do campo eletro-

magnético F' por meio de
5 1 1
7’B = §(F+70F70), E = i(F — %), (3.124)

Multiplicando o vetor de onda unitario, eq. (3.118), pelo campo elétrico e notando
que ele é uma 1-forma do espaco que deve anticomutar com 7, e comutar com °, temos
que

1
kE = 5(kF — kyoFy) =9°B, (3.125)

combinando este ultimo resultado com a decomposicao do campo eletromagnético em

termos dos campos elétrico e magnético, eq. (C.2), é possivel obter
F=E++"B=(1+kE=E(-k). (3.126)

Antes de prosseguir, devermos calcular o quadrado do campo eletromagnético, ou

seja, F2=F-F+ F N\ F. Logo,
F?=(E++"B)(E++"B) = E* - B>+ 2y°(E - B), (3.127)

pois ° comuta com 1-formas do espaco. Observando que o lado esquerdo da tltima relacao

pode ser escrito como
F?=(1+k)?E*=2E’+2y°(B-E), (3.128)
segue ao igualarmos as eqs. (3.127) e (3.128) que
-B? = E*. (3.129)

Desta equacgdo, é possivel estabelecer a relacao entre as magnitudes dos campos elétrico e

magnético, de forma que

B| = |B], (3.130)



67

uma vez que ¢ = 1. Portanto, com este resultado, eq. (3.130), estamos na posigao de definir

as 1-formas unitarias

B E

B=—, E=-——,
E| | B|

(3.131)

permitindo reescrever a relagao eq. (3.125). Multiplicando esta tltima relagao pelo inverso

do moédulo do campo elétrico e usando as relagoes anteriores, nao ¢ dificil encontrar
kE = +°B, (3.132)

ou ainda

KEB =k AEAB =+ (3.133)

Este resultado é surpreendente, pois relaciona um referencial ortonormal no es-
pago, definido pelas 1-formas unitarias correspondentes a tripla (k, E e B) de uma onda
monocromatica, com um hipervolume (pseudoescalar) orientado do ETM. Isto significa
que este referencial assim definido pode ser usado para descrever um observador inercial
movendo-se com a velocidade de propagacao da onda eletromagnética. Em particular, o
movimento de uma particula que viaja na velocidade da luz neste referencial nada mais é
que um féton. Além disso, k, E e B podem ser utilizados como 1-formas para gerar a parte
par’® do FCET, analogamente como as 1-formas espaciais o;, com (i = 1,2, 3).

Lembrando da relacio e#*~% = v# A 4¥ Av* AP, eq. (A.16), podemos escrever
também

P (KEB) = 4" Ay Ay A9P, (3.134)

definindo 24 referenciais linearmente independentes, 12 com orientagoes positivas e 12 com
orientagdes negativas, dependendo do observador 7.
Considerando novamente o campo descrevendo a onda monocromética eq. (3.111),

entao na origem podemos escrever

F(0) = f = Ey(1—k), (3.135)

13 Neste sentido podemos expressar um elemento genérico deste fibrado por meio de

1 1
A:A0+Akk+gAkEk/\E—&—gAkEBk/\E/\B.
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onde fizemos uso da eq. (3.126), o que nos permite escrever

F, (1) = Ey(1 — k)&’ @t=F2)
= Eycos(wt — k- x) — Bysin(wt — k - x) — Egk {cos(wt — k- ) — ky° sin(wt — k - :L')} .
(3.136)

Além disso, a partir de F, = E, +~°B, podemos identificar

E. = Ejcos(wt—k-x)—Bysin(wt—k-r), "B, = —Ek[cos(wt — k- x) — kyssin(wt — k - )] .
(3.137)
Impondo que o vetor de onda seja ortogonal a posicdo onde se encontra, ou seja,
k-x =0, temos que os campos elétrico e magnético que formam a onda monocromatica

dependem somente do tempo, logo

E, = Ejcos(wt) — Bysin(wt) = Eycos(wt) + By cos (72r + wt) : (3.138)

3
B, = By cos(wt) + Egysin(wt) = By cos(wt) + Ey cos (; + wt) (3.139)

onde foram utilizadas as propriedades do cosseno da soma de dois dngulos
T . 3m .
cos (2 + wt) = — sin(wt) Ccos (2 + wt) = sin(wt). (3.140)

Estes resultados egs. (3.138) e (3.139), nos dizem que a amplitude do campo elétrico
desta onda circula, em um plano xy, no sentido horario em torno do vetor de onda unitario
apontando para a direita, ao longo da direcao z > 0, do ponto de vista da fonte, veja
Figura 4 (SABBATA; DATTA, 2007). Contudo, a amplitude do campo magnético esta
atrasada em relacao a amplitude do campo elétrico, de forma tal que esta defasagem
corresponde a um angulo 7 formado entre eles, em outras palavras, quando a amplitude
do campo elétrico encontra-se no plano yz, a amplitude do campo magnético encontra-se
no plano xz. Logo, estamos diante de uma onda circularmente polarizada a direita do

ponto de vista da fonte.
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Figura 4 — Onda eletromagnética circularmente polarizada a direita propagando-se na
dire¢do z > 0 do ponto de vista da fonte.

Fonte: https://www.mdpi.com/2073-8994/11/4/474 /htm.
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4 SIMETRIAS

Simetria é um dos pilares da Fisica Tedrica na descricao das interagoes fundamentais
(RAMOND, 1981), (SUNDERMEYER, 2014) e (SCHWICHTENBER, 2015). A interacao
entre campos e como estes sao transportados paralelamente entre eventos no espago-
tempo devem obedecer leis de transformacoes especificas. O conjunto de todas estas
transformagoes em questdao forma um grupo de simetria ou Grupo de Lie (GL) cujos
parametros sao continuos, (STEEB, 2007).

Além disso, simetrias, do ponto de vista fisico, estao relacionadas com leis de con-
servacao por meio do teorema de Noether, (ANCO; THE, 2005), (NEUENSCHWANDER,
2011). Por exemplo, dada uma equagao, descrevendo algum fenémeno fisico, se ela for
invariante por transformacoes tais como translacao temporal, translagao espacial e rotacao,
o teorema de Noether implica que a energia, o momento linear e o momento angular deste
sistema fisico sao conservados, respectivamente.

No presente capitulo discutiremos algumas das simetrias que estao relacionadas com
as Equagoes de Maxwell do Eletromagnetismo (EME), a saber, a simetria de Dualidade,
a simetria de Gauge, a simetria de Lorentz, a simetria C'PT e a simetria Conforme,

interpretando-as fisicamente.

4.1 SIMETRIA DE DUALIDADE

A simetria de dualidade diz respeito a equivaléncia entre duas teorias fisicas. Isto é,
podemos dizer que existem duas realidades totalmente independentes, mas que levam a
mesma fisica, (SONG, 1996).

Por outro lado, do ponto de vista mais recente, a simetria de dualidade envolve
um dos topicos mais quentes da Fisica Tedrica, em particular, da fisica de altas energias,
a correspondéncia AdS/CFT (BANERJEE, 2017). Sem entrar em muitos detalhes, esta
correspondéncia prega a equivaléncia entre a descricao da matéria a nivel quantico e a
descrigao da estrutura dindmica do espago-tempo (gravidade) em dimensoes maiores que

aquelas que experimentamos. Para uma discussao mais aprofundada, veja por exemplo

(NATSUUME, 2015).
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Uma consequéncia direta da invariancia das EME por dualidade, é a conservacao do
nimero de fétons circularmente polarizados a esquerda e a direita, (MCDONALD, 2020).
Isto se deve a conservacao de uma propriedade conhecida como helicidade! eletromagnética
dos campos no vacuo, quando nao ha a presenca de matéria. Além disso, na presenca de
matéria, a helicidade eletromagnética ndo é uma propriedade conservada (CRIMIN et al.,
2019).

Nesta secao calculamos a transformagao de dualidade do campo eletromagnético, das
densidades de carga e corrente (elétrica e magnética) e mostramos que podemos considerar
duas realidades completamente diferentes em que as EME sao validas, implicando que
ambas as realidades estao rotacionadas, uma em relagao a outra, por um angulo 7, veja
Figura 5.

A simetria de dualidade elétrico-magnética pode ser descrita por meio da seguinte
transformacao:

F' — e OF, (4.1)

onde ¢ é uma constante arbitraria.
Uma vez que a funcdo exponencial pode ser expandida em série de poténcias,
podemos escrever

e ’? = cos ¢ — O sin o, (4.2)

onde foram identificadas as expansoes, em série de poténcia, das fungoes cosseno e seno,
respectivamente, além de que (7°)? = —1. Observe a semelhanca entre a relagio acima e
uma rotacao anti-horaria, por um angulo arbitrario ¢, de um vetor de médulo r, dada por
r’ — rcos p—irsin ¢ = re~*® no plano complexo. Logo, podemos escrever a transformacao

de dualidade, eq. (4.2), por meio de
F' — Fcos ¢ —7°F sin ¢, (4.3)
em que, em termos de F' = E + ~°B, temos

E +~°B — Ecos¢+ Bsin¢ +~°(Bcos ¢ — Esin ¢). (4.4)

1 Helicidade é definida a partir da projecéo do spin de particula quantica na direcio de seu quadrimomento

(BINCER, 2013). Para a definigdo da helicidade eletromagnética, veja por exemplo (JAFARI, 2019).
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Figura 5 — Plano magnético-elétrico definido pelos campos megnético (eixo horizontal) e
elétrico (eixo vertical). Podemos considerar duas realidades independentes, uma
correspondendo a “Realidade A” e a outra correspondendo a “Realidade B”. Se
na realidade A existe um cientista realizando um experimento para tentar medir
a forca elétrica entre duas cargas elétricas, em B deve haver um cientista, um
pouco diferente, fazendo um experimento para tentar medir a for¢ca magnética
entre duas cargas magnéticas, de tal forma que o plano magnético-elétrico
de ambas as realidades A e B formam um ¢ = 7/2, uma em rela¢ao a outra.
O mesmo argumento pode ser usado para as densidades de carga e corrente
(elétrica e magnética).

E B E'

E -B —-F

Realidade A Realidade B
Fonte: (SONG, 1996).

Note que a orientacdo do espago-tempo em que o campo eletromagnético F' é
definido, corresponde & mesma orientagdo de um outro espago-tempo (dual) em que F’
¢ definido, em virtude da presenca do pseudoescalar v* de ambos os lados da relacio de
transformacao.

Com efeito, podemos escrever as transformacgoes de dualidade para os campos
elétrico e magnético, eq. (4.4) para ¢ arbitrario, por meio de

E' — Ecos¢ + Bsin ¢, B’ — Bcos¢ — Esin ¢. (4.5)
Em particular, para ¢ = 7, veja Figura 5, temos
E' — B, B' — —E. (4.6)

Analogamente, para a corrente generalizada J = J, + +°J,,, podemos encontrar

J, — J.cos ¢+ J,, sin @, J — Jpncosp — J.sin . (4.7)

Uma vez que, em relacao a um observador inercial 7, podemos escrever

Jé’YO — (pe + Je) COS(b + (pm + Jm) sin (b? J7/n — (pm + Jm) COS¢ - (pe + Je) sin ¢
(4.8)
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em que
T = pl+ J., Iy 0 = Py + I, (4.9)

nao ¢ dificil ver que para ¢ = 7, temos

Po = Pms P = —Per I Ty T — = (4.10)

No caso das EME, a simetria de dualidade é uma simetria quebrada, pois até onde
sabemos monopolos magnéticos ainda sao tedricos. Por outro lado, na auséncia de fontes,
as EME recuperam esta simetria.

Se definirmos um plano formado por dois eixos perpendiculares, com os campos
magnético, na horizontal, e elétrico, na vertical, veja Figura 5, a transformacao de dualidade
dos campos, das densidades de carga e correntes, implica que estas quantidades e suas
respectivas quantidades tranformadas, estardo relacionadas por uma rotacao anti-horaria

por um angulo ¢ = 7 neste plano.

4.2 SIMETRIA DE GAUGE

Do ponto de vista da Fisica Tedrica, a teoria eletromagnética é um dos pilares
na construcao de teorias mais modernas, um exemplo é o Modelo Padrao (MP) das
particulas elementares, (WANG, 2018). Esta teoria descreve as interagoes nucleares forte
e fraca e a propria interacao eletromagnética a partir de um principio de gauge, um
principio de simetria associado as transformagoes dos potenciais (conexdes) da teoria,
(SUNDERMEYER, 2014), (SCHWICHTENBER, 2015). A interagao nuclear forte explica
a coesao do nicleo atomico, a interagao fraca explica o decaimento radioativo de diferentes
elementos, enquanto que a eletromagnética explica as ligacoes quimicas entre atomos
e moléculas. No caso do eletromagnetismo, a simetria de gauge esta relacionada com a
conservagao da carga elétrica (HUANG, 2007).

Nesta secao apresentaremos como escrever as transformagoes de gauge na presenca
de cargas elétricas e monopolos magnéticos. Expressamos as transformagoes em termos
dos operadores diferencial e codiferencial e dos potenciais vetorial e de Stratton. Por fim,
mostramos que é possivel definir gauges de Lorenz escritos em termos dos operadores

mencionados, deixando as EME invariantes.
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Ja vimos na secao 3.4 que podemos escrever o campo eletromagnético em termos

de um potencial generalizado, eq. (3.65), ou seja, podemos escrever
F=0A=0A+0NA=0(A+~"B) (4.11)
em que A é o potencial vetorial e B o potencial de Stratton. Logo, também temos que
0-A=—0A—~°dB), ONA=dA+~°(6B), (4.12)

uma vez que d = 9N, § = —9- e d(y°B) = 7°(0B). As condigdes sobre o potencial de

Hertz, eq. (3.59), nos obriga a impor dA = 0 e que v*(6B) = 0, assim
0-A = —~"(dB), INA=dA. (4.13)
De fato, realizando uma transformacao no potencial generalizado de forma que
A— A=A+ 9f, (4.14)

em que f = g+ ~°h, ¢ um campo que tem uma parte escalar e outra pseudoescalar,
enquanto que g e h sao O-formas, funcoes escalares. Substituindo esta transformacao na

expressao para o campo eletromagnético, é possivel encontrar
F=0A+0f. (4.15)

Note que f é uma campo escalar, entdo temos de imediato que 9%f = 0.
Todavia, lembrado que o operador de Dirac d pode ser escrito em termos do

operador de Kéahler-Atiyah d — ¢, temos que

F =0(A+0f) =dA—5§A—ddg — dog +d(v’B) — 6(v°B) — 6d(7°h) — d§(7°h). (4.16)
= 5
Antes de continuar, devemos explicar quais objetos geométricos cada termo da

expressao anterior representa. Com efeito:

e 0 primeiro é uma 2-forma, enquanto que o segundo e o terceiro devem ser uma
O-forma. O raciocinio é o seguinte: g é uma O-forma, uma funcao escalar, entdao sua
diferencial é uma 1-forma, logo, como o operador codiferencial pode ser escrito por
meio do operador de Dirac, temos que a contragao de uma 1-forma nada mais é

que uma 0-forma;
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» 0 quarto deve ser a contracao de uma 0O-forma, o que nao faz sentido. Assim, este

termo deve ser nulo;

« devemos lembrar também que 7° tem uma relacdo com o operador de Hodge x,
eq. (2.69), que relaciona as segoes do fibrado de k-formas com as segdes do fibrado
de (n-k)-formas. Isto significa que quando n = 4, 4* atua como um operador de
dualidade, a menos de um sinal relativo. Deste modo, o quinto termo deve ser uma
4-forma, ou pseudoescalar, pois o dual de uma 1-forma, ou seja, o dual de B, é uma

3-forma, cuja diferencial fornece uma 4-forma;
» 0 sexto termo, usando os argumentos construidos até aqui, deve ser uma 2-forma;

e 0 sétimo também deve se anular, pois o dual de uma 0-forma é uma 4-forma e cuja
diferencial deve resultar em uma 5-forma, o que também nao faz sentido, uma vez

que a dimensao do ETM ¢é quadridimensional;
e por fim, o oitavo termo deve ser uma 4-forma.

Variando o potencial vetor A’ por 1-forma, ou seja, A’ = A + dg e o potencial de

Stratton B’ por uma 3-forma, y°B’ = v*B — §(7°h), temos que
A" = 0A + ddyg, d(v°B") = d(v’B) — d§(¥°h). (4.17)
Feito isto, podemos expressar o campo eletromagnético F'; eq. (4.11), como
F=dA—0A" —5(°B) +d(v"B). (4.18)

Como g e h sao fungoes escalares arbitrarias do espaco-tempo, podemos escolher por
simplicidade ddg = —0A e do(v°h) = d(v°B). Tais escolhas permitem chegar a conclusio
de que

§A =0, d(v*B') = 0. (4.19)

Portanto, encontramos a expressao ja obtida eq. (3.60) que relaciona o campo

eletromagnético com o potenciais vetorial e de Stratton.
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A eq. (4.19) fornece os gauges de Lorenz generalizados, o que significa que a

transformacao generalizada

A— A+0f, (4.20)

deixa as EME, eq. (3.26), na presenga de cargas elétricas e monopolos invariantes. Note
que o gauge 0 - A = 0, implica nas condigdes impostas na eq. (4.19) e na auséncia de
monopolos, permitindo obter o resultado da eq. (3.68).

Uma das consequéncias da invariancia das EME por uma transformacao de gauge
implica que a carga elétrica é conservada local? e globalmente. Isto significa que em um
dado processo, tal como o decaimento atomico, inicialmente podemos considerar um atomo
neutro decaindo em dois novos atomos, um positivamente carregado e outro negativamente
carregado. Logo, temos que a carga elétrica total depois do decaimento de um atomo
neutro deve ser neutra.

Quando as leis do eletromagnetismo sao escritas em termos dos potenciais, vemos
a liberdade de gauge que temos sobre esses potenciais. Contudo, em termos dos campos
elétrico e magnético, essa liberdade nao é mais presente. De fato, os campos sao uni-
vocamente determinados para diferentes configuragoes de potenciais. Outro importante
resultado é que esta invaridncia nos diz que a interagao eletromagnética tem um alcance
infinito, que do ponto de vista da teoria quantica de campos, corresponde ao fato do
féton nao ter massa. Além disso, o potencial vetor também tem uma estreita relacao

com a fase quantica, o exemplo mais importante desta relagao é envolvido com o efeito

Aharanov-Bohm?, (AHARONOV; BOHM, 1959), (COURTEILLE, 2020).

2

A principio, a Lagrangeana da interacdo eletromagnética ndo é localmente invariante pelo grupo
U(1) porque seus pardmetros agora devem depender das posi¢oes do espago-tempo. Para recuperar
localmente a simetria U(1), é necessario a introdugdo de uma derivada covariante, o que implica que o
campo (o potencial vetor) deve transformar-se, a menos de uma constante de acoplamento (a carga
elétrica), de acordo com a eq. (4.14), ou seja, como uma transformacio de gauge (SCHWICHTENBER,
2015).

O efeito Aharanov-Bohm nos informa que as franjas de interferéncia produzidas em um experimento
de fenda dupla, por exemplo, com elétrons, na presenga de um campo magnético, sofrem um desvio
lateral (mudanga na fase da fungdo de onda de um elétron) no anteparo colocado ligeiramente na frente
das fendas.
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4.3 SIMETRIA DE LORENTZ

As EME sao invariantes pela simetria de Lorentz. Este resultado foi obtido a
bastante tempo, uma vez que a simetria de Galileu mostrou-se ser incompativel com as
leis do eletromagnetismo (ROCHA; RIZZUTI; MOTA, 2013).

A simetria de Lorentz permite considerarmos o movimento relativistico dos objetos
no mundo fisico. Quando as velocidades destes objetos se aproximam da velocidade da
luz, nossa intuigao fisica sobre a Natureza falha, um reflexo de que a estrutura de grupo
adjacente ao espaco que usamos para descrever as leis fisicas nao é mais a de Galileu. Uma
vez assumida a simetria de Lorentz, ndo existe um referencial privilegiado para descrever
as leis da fisica, todos eles s@o compativeis, desde que sejam inerciais.

No regime relativistico, propriedades contraintuitivas, como os fenémenos da contra-
¢ao de Lorentz e da dilatagao temporal, precisam ser consideradas, (MISNER; THORNE;
WHEELER, 1973). Por exemplo, para um observador em repouso na origem, um objeto
rigido se movendo préximo da velocidade da luz, comével com outro observador, se contrai
na direcdo do movimento, enquanto que o observador comével a este objeto ndo nota
este efeito. No caso da dilatacao temporal, o observador em movimento experimenta um
tempo proprio, em outras palavras, o tempo para ele passa mais devagar em relacao ao
observador na origem.

Além de rotagdes espaciais, é possivel realizar rotagdes no espago-tempo, ou seja,
boosts nas trés diregoes espaciais x, y e z. Tecnicamente, boosts sdo transformagcoes entre
observadores inerciais se movendo relativamente com velocidade constante de modo que o
centro de massa do sistema se torna uma quantidade invariante (SCHWICHTENBER,
2015).

[lustramos a seguir um boost do campo eletromagnético, de forma que os campos
elétrico e magnético definidos por ele sejam 1-formas do espago-tempo, ou seja, quantidades
quadridimensionais por exceléncia. Este fato implica que as transformagoes vigentes, eq.
(4.52), dos campos elétrico e magnético, no espago tridimensional euclideano, veja por
exemplo (JACKSON, 1999), (HESTENES, 2015), sao trasformagoes aparentes, ou seja, elas
nao estao de acordo com a Relatividade Especial (RE) de Einstein (IVEZIC, 2005). Além
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disso, mostramos também que nao existe uma mistura das componentes dos campos elétrico
e magnético depois da transformacao e, como novidade, enfatizamos que as componentes
linearmente independentes destes campos também sdo transformadas, conclusao que nao é
possivel chegar usando as transformagoes de Lorentz vigentes.

De acordo com IVEZIC (2005), é possivel definir também o campo eletromagnético,

eq. (3.27), da seguinte maneira
F=FENYy+c(yB) - . (4.21)

onde F e B sao os campos elétrico e magnético, respectivamente, ¢ a velocidade da luz e
~v5 0 pseudoescalar do espago-tempo. As componentes do campo elétrico podem ser obtidas
contraindo-se o campo eletromagnético F' a direita com um observador inercial definido
por 7o, logo
9 = E"y, Ao - v0 + c(5B"7) - %0 - Y0, (4.22)
em que
Y N Yo Yo = —(MouYo — M00Vu)s (Y 70) Y0 = Nuoo- (4.23)

Uma vez que os campos elétrico e magnético tém suas componentes temporais
iguais a zero, temos F' - 79 = 0 para u = 0. Por outro lado, para u = k, com (k = 1,2, 3),
temos

F -~ = E"y, (4.24)

que por simplicidade escreveremos
F-v=E'y,=E, (4.25)

onde fica implicito que a componente temporal de F' é nula. IVEZIC (2005) define o campo
elétrico ¥ como um 1-vetor. Em nosso caso, ele deve ser pensado como sendo 1-forma
pertencente a uma secao local do FCET.

Todavia, para encontrarmos as componentes do campo magnético, devemos calcular
o produto exterior entre o campo eletromagnético F' e a 1-forma definida pelo observador

Y0, de forma tal que o termo envolvendo a parte correspondente ao campo elétrico seja
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zero. Portanto, temos que

1 . A
F ANy = FOk% N Y N Yo + §F]k7j A Y N Yo = Y5¢B'y;. (4.26)
=0

Em que foram definidas as componentes do campo magnético em termos das componentes

do tensor F),,, as componentes do campo eletromagnético covariante, ou seja,

na

. 1 .
B' = —Q—Ceokajk. (4.27)

Note que F fornecem as componentes do campo elétrico para (k = 1,2, 3) e, além disso,

é possivel identificar
1
F Ny =By, — —575(F AY) = By, = B, (4.28)

uma vez que (v5)* = —1.
Ademais, as componentes do campo eletromagnético covariante sao definidas por

0 E! E? E3
-BE' 0 —cB® cB?

F,, = , (4.29)
~E? ¢B® 0 —cB'

—E? —cB? B! 0
enquanto que as componentes contravariantes por

0o -—-E' —-E* -—E3
E! 0 —B3¢ B?c

i = . (4.30)
E? Bic 0 —Ble

E?* —B%*c B'c 0
Neste sentido, um boost na direcao v, pode ser definido a partir da definicao dos

geradores
g Lty 8N g Lty —1Pn
2(1+7) 2(1+7)

Veja Apéndice B para uma discussao sobre como obté-los.

(4.31)

Deste modo, de acordo com VAZ JR. (2000), podemos escrever, no sentido passivo,

um boost de Lorentz do campo eletromagnético na dire¢ao y; como

F' — BFB = B(F%~,)B + B (-ieOij’fij%) B, (4.32)
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Vejamos como as componentes do campo elétrico se transformam. Para isto devemos
calcular o seguinte produto, de modo que a ordem dos produtos deve ser respeitada. Logo,

temos que

L+ +v87M%

El — 1 + fy - 7/87170 Fok
2(1+7) 2(1+7)
1 0k 1 Ok L ok (4.33)
= 5 (L E ) = 5787790 (F %) + 57 (F )1y
1 72
- imﬁ’h%(FOk%)ﬂ%%-

Antes de prosseguir, devemos notar o seguinte: v = ﬁ é o fator de Lorentz e

B =u/c, sendo que u é a velocidade com que um observador inercial viaja na dire¢ao = ou
v1, em relagdo a um referencial em repouso na origem, e ¢ a velocidade da luz no vacuo.

~ ~2 ~—1 ~ .
Usando a relacao T podemos reescrever a equacao acima como

1 1 1
E'= S (L) (F% ) = 578717%0(F* ) + 57(F% %) 8170
1yv—1
2 52

Feito isto, devemos agora lembrar que, como as componentes do campo elétrico sao

(4.34)
B7179 (F% ) Br170-

simplesmente funcgoes, elas podem ser ignoradas por enquanto. O mesmo pode ser feito
com 7, uma vez que ele € um nimero real. Por outro lado, como o fator g é proveniente
da componente de um vetor constante, a velocidade de um observador inercial u, devemos
supor que seu valor esteja condicionado a uma dire¢ao unitaria apontando ao longo da

direcao 7. Logo, a seguinte condi¢ao precisa ser satisfeita:

VEBY1Y = 1B A v = —B71 A Y0k, (4.35)

a qual segue do terceiro termo da eq. (4.34). De fato, podemos simplificar o tltimo termo

da eq. (4.34) e escrever

— BB = —B71 A 0B A Yo = B2 (4.36)

Assim, os resultados anteriores, eqs. (4.35) e (4.36), advém do fato de que (5, 7o e as

1-formas espaciais, por exemplo, 71, anticomutam entre si e com F.
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Substituindo os resultados anteriores, egs. (4.35) e (4.36) na eq. (4.34), encontramos

E'= ; {(1 + ) (F%%) = 29By70 (F% ) + (v — 1)(F0k%)}
(4.37)

= YF% 5, — yBF ™ 1707
No entanto, para determinarmos a expressao final, nos resta calcular o seguinte

produto: v170v = (71 A Y)Y Além disso, lembrando que estamos & procura de uma

1-forma do espago-tempo, cujas componentes devem ser as do campo elétrico, temos

(Y1 Avo)ve = (71 Ao) - vk + (1 A o) A Y, (4.38)

que por consideragoes fisicas, o segundo termo do lado direito, do resultado acima, deve se
anular para k = 0, 1 ou fornecer uma 3-forma para k = 2, 3, que nao é o caso, pois estamos
a procura de uma 1-forma.

Logo, a unica possibilidade é considerarmos o produto interno contraido a esquerda

entre a 2-foma v, A 7 e a 1-forma ., o qual é dado por

(1 A7) -k = —(( - 7)7% — (W - Y0)71) = —Mk1Y0 + Mko1- (4.39)

Note que o produto anterior é nulo a menos que k = 1, fornecendo o resultado .
Finalmente, podemos escrever as componentes transformadas do campo elétrico,
eq. (4.25), como

E' = —yBE'Y = vE'm — vE*y, — yEPs, (4.40)

enquanto que a transformagao usual, de acordo com a ref. (TONG, 2015), é dada por
Ey=(0,E,,E, E,) — E., = (0, E,,v(E, —uB,),vy(E, —uBy)), (4.41)

em que u ¢ a velocidade do boost na direcao x > 0, enquanto que o subscrito st denota a
transformacao padrao, vigente, usual, etc., do campo, neste caso, o campo elétrico.

Note que a componente temporal da eq. (4.40) ndo se anula e que nao existe
uma mistura de componentes dos campos elétrico e magnético, resultado que esta em
conformidade com a ref. (IVEZIC, 2005). Todavia, ela sugere que as componente E? e E?

também devem ser afetadas pelo boost na diregao ;.
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Seguindo o mesmo raciocinio, é possivel calcular o boost do campo magnético. Deste

modo, temos

1 — 1 ... 1
B — +y 757170 <_2€0”k}'—’jk%> +v+ ’}/5’71"}/0
2(1+7) ¢ 2(1+7)
! ! Lo 4.42
= _Zc(l + N("* Fyys) + @757170(60 I*Eiyi) — ZCW(EO % Eievi) B717%0 (4.42)
+ 72 iﬁ%%(EOiij'k%')B%%-
147/ 4c J

Agora, devemos notar que o terceiro termo da expressao anterior é relacionado com o

seguinte produto:
—%iB71 Ao = —B%71 A Yo = By A Y- (4.43)

Assim, devemos destacar que o quarto termo da mesma expressao é associado ao produto:

BBy = By AvoviBy A vo = —i82 (4.44)

Os resultados anteriores, eqs (4.43) e (4.44), advém do fato de que 3, 7o e v, anticomutam
entre si. No entanto, § e 79 comutam com B, que por sua vez, deve anticomutar com
1-formas do espaco.

Logo, podemos escrever a eq. (4.42) como

1 y 1 i
B = %7(60 T Finyi) — %75’71’70(60 7 Fjpeyi).- (4.45)

Agora, devemos observar que 17y = (71 A7) - Y, 0 que implica em
(71 A0) -y = —((3i - 170 — (i - 0)71) = —niayo + Mo (4.46)

que claramente ¢ igual a zero a menos que ¢ = 1, fornecendo o resultado .
Finalmente, podemos escrever as componentes transformadas do campo magnético
como

B' = =3By + yB'y1 + vB*y, + 7B’7s, (4.47)

enquanto que a transformacao usual é
u U
Bst = (07 Bxa Bya Bz) — B;t = (Oa BxafY(By + ?EZ>77(BZ - C2Ey)> . (448)

De acordo com IVEZIC (2005), a eq. (4.40) corresponde a expressao para o campo

elétrico transformado ativamente, usando o formalismo algébrico-geométrico, e o0 mesmo
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para eq. (4.47), que corresponde a expressao para o campo magnético. Na verdade, de acordo
com VAZ JR. (2000), ambas as expressoes sdo obtidas a partir da transformagao passiva, e
nao ativa, do campo eletromagnético, eq. (4.32), um objeto geométrico quadridimensional,
independente de observadores e invariante sob uma transformacao de Lorentz passiva.
Logo, as transformagoes obtidas dos campos elétrico e magnético, eqs. (4.40) e (4.47),
seguem o ponto de vista passivo, de acordo com a ref. (VAZ JR., 2000).

Pode-se notar que as eqgs. (4.40) e (4.47), e as eqs. (4.41) e (4.48), sao diferentes,

respectivamente. Na verdade, um observador O que mede tanto £’ quanto B’, em seu

/

', em seu referencial,

referencial, nao ird concordar com o observador O’ que mede E, e B
uma vez que estas quantidades sao diferentes. De fato, quando O" detecta campo elétrico,
este percebe que as componentes deste campo tém um mistura de campos elétrico e
magnético como podemos notar pelas egs. (4.41) e (4.48). Além disso, devemos enfatizar
que cada observador realiza medidas sobre os objetos em seu proprio referencial e que,
medidas experimentais ndo estdo relacionadas por meio de transformacoes de Lorentz, logo
as transformagoes vigentes, eqs. (4.41) e (4.48), dos campos elétrico e magnético, nao
estao de acordo com as transformacoes de Lorentz de acordo com o formalismo algébrico-
geométrico, pois estes objetos nao correspondem a quantidades quadridimensionais bem
definidas e independentes de observadores como F, E e B, eqgs. (4.21), (4.25) e (4.28),
respectivamente (IVEZIC, 2005).

Um dos possiveis argumentos para justificar a diferenca entre as transformacoes
dos campos (IVEZIC, 2005), segundo os formalismos algébrico-geométrico e tensorial, é
que, as identificagoes

. 1 ...
E), = F%, B = —Eeow’fij, (4.49)

nao sao corretas, pois do lado esquerdo das expressoes acima, temos as componentes
de vetores do espaco euclideano tridimensional, igualadas as componentes de objetos
quadridimensionais, a saber, F %%k e [, Tais identificagdes ndo correspondem a uma
operacao bem definida no formalimo tensorial, uma vez que operagoes bem definidas sao,
por exemplo, a contragao entre dois pares de indices e a adi¢ao de componentes de dois

tensores. Além disso, elas dependem do sistema de coordenadas adotado.
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Consideremos uma distribuicao de carga no referencial O’ movendo-se com veloci-
dade 8 em relacao ao referencial O na direcao x > 0. Logo, um observador em O estara
na presenca de uma densidade de corrente J, = vpof. Deste modo, temos as seguintes

quadricorrentes em cada referencial

JIJ - (%007’YP067070)7 Jl“ - (P0,0,070), (450)

as quais estao relacionadas por um boost na direcdo x. No formalismo tensorial, a relacao

entre as quadricorrentes, eq. (4.50), é expressa como

v 8 00
00
oy = | P €SOL(1,3),  (451)
0 0O 1 0
0 0O 0 1

isto significa que as transformagdes usuais dos campos elétrico e magnético, eqs. (4.41) e

(4.48), sao obtidas da mesma forma, segundo a lei de transformagao

F'M = AP AN g FP (4.52)
porém agora
vy =6 00
-6 v 00
ANy=Ng= ) (4.53)
0 0 10
0 0 01

Assim, as transformagoes dos campos elétrico e magnético usando a eq. (4.52), se-
gundo o formalismo tensorial, levam as transformacoes incorretas. Pois, estas fundamentam-
se na identificagdo de quantidades tridimensionais com quadridimensionais, eq. (4.49).
Esta identificacdo nao é uma operacao bem definida no formalismo tensorial.

Portanto, os resultados obtidos, eqs. (4.40) e (4.47), mostram que quando um boost
do campo eletromagnético, definido pela eq. (4.21), é realizado, nao existe uma mistura
entre as componentes dos campos elétrico e magnético transformados. Estes resultados
confrontam as transformagoes vigentes, eqs. (4.41) e (4.48), que apresentam uma mistura

das componentes destes campos. Além do fato de que as componentes temporais destes
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campos, eqs. (4.41) e (4.48), nao sao identicamente nulas e que as componentes linearmente
independentes da direcdo em que ocorre a transformacao, também devem ser afetadas pelo
boost, gerando uma novidade. Estes resultados reforcam que a transformacao de Lorentz de
quantidades tridimensionais (os campos elétrico e magnético) sdo transformagoes aparentes

(IVEZIC, 2005).

4.4 SIMETRIA CPT

Na presente secao, mostramos que algumas das transformacgoes que podem ser
realizadas sobre os objetos geométricos da AET estao relacionadas com as transformacoes
da simetria C'PT e que para considerarmos a conjugacao de carga, C, é necessario que o
Espago-Tempo de Minkowski (ETM) seja complexificado.

A conjugacao de carga, C, nos informa que em um dado sistema fisico, as particulas
sao trocadas pelas suas antiparticulas. A denominacao de conjugacao de carga, advém
do fato de que dada uma particula carregada, por exemplo, o elétron de carga negativa,
quando sujeito a esta transformacao, é convertida em sua antiparticula, o pésitron de carga
positiva. Por sua vez, a simetria de conjugacao espacial P, inversao espacial, transformagcao
de paridade, etc., implica que as particulas presentes em um dado sistema, as interagoes
entre elas e o processo de decaimento, sao trocados pelas suas respectivas versoes espelhadas
espacialmente. Por fim a simetria de inversao temporal 7', implica que interagoes entre
particulas evoluindo no tempo se comportam da mesma forma como se elas estivessem
regredindo no tempo.

Do ponto de vista axiomatico, estas simetrias implicam diretamente na simetria de
Lorentz, no principio de localidade? e na unitariedade da teoria (conservagao da densidade
de probabilidade) em um espago com geometria plana, por exemplo, o ETM. Em teorias
quanticas de campo, em relagdo a este ponto de vista, é possivel calcular separadamente
as simetrias C, P e T e, em seguida, calcular o produto entre elas, o que nao é possivel
usando o formalismo lagrangeano, uma das ferramentas mais utilizadas no tratamento de

simetrias em Fisica.

4 Este principio nos diz que a interacdo entre dois sistemas somente pode acontecer por intermédio de

seu entorno imediato.
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Além disso, a violacao da simetria C'PT, envolve o comportamento da matéria em
véarias escalas de energia, veja por exemplo (KOSTELECKY; RUSSELL, 2008), e também
na escala de Planck, em outras palavras, no contexto da gravidade quantica, que busca
incluir a interacao gravitacional na explicagdo do comportamento da matéria nesta escala
(GREENBERG, 2006), (MAVROMATOS, 2009).

A fim de investigar a simetria C'PT no contexto da AET, devemos lembrar que um

elemento arbitrario da secao do FCET pode ser escrito como

1 v 1 1{e' 1 rvo
B:BO+B“%+§B“ %/\%+§B# %/\%/\%JFEB” By Ay A Ya A s

€ secl'(U, /\kT*M) — CU(M,n),
(4.54)

correspondendo a uma k-forma, que para nosssos propésitos consideramos n = 4, res-
peitando uma dimensao temporal positiva definida e trés dimensoes espaciais negativas
definidas. Localmente, este elemento é isomorfo a um elemento da AET, R; 5. De acordo
com a ref. (VARLAMOV, 2003), é possivel definir além das operagoes que sao apresentadas
na Tabela 4, um pseudoautomorfismo, que podem ser realizadas sobre estes objetos:

1. Identidade: Existe um automorfismo no FCET tal que
B — B, (4.55)

em que Y, — Yu-

2. Involugao graduada: Um automorfismo B — B em que Yo = — V-

Este automorfismo atua sobre um elemento arbitrario B, tal que seja possivel definir
uma decomposicido B = B + BM em que B® é uma k-forma cujas componentes sao
homogéneas de grau par, enquanto que B! também é uma k-forma cujas componentes

0) permanece inalterada sob a

sdo homogéneas, mas de grau fmpar. Isto significa que B!
acao de uma involucao graduada, enquanto que B é alterada por uma mudanca fase, ou

seja, B = B — B Se B ¢ homogéneo, entio define-se
B=(-1)"B, (4.56)

onde k é o grau de B. Por exemplo, o grau do campo eletromagnético é k£ = 2. Além

disso, uma vez definido o elemento de volume ~°> = 7% A v* A 42 A3, i.e., o pseudoescalar
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do espaco-tempo, podemos escrever também B = 74°B(7%)~, tal que (7°)~! = ~°, logo
B= v°B~®. Todavia, de acordo com a referéncia (SABBATA; DATTA, 2007), deve haver
um sinal relativo na expressao anterior, de modo que B = —~°B~?, define uma conjugacao
do espago-tempo.

3. Reversao: Esta operagdo ¢ um antiautomofismo B — B em que T = V-
Quando esta operagao age sobre um elemento B, temos que seus elementos de base sao

substituidos pelos mesmos elementos na ordem reversa. Logo para um elemento B do

FCET, temos

B = (—1)*-02p, (4.57)

4. Conjugacao: Esta operacdao ¢ um antiautomofismo B — B = B em que
Yu = —Vu, 0 qual é a composicao do automorfismo B — B e do antiautomorfismo B — B.

Logo para um elemento B, tem-se

B = (—1)Fk+D2p, (4.58)

5. Pseudoautomorfismo: A ideia que esta por detrds da transformacao discreta,
conjugacao de carga, esta ligada, de maneira geral, a operacao de extracao do subespago RP4
do espaco C". Uma base ortonormal deste espago é escrita como {éy, ..., é, }, satisfazendo
¢? = 1. Isto significa que os primeiros p vetores da base permanecem inalterados, enquanto
que os ¢ vetores da base sdo multiplicados pelo fator imaginario i = v/—1, de forma que a
nova base {éi, ..., €, 1€p11, ..., 1€y, } permite realizar a referida extragao. A ideia é que a
extracao do subespaco real R”? de C" , induz também uma extracao da subalgebra real R, ,
em C, = CY¢, = CY(,(C) =CY,,(R)® C. Logo, um elemento de C,, pode ser escrito como
B = By +1By, em que By, By € R, ;. Portanto, ¢ possivel definir um pseudoautomorfismo,

aqui denotado por °, sobre C,, tal que
B =B, —iB,. (4.59)

Por outro lado, com a operagao °, é possivel estender o conjunto de automorfismo
da AC C,,, de modo que os quatro automorfismos B — B, B — E, B — B, B — B com

a adicao de B — B e mais trés composigoes, tais que

B—B B—B  B—B, (4.60)
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fornecem um pseudoautomorfismo e dois pseudoantiautomorfismos, respectivamente. Logo,
é possivel definir um conjunto de automorfismos de C,,, o qual contém oito transformacoes,

as quais formam um grupo de ordem 8, ou seja,
fid, >, =, =, 7 5 T ) (4.61)
Este grupo tem os seguintes isomorfismos

{id, ~, =, =, ", 7 %, )= {1, BT, PT, C, CP, CT, CPT} ~ 1 ® Ly ® L,
(4.62)
cujos simbolos e significados sao mostrados na Tabela 5.
O grupo {1, P, T, PT, C, CP, CT, CPT} com comutatividade e com a condi¢ao
P?=T?=(PT)?=C?=(CP)*=(CT)* = (CPT)*> =1 é um grupo abeliano de ordem
8, que por sua vez, é isomorfo ao grupo ciclico Zy ® Zo Q Zs.

Tabela 5 — Automorfismo, antiautomorfismo e pseudoautomorfismo da AET e suas relagoes
com as simetrias C, P, T, e CPT

Operacao Simbolo  Significado

- P Paridade (Inversao espacial)

- T Reversao temporal

- PT Reflexao total

° C Conjugacao de carga

8 CcP Inversdo espacial + Conjugacao de carga

< CcT Reversao temporal + Conjugacao de carga

- CPT  Reversao temporal + Inversao espacial + Conjugacao de carga

Fonte: Autoria prépria.

A simetria C'PT no formalismo da AET esta intimamente lidada as propriedades
das transformagoes discretas, eqgs. (4.56), (4.57), (4.58), (4.59) e a operagao identidade
(4.55). Além disso, devemos notar que para considerarmos a conjugacao de carga, o espaco,

o qual é usado para descrever as leis da Natureza, precisa necessariamente ser complexo.

4.5 SIMETRIA CONFORME

Simetria Conforme é uma simetria que preserva angulos® entre as direcdes dos

campos no espago-tempo, mas nao preserva comprimento (SUNDERMEYER, 2014). Em

®  Os angulos sdo invariantes de escala.
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particular, esta simetria implica na seguinte lei de transformacao para o tensor métrico do
espago-tempo
G (%) = Q*(2%) g (2%), (4.63)
que nao necessariamente é considerado plano, como por exemplo, o ETM. Q(z®) é uma
funcdo adimensional das variaveis locais x®* do espaco-tempo, de modo que a lei de
transformacao, eq. (4.63), é uma consequéncia da transformagcao das coordenadas locais
% — Q(z*)z*, que nada mais é que uma transformacio de escala (COUMBE, 2018). A
simetria Conforme e a simetria de Dualidade, veja secao 4.1, juntas constituem a maxima
simetria, a qual deixa as EME invariantes. Além disso, esta tltima simetria tem um papel
importante no estudo de teorias que vao além do MP como, por exemplo, teorias de corda
e supersimetria (BEDFORD, 2011) e (BERTOLINI, 2021).
Seguindo VAZ JR. e ROCHA JR. (2012), é possivel definir o grupo dos geradores

de simetria Conforme como
Conf(p,q) ~ O(p+1,q +1)/Z, (4.64)

em que O(p + 1,¢ + 1) denota o grupo ortogonal, enquanto que Zsy é o grupo ciclico de
ordem 2. Em termos dos geradores da AET, ou seja, {7}, que por sua vez, sdo isomorfos
as segoes ortonormais do FCET de dimensao 4, o grupo Conforme parap=1e ¢ =3
¢ dado por Conf(1,3), o qual generaliza o grupo de Poincaré®. Sabemos que o grupo de
Poincaré tem associado dez geradores, trés geradores de translagao espacial, um gerador
de translacdo no tempo e seis geradores de rotagao, trés espaciais e trés temporais (boosts).
Por sua vez, o grupo Conforme, inclui mais quatro geradores de transformacoes especiais
e um gerador de transformacao de escala.

Por fim, nesta secao, definiremos os geradores de simetria associados a este grupo
em termos dos geradores da AET e concluimos com uma discussao sobre seus significados
fisicos. Apresentamos também as rela¢oes de comutacao que tais geradores satisfazem, o que
significa que eles satisfazem uma Algebra de Lie (AL) e mostramos que tais comutadores
possuem uma propriedade de dualidade semelhante a dualidade elétrica-magnética discutida

na secao 4.1.

6 Grupo de Lorentz mais translagdes no espaco e no tempo (STEEB, 2007).
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Com efeito, os geradores do grupo Conforme sao:

Pl =5y +iy"y7),  M™ =5y AYY),
(4.65)
D = 3in®, K# = —3(y" —in#7?),
para (p,v = 0,1,2,3), em que P* MM D e K' sao os geradores infinitesimais de
translacgoes no espago-tempo, transformagoes de Lorentz (boosts e rotagoes), transformagoes
de escala e transformagoes especiais conforme (inversao espacial e temporal, e transversao’),
respectivamente, e i = v/—1. Estes geradores formam uma AL conforme, o que significa

que eles satisfazem as seguintes relagoes de comutagao:

[P, PY] =0, [K"KY]=0, [M™ D=0, (4.66)
(MM P = —(f P — PR, (MR KN = (K — K, (4.67)
(MM, MOP) = PP MY + "% MM — 5 MYP — 7P M1 (4.68)

[PH K] = 20D — M™), (4.69)

[P*.D] = P*, [K',D] = —K". (4.70)

As interpretacoes para cada comutador sao as seguintes:

» Geometricamente, as trés primeiras relagoes, eqs.(4.66), da esquerda para a direita,
implicam que é possivel construir paralelogramos cujos lados sao dados pelas
direcoes e v de seus geradores. Além disso, é possivel definir duas identidades
de Jacobi assumindo uma simetria nos indices dos geradores de translacao no

espago-tempo e transformagoes especiais conformes.

7 Uma inversdo seguida de uma translacio e de uma nova inversao.
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A quarta relagdo, eq. (4.67), nos informa que o comutador entre o gerador de
rotagao no espago-tempo e o gerador de translagoes, corresponde a uma combinacao
linear destes tultimos geradores nas dire¢oes do hiperplano formado pelas dire¢oes
linearmente independentes p e v. O mesmo raciocicio pode ser usado para descrever a
quinta relagdo, eq. (4.67), cujo resultado é uma combinagao linear de transformagoes

especiais conformes.

A sexta relacdo, eq. (4.68), revela que o comutador dos geradores de rotagao no
espaco-tempo, em diregoes linearmente independentes, fornece uma combinagao

linear de geradores de rotagoes no espaco-tempo.

A sétima relacao, eq. (4.69), nos diz que o comutador entre uma translagdo e uma
transformacao especial, corresponde a uma combinac¢do de uma transformacao de

escala e uma rotacao.

A oitava relagao, eq. (4.70), implica, por sua vez, que o comutador entre uma

translacao e uma dilatagao corresponde a um translacao.

Finalmente, o comutador entre uma transformacao especial e uma dilatacao, eq.

(4.70), fornece uma transformacao especial a menos de um sinal relativo.

Além disso, podemos verificar que tais relacoes de comutacio permanecem invari-

perante as substituicoes
Pt —KH, KF — —P", D — —D. (4.71)

O que podemos retirar de toda essa discussao sobre simetria é que elas sao funda-

mentais no estudo de fenomenos fisicos. Desde os tempos antigos, simetria tem despertado

o interesse de artistas, fisicos e matematicos mas, somente recentemente, a partir da

relevancia do teorema de Noether, ela se tornou fundamental na anélise fisica, uma vez que

¢é possivel relacionar a cada simetria a uma lei de conservagao. Isto mostra que as EME

formam um terreno fértil no estudo introdutoério de simetrias, primeiro porque a teoria

eletromagnética nao é tdo complicada em relacao, por exemplo, as teorias quanticas de

campos e Relatividade Geral (RG). O formalismo da AET permite tratar de maneira geral,



92

simetrias continuas, envolvendo o espago e tempo como a simetria conforme e, também
simetrias discretas que nao estao relacionadas com o espago-tempo, tal como dualidade,
conjugagao de carga e paridade.

Para finalizar, uma vez que os comutadores associados a simetria conforme sao
invariantes pelas substituigdes mencionadas acima, eq. (4.71), estamos diante de uma
simetria de dualidade, cujo primeiro exemplo é a dualidade elétrica-magnética discutida
na secao 4.1. Do ponto de vista fisico, isto significa que podemos considerar duas teorias

de campo conforme completamente diferentes, cujo significado fisico seja equivalente.
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O Espago-Tempo de Minkowski (ETM), uma variedade quadridimensional suave, é
um dos palcos para fisica relativistica, em que os coadjuvantes sao os fendmenos fisicos, os
quais devem ser invariantes para seus telespectadores, nés, os observadores. Nao ha como
falar de espaco sem considerar o tempo, uma das consequéncias mais impressionantes
proposta por Einstein no inicio do século passado. Do ponto de vista matematico, este
espago abstrato serve para analisar problemas que nao necessariamente tém uma aplicagao
imediata em fisica, mas do ponto de vista fisico, este permite definir em sua topologia, as
linhas de mundo para observadores inerciais, onde é possivel definir a noc¢ao de passado,
presente e futuro.

Além de variedades suaves, como o espago-tempo, outros espacos mateméaticos
também importantes no estudo de fendmenos fisicos sdo os grupos, os quais podem ser
discretos ou continuos, infinitos ou finitos, etc., como por exemplo, um Grupo de Lie (GL)
r-parametrizado, o qual tem associada uma Algebra de Lie (AL), um espago tangente
proximo da indentidade. Eles sdo extremamente importantes para o tratamento adequado
das transformacoes (rotagoes, translagoes, inversoes, dilatacao e transversao) dos objetos
geométricos que uma determinada teoria admite.

No contexto da Algebra do Espago-Tempo (AET), a fisica relativistica se torna
uma consequéncia de um Fibrado de Clifford do Espaco-Tempo (FCET) sobre o ETM.
Impondo certas regras de simetria e antissimetria entre os geradores locais da AET,
podemos considerar produtos de graduagao diferentes como, por exemplo, os produtos
interno contraido e exterior. Quando a propriedade de antissimetria do produto exterior
é combinada com os Colchetes de Lie (CL), é possivel considerar uma AL a partir da
defini¢ao de certos geradores (rotacao, translacao, boost e dilatagdo). Quando isto é feito,
é possivel também realizar transformacoes ativas e passivas dos objetos geométricos da
teoria.

A exemplo da teoria do Modelo Padrao (MP) das interagoes fundamentais, cujos
fundamentos matematicos estao baseados na teoria de fibrados, da geometria diferencial,

as Equagoes de Maxwell do Eletromagnetismo (EME) podem ser formuladas de forma
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natural desde que se admitia o isomorfismo local entre o FCET e o Fibrado de Multiformas
Diferenciais (FMD), permitindo as defini¢oes dos operadores de Dirac e de Kéhler-Atiyah, os
operadores de evolugao espacial e temporal dos campos. Devemos salientar que o operador
de Dirac foi introduzido a partir da linearizacao da relagao de energia-momento relativistica,
cuja consequéncia mais surpreendente foi a possibilidade de tratar o comportamento
quantico da matéria préximo da velocidade da luz, permitindo relacionar o spin das
particulas elementares com o fendomeno relativistico a partir da introducao da equacao de
Dirac.

No formalismo algébrico-geométrico é possivel definir uma AET em cada ponto
do ETM em que uma 4-forma (pseudoescalar), um objeto geométrico estendido, pode
desempenhar um papel de operador de dualidade como o operador de Hodge da Algebra
Exterior (AE). Este resultado permite relacionar o produto interno contraido (simétrico)
com o produto exterior (antissimétrico), o que pode ser uma das vias para o tratamento
de bésons (particulas de spin inteiro) e férmions (particulas de spin semi-inteiro) em uma
mesma teoria, uma vez que estes partilham das mesmas propriedades.

Neste sentido, as EME constituem uma das teorias de campos mais bem sucedi-
das na historia da Fisica. Elas sao precursoras das teorias de campos modernas, cujo
apice ¢ a teoria quantica de campos. No formalismo algébrico-geométrico, estas equacoes
podem ser formuladas por uma tunica expressao, generalizando os formalismos vetorial,
tensorial e de formas diferenciais. O tratamento de monopolo magnético se torna natural,
embora as evidéncias que temos sobre sua existéncia sejam escassas. O fato é que eles
estao intimamente relacionados com o pseudoescalar do espaco-tempo, que por sua vez,
define uma orientagao sobre este, em relagao a métrica de Minkowski. Também deve ser
mencionado que a presenca de monopolos implica na violacao da identidade de Bianchi
para o campo eletromagnético, obtida no formalismo tensorial, um caso particular do
formalismo algébrico-geométrico.

No que diz respeito a conservacao da energia do campo eletromagnético, a presenca
de matéria implica que a energia armazenada no campo nao sera conservada, uma con-

sequéncia da interagdo mutua entre matéria e o campo eletromagnético. No entanto, é
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possivel considerar uma conservacao da energia eletromagnética mais geral, desde que o
momento angular total do campo, um resultado macroscépico dos momentos angulares
individuais das particulas, seja considerado. Logo, a presenca de matéria esta intimamente
relacionada aos movimentos rotacionais das particulas ou da presenca de spin. Em situagoes
mais particulares, ou seja, na auséncia de matéria, a conservacao ¢ restaurada e o teorema
de Noether ¢é restaurado.

Quando as EME sao descritas no formalismo algébrico-geométrico, os invariantes
eletromagnéticos podem ser obtidos sem muita dificuldade, em vista dos somatorios
tediosos que precisam ser realizados, antes de obter os resultados finais, no formalismo
tensorial. Isto somente é possivel, uma vez que ¢é considerada a decomposicao do campo
eletromagnético em termos dos campos elétrico e magnético por meio da AET.

Ondas eletromagnéticas sdo extremamente importantes nas aplicagoes cotidianas,
desde aplicagoes tecnolégicas como pingas Opticas e biossensores nanofotonicos até calculos
tedricos em astronomia e astrofisica. Desde as ondas de raio, cruciais nos primérdios da
comunicagao, até o presente momento, com o advento da internet, nossa maneira de ver
o mundo mudou completamente. O fato é que, além da vasta aplicabilidade das ondas
eletromagnéticas, o interesse por elas também se revela quando consideramos uma de
suas propriedades mais interessantes, a polarizagao. Em particular, do ponto de vista
matematico, ondas circularmente polarizadas a esquerda e a direita podem ser utilizadas
para construir um fibrado em analogia ao Fibrado de Clifford do Espago (FCE). Isto pode
ser feito levando em conta as 1-formas unitarias associadas ao campo elétrico, magnético e
vetor de onda, devido as suas propriedades de ortonormalidade e antissimetria. De fato,
o produto triplo exterior entre elas tem a mesma propriedade que os pseudoescalares do
espaco e do espago-tempo, permitindo a definicdo da nocao de orientabilidade.

Ademais, as leis do eletromagnetismo incorporadas pelas EME, constituem um dos
terrenos mais férteis para o estudo de simetrias. Uma vez que simetrias estao relacionadas
com leis de conservagao pelo teorema de Noether, é possivel investigar varios principios de
conservagcao, tais como a conservacao da energia, momento linear, momento angular, carga

elétrica, etc., no contexto do eletromagnetismo. Também é possivel explorar outros tipos
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de simetria como a simetria de gauge, intimamente relacionada com a propriedade local
das interacoes fundamentais, a partir da ideia de conexao, ou ainda, a simetria dualidade,
a qual envolve a equivaléncia entre modelos fisicos independentes.

Para destacar ainda mais a ideia de simetria, quando consideramos essas equagoes,
um dos resultados mais surpreendentes é que um boost de Lorentz do campo eletromagnético
realizado no sentido passivo, em uma direcao particular do espaco, de forma tal que os
campos elétrico e magnético sejam 1-formas do ETM, se¢oes do FCET, implica que
as transformacgoes usuais do eletromagnetismo sao transformacoes aparentes. Primeiro
porque na transformagao usual, os campos elétrico e magnético sao vetores pertencentes
a um espaco euclideano tridimensional e segundo porque existe uma mistura entre as
componentes destes campos quando transformados, o que nao é observado quando eles sao
considerados em termos de quantidades quadrimensionais, compativeis com a Relatividade
Especial.

Por fim, e ndo menos importante, a simetria C'PT), intimamente relacionada com a
simetria de Lorentz, e a simetria Conforme, que estende a simetria de Poincaré, integram
a lista de simetrias que deixam as EME invariantes. No formalismo algébrico-geométrico,
a simetria CPT pode ser associada a um conjunto de transformagoes que podem ser
consideradas sobre os objetos geométricos da teoria. Isto significa que, para conside-
rarmos particulas eletricamente carregadas e levar em conta transformagoes de escala e
transformacoes especiais conforme, a estrutura do espago-tempo precisa ser complexificada.

Uma reflexao que se segue de toda essa discussao é: talvez, a unificagdo de nossos
modelos fisicos, deve em principio, partir da unificagdo da linguagem com a qual buscamos
descrever a realidade a nossa volta. A justificativa é que a AET, intimamente relacionada
ao FCET, como linguagem matematica, permite descrever as EME de maneira natural,
revelando-se mais adequada, generalizadora e unificadora, em relacao aos formalismos
vetorial, tensorial e de formas diferenciais, na explicacao das propriedades de simetria e
geométricas subjacentes da teoria relativistica e do eletromagnetismo.

Foi uma experiéncia interessante e ao mesmo tempo desafiadora estudar as EME

no formalismo algébrico-geométrico. Houve muitos erros até a finalizagao deste texto, mas
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também muitos acertos, pois, parafraseando Zeidler, estava com o fio de Ariadne em maos
para guiar-me.

Como perspectiva futura, um das minhas pretensoes é a investigacdo dos aspectos
gerais da teoria de Twistors, em um curso de pés-graduacao, uma vez que este formalismo
também permite definir as EME em uma tinica expressao, porém o campo eletromagnético

deve ser pensado a partir de um ponto de vista espinorial sobre um ETM complexificado.
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APENDICE A -

Apresentaremos em seguida alguns dos produtos que serao utilizados ao longo deste

trabalho. Comecaremos com o produto geométrico entre duas 2-formas, ou seja,
(AT A = (Y AAY) - (VT AYT) FA AT AT AT, (A.1)

de modo que o produto interno contraido pode ser calculado da seguinte forma:

12 (o K ,yl/ ) /ya ’YV ) ,VK/ vo K VK g
(Y*AY) - (7 AY") = = "I — "yt (A.2)
fyﬂ . ,)/0' »}/M . ,YH
de modo que
A (Y AYT) = (FAAYY) (7 AT (A.3)

Este resultado nos sera 1til, por exemplo, para calcular a parte escalar de um dos invariantes
do campo eletromagnético, eq. (3.97) e também a expressao dada pela eq. (3.34). A parte
pseudoescalar nos serd mais interessante exprimi-la de maneira compacta em termos de ~°
e do simbolo de Levi-Civita de quatro componentes totalmente antissimétricas, o que sera

feito logo adiante. Contudo, também podemos considerar o produto

V(AN A = =, (A4)

permitindo calcular a parte escalar das Equagoes de Maxwell do Eletromagnetismo (EME)
no formalismo tensorial eq.(3.41).
Devemos enfatizar que o produto geométrico entre uma 1-forma e uma 2-forma

fornece dois objetos, uma 1-forma genérica e uma 3-forma, ou seja,
VAT AT =" (AT AT AT, (A.5)
logo a parte envolvendo o produto interno contraido pode ser escrita como

MO AR

(AT = (AT = (Y)Y =0t = (A.6)

Lembrando que o+ Ay = — Ay - a quando k = 2, na primeira relagao da eq. (2.62), em que

Ay =77 Ay" é uma 2-forma e o = v* é uma 1-forma, podemos escrever

(AN = =( ANT) A = = (T = ). (A7)
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No entanto, também devemos calcular o produto geométrico entre a 1-forma -, e

sua reciproca ", de modo que

VY =Y AT =60V A Va (A.8)

que, em particular, quando v = p, temos 7,7* = 4. A parte escalar deste tltimo produto,
ou seja, v, -7 = 0;;, nada mais ¢ que a delta de Kronecker cujo valor é igual a 0 quando
i # v eigual a 1 quando pu = v, para (u,v = 0,1,2,3). Combinando a definigao da delta

de Kronecker com os resultados anteriores, podemos escrever as seguintes relagoes:

((Ya Ay) - A" )y" = —dko,, + dkay, (A.9)
- (%i N ’YV) = 55’71/ - 55’7;17 (A-l())
(A Ya) -7 = = (087 — 34m), (A.11)

os quais foram utilizados para obter a parte elétrica do termo de interagdo, eq. (3.100), as
componentes do termo de interagdo, eq. (3.84), e a projecao do campo eletromagnético em
uma diregao qualquer do ETM, eq. (3.89), respectivamente.

Antes de continuar, devemos relacionar uma 4-forma genérica no ETM com o
simbolo de Levi-Civita de quatro componentes totalmente antissimétricas. Com efeito,
temos que

Yu N Yo NYa AV = 52511525270 A1 A Y2 AY3 = €uas Vs, (A.12)
onde
O Ou O Gy
69 5t 62 83

€was = 00000005 =| " ", (A.13)
O O 0o O,

0 05 O 9
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é o simbolo de Levi-Civita do ETM de uma dimensao temporal e trés dimensoes espaciais,
em que €g123 = 1, definido por

+1 se(u,v,q,B)é uma permutagao par de (i, v, o, 3),

€uwap =\ —1 se(u,v,a,3)é uma permutacao impar de (u, v, a, 3), (A.14)

0  caso contrario.

Este resultado mostra a relacdo entre o simbolo de Levi-Civita e a delta de Kronecker
generalizada por meio do determinante de uma matriz de dimensao 4 x 4, cujas entradas
sao deltas de Kronecker 4. Além disso, podemos relaciond-lo com o simbolo de Levi-Civita

do espaco, qual seja, €;r = €;x0 = —€oijk, cOM €123 = 1, definido por

1 se (i, 7, k) é uma permutacao par de (1,2, 3),
€ijk = §{—1 se(i,7,k) é uma permutagio fmpar de (1,2,3), (A.15)

0 caso contrario: 1 = j, j =k, k = 1.
Uma vez que v°ys = 1, ndo ¢ dificil mostrar as seguintes relagoes:
€uvas =V Vu A Yo A Vo A5, OB = e A A AAP (A.16)
permitindo expressar as 4-formas covariante e contravariante
Y AN Vo A Yo N VB = V5€uvafs AN AYE AP = APeraB (A.17)

respectivamente. A segunda relacao acima permite escrever a eq. (3.38) em termos do
pseudoescalar 4° e do simbolo de Levi-Civita de quatro componentes.
Por outro lado, seguindo a ref. (HESTENES, 2015), também podemos escrever as

multiformas

Vi A Yo A Ya A8 = Yu AV A Ve (A.18)

Y A Yo AYa Ay AV =279, A, (A.19)

Yu AW AYa A7 Ay Ay = By, (A.20)



107

que combinadas com as relagoes da eq. (A.16) permitem obter as multiformas covariantes

e contravariantes:

Yu NV N Yo = 75@,,&575, YN AN = 756’“’“575, (A.21)
27, Ay, = N 29 Ay = e By, A (A.22)

Y N Vv = V5€uvap” 7 i 7 V€ Yo N VB .
670 = Vs€uwasY AV AN, 6y =P Py, Ayy Ay (A.23)

Observe que estas relagoes correspondem a uma 3-forma, 2-forma e 1-forma, respectiva-

mente.

A justificativa é que estes resultados permitem calcular os seguintes produtos:

(Y Ay ALY ¥ = APerbr s (A.24)
1
(YO ANT) A = e (610, — 067), (A.25)

os quais estao relacionados com a parte magnética das EME no formalismo tensorial, eq.
(3.42) e com a parte magnética do termo de interacao eq. (3.101), respectivamente.

Por fim, combinando as egs. (2.62) e (2.69), podemos escrever também
=V A= A== = =07 (A.26)

permitindo encontrar a lei de conservagao para monopolos magnéticos eq. (3.39) e obter

as relagoes egs. (3.54) e (3.55).
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APENDICE B -

Neste apéndice apresentamos a definicdo do grupo de Clifford-Lipschitz, um grupo
formado pelos elementos inversos da Algebra de Clifford (AC) R, , (VAZ JR.; ROCHA JR.,
2012). Com ele, definiremos o grupo de spin associado as componentes temporal e espacial
da Algebra do Espaco-Tempo (AET), que recobre duplamente o grupo de Lorentz préprio
ortécrono, definido pela eq. (2.48), uma vez que para cada um de seus elementos temos
dois elementos equivalentes no grupo de spin. Com a defini¢cao do grupo de spin, teremos
condigoes de expressar rotagoes espaciais e temporais' (boosts) na AET que, como foi
apresentado na se¢ao 2.5, é localmente isomorfa ao Fibrado de Clifford do Espago-Tempo
(FCET). Além disso, deduziremos a expressao para os geradores de boosts, que serao
importantes para calcularmos o boost do campo eletromagnético na direcdo x na secao 4.3.

No formalismo da AET, é possivel escrever uma transformacao de Lorentz £ no
Espago-Tempo de Minkowski (ETM) lembrando que £ deixa invariante a norma de um
vetor (ou 1-forma) x = a#y, € secl(U,A'T*M) — CU(M,n), ou seja, (2)> = 2’ - 2/ =
x-x = 2%, de modo que 2’ = L(x). Este tipo de transformacao é um caso particular de um
automorfismo associado & Algebra de Lie (AL) do grupo de Lorentz. Além disso, o ETM
R em que a AET, Ry 3, é definida, é dita ser simples (VAZ JR., 1993). Isto significa que

uma transformagao de Lorentz ativa pode ser expressa da seguinte forma:
L(r) = Adpr = LaL™", (B.1)

onde Ady, é a represetagao adjunta e L € T'(1,3), em que I'(1,3) é o grupo de Clifford-
Lipschitz, o qual sera definido em seguida. Isto significa que, de acordo com um observador
inercial definido por 7, a eq. (B.1) fornece as coordenadas de um novo evento L(z) = z’
(VAZ JR., 2000), pois em uma transformagao ativa, o sistema coordenadas utilizado para
descrever um dado objeto, um fenémeno fisico, corpo rigido, etc., no espago, nao é afetado,
porém sua posicao fisica o é.

De fato, a fim de utilizar o formalismo algébrico-geométrico para realizar uma

transformacao de Lorentz, devemos “simular” o ponto de vista passivo em termos do ponto

1" De modo geral rotacdes no ETM, no formalismo da AET, sdo definidas pela eq. (2.38).
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de vista ativo, escrevendo

L(z) = Adpx = L 'xL, (B.2)

uma vez que em uma transformacao passiva, o objeto mantem-se em sua posigao fisica,
somente o sistema de coordenadas é afetado (VAZ JR., 2000). Aqui, devemos nos atentar

para o grupo definido por
F(1,3) = {L€Rys| LL™' = L7'L = 1, Ady(RY*) = R"*} (B.3)

conhecido como grupo de Clifford-Lipschitz e para o fato de que o grupo de Lorentz
proprio ortécrono S 01(1, 3), que corresponde a componente conexa a identidade do grupo

pseudo-ortogonal O(1,3), definido na se¢ao 2.1, pode ser escrito como
SOL(1,3) ~ Spin'.(1,3)/{%1}, (B.4)

ou seja, temos para cada um de seus elementos, dois elementos correspondentes pertencentes
a0 grupo
Spin}(1,3) = {L e T"(1,3) | N(L) =1}, (B.5)

chamado de grupo de spin. Nesta definicao N (L) é a norma de L, de modo que N (L) =

LL=(LL)e

r't(1,3) = {L €R;~Ryo|L=L, L=L" LL'=L"'L=1, Ad,(R"®) = RL?’} :

(B.6)

As condigoes L=1LeL=L"implicam que a acao de L sobre algum elemento

de RY3, isto é, do espaco-tempo, é uma rotaciao. Em particular, podemos expressar uma

rotacdo de Lorentz por R € sz'nl(l, 3), tal que R = e?, em que B € secl' (U, A\ T*M) —

Cl(M,n), é uma 2-forma do ETM (VAZ JR., 1993). Para uma rotacio espacial B% = —1,

enquanto que uma rotacao temporal, ou seja, um boost, B> = 1. Estas duas condicdes
podem ser obtidas sem muita dificuldade usando-se a eq. (A.2).

Por outro lado, seguindo VAZ JR. (1993), uma rotagao arbitraria pode ser escrita

como R = RB, em que

R=R(0O,¢,x) = e(MAY2)9/20(13/71)0/2 (13N 72)X/2 B.7)
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descreve uma rotagao arbitraria no espago, enquanto que 6, ¢ e y sdo os angulos de Euler.
Por exemplo, a primeira exponencial esta relacionada com uma rotagao por um angulo
/2 entorno do eixo z.

Por outro lado, o gerador de boost B, ou seja, uma rotacao arbitraria no ETM,

pode ser escrito como
B = B(s1, 89, 83) = e(’Yl/\’YO)Sl/26(72/\W0)32/26(73/\“/0)83/27 (B.8)

s/2

ou ainda, por B = B(s) = e%*, em que s = s171 A Yo + S272 A Yo + S373 A Yo € um 2-forma

do tipo-tempo. Com este resultado podemos expressar a velocidade u de um observador
inercial descrito por uma 1-forma u do tipo-tempo, em que u? = 1 e 2—2 = 0. No entanto, de
acordo com as refs. (HESTENES, 2015), (SABBATA; DATTA, 2007) e (SNYGG, 1997),
a 2-forma s/2 pode ser entendida como sendo um angulo « formado entre duas diregoes
definidas, por exemplo, pelas 1-formas a e b, veja Figura 6, as quais definem hiperplanos
no ETM. Os resultados anteriores permitem expressar a velocidade u de um observador

inercial como u = €%y, (VAZ JR., 1993). Multiplicando o resultado anterior pela direita

por 7o e lembrando que (y9)? = 1, podemos encontrar uy, = e?.

Figura 6 — Rotacao da uma 1—forma x por um angulo S = 2a, em que « é o angulo entre
as 1—formas a e b.

Fonte: Autoria prépria.

Da definicdo de um boost, temos que B? = ¢?, de modo que B = e?/? com a = ¢/2,

enquanto que o produto geométrico uvy, ¢ dado por

o = - Yo +u Ay = B2 (B.9)
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c(uNy0) 0

v é a parte espacial da 1-forma u, é possivel

Lembrando também que u =

definir uma constante tal que u - vy = 7. Entao, podemos escrever

-
B = -7+ uAv707 =170+ (uA - %)7% =71+ =), (B.10)
N—— C
=1

de tal forma que uma expressao para vy pode ser obtida escrevendo o produto

—

u
You =7y(1 = %) (B.11)

e notanto que u? = 1, logo temos

— — 2

u u
L= uu = wyoyow =" (14 —7)(1 = —%) = 7(1 = ), (B.12)

onde podemos identificar o fator de Lorentz v = —A—.
p Y ﬁl— Zj

Concentrando agora em encontrar uma nova expressao para B, temos que

—

B = (1 + =70) = 7(L + Bno), (B.13)

— lul

- que fornece a velocidade de um observador inercial

em que foi definido o fator g

|

viajando com velocidade relativa v em relacao a velocidade da luz ¢, enquanto que n = r

é uma 1-forma espacial unitaria apontando na direcdo de u. As componentes de n podem
ser escritas como n = ny7y; + Ny + N37y3 = Ny, com (k= 1,2,3). O termo Bngykyo ¢ uma
2-forma, tal que Any VYo = BnpYe A Yo. Deste modo, temos que B2 =~ 4+ vBnivi A Yo, €
sua inversa é dada por

—~—

B® = [y +yBnive Aol =7+ Y80k A Yo = — Y8k Yk A Yo- (B.14)
Somando uma unidade de ambos os lados das expressdes acima, temos
B 4+1=1+v+v8mm A%, B24+1=1+v—~v8nvA%. (B.15)

e somando lado a lado, é possivel encontrar B2+ B2 42 = 2(1 + 7). Uma vez que B = B,
podemos usar esta propriedade e uma manipulacido, multiplicando ambos os lados por B2,

logo podemos escrever

BX(B*+ B2 +42) =2B*1+7), (B.16)



112

fornecendo o lado esquerdo

B'+B°B?+2B8°=8B'+ (BB )’ +2B>=B'+2B>+ 1= (B*+1)°, (B.17)
=1
entdo nao ¢é dificil mostrar que (B2 + 1)? = 2B%(1 + ~), permitindo escrever B* = (QB(jilq))27
ou ainda
B> +1
B+ 2 1 (B.18)

,/2(1+7).

Finalmente, podemos escrever o gerador de boost em uma direcao arbitraria no espaco por

meio de

1+ + 9687 Ao
2(1+7)

B=+ (B.19)

Para um boost na diregao ~y;, temos ngy, = ny;y; = 71, entdo (escolhendo o sinal negativo)

_ L+v+987 A%
2(1+7)

B (B.20)

Quando estes objetos sao utilizados para realizar uma transformacao de Lorentz,
esta pode ser pensada tanto no sentido ativo, eq. (B.1), quanto no sentido passivo, eq.
(B.2). Além disso, o sinal de + na eq. (B.19) implica que sempre existe dois geradores de

boosts em Spin' (1,3) representando um gerador de boost em SO (1,3).
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APENDICE C -

Neste apéndice apresentaremos a decomposicao do campo eletromagnético, neces-
sario para escrever as Equagoes de Maxwell do Eletromagnetismo (EME), eq. (3.26), no
formalismo algébrico-geométrico. Definiremos também os campos elétrico e magnético, os
quais devem ser entendidos como sec¢oes da parte par do Fibrado de Clifford do Espaco-
Tempo (FCET). Definiremos em seguida as densidades de corrente elétrica e magnética
e as expressoes para os operadores de Dirac em relacao a um observador 7, inercial,
necessarias para obtermos o operador d’Alembertiano de Hodge. Por fim, mostraremos
como relacionar o produto vetorial com o produto exterior, essencialmente uma relacao de
dualidade, a partir do pseudoescalar do Espago-Tempo de Minkowski (ETM), resultado
que sera fundamental para expressarmos as EME, partindo do formalismo vetorial, no
formalismo algébrico-geométrico.

Definindo o campo eletromagnético por meio de uma 2-forma sobre o ETM, ou
seja,

1
F = 5 wYt ANy € secl'(U, /\ZT*M) — CU(M,n), (C.1)

¢é possivel encontrar uma nova expressao, em termos dos campos elétrico e magnético,
multiplicando por 1 = 7°4Y & direita e usando as propriedades do produto geométrico, ou
seja,
F=Fq"" = ;FW[(V“ AT
= Forevo + ;EOiijjk757i'70 (C.2)
= B0, +7°Bios=E++"B  (i,j,k=1,2,3).

Na segunda passagem foi usado o fato de que o produto interno contraido entre
uma 2-forma e uma 1-forma é antissimétrico e que uma 3-forma geral do espago-tempo
pode ser escrita em termos de 7° e do simbolo de Levi-Civita do ETM, eq. (A.21).

Além disso, os campos elétrico e magnético podem ser escritos como 1-formas do
espago

E = Eyoy, € secl O(U, \'T*M) < C0O (M, n), (C.3)
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1 ...
B = (ieomijk)ai = Bio; € seclO(U, /\IT*M) — CLO(M,n), (C4)

ambas as quantidades sao se¢oes da parte par do FCET. Os objetos
1
or = 10 € secl O (U, AN T*M) — ¢ (M, n), (C.5)

sao 1-formas espaciais e locais deste fibrado que claramente sao geradores de rotagoes do
tipo-tempo.
Definindo as densidades de corrente elétrica e magnética por meio de duas 1-formas

do ETM, ou seja,
J. € secl(U, N'T*M) < CU(M,n),  Jy € secD(U, \' T*M) < CL(M,n), (C.6)
temos que, em termos de componentes, podemos escrever

Jo = (J)'vu = pevo + (J) iy T = () % = pmYo + (J) i, (C.7)

em que é possivel identificar que a parte temporal de ambas as densidades correspondem
as densidades de carga elétrica p. e magnética p,,, O-formas, fungdes escalares que podem
depender do espaco e do tempo.

Em relagao a um observador inercial 7y, ou seja, multiplicando a direita por 7y,

podemos escrever a densidade! de corrente elétrica como
Jevo = pe + (Je)'0i = pe + Je (C.8)

de modo que para a densidade de corrente magnética, devemos ter a seguinte condigao:

’70(’75Jm) = _('75Jm)707 (C.9)

o que implica em
(Y Im) = =7 Jm 0

= Vs(pm - Jm),

L A definigdo da densidade de corrente elétrica segue da ref. (HESTENES, 2015), porém sem nenhuma

mencao a densidade de corrente magnética.
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onde

Por sua vez, J. e J,, sao as densidades espaciais de corrente elétrica e magnética no
referencial do observador .
Um importante ponto a ser mencionado, é que podemos expressar o operador de

Dirac em termos da parte par do FCET multiplicando a esquerda por 7y, ou seja,

. 0
’}/08 = ’}/0’}/0815 + ’70’7182' = 815 + O'Z'ai = & + V, (Cl2)
ou a direita
: 0
90 =700, + 7700 = 0 = 0:0; = = =V, (C.13)
permitindo escrever o operador escalar 9% como
0 0 o?
2 A ~ - 2
9" = 070700 = <6t V> <8t + V> 52 V= (C.14)

O operador V corresponde ao operador gradiente do calculo diferencial, porém ele faz
parte da parte par do FCET, uma vez que as derivadas espaciais nas direcoes x, y e z, sdo
geradas pelas 1-formas oy.

Usando a definigao da ref. (HESTENES, 2015), que relaciona o produto vetorial
com o produto exterior, em outras palavras, uma relagdo de dualidade entre estes produtos,
multiplicado a esquerda pelo pseudoescalar do espaco ¢, que por sua vez, também é o

pseudoescalar do espaco-tempo 7°, temos que
zxy=—ilzAy) — —(zAy). (C.15)

Em termos de componentes, temos & = x,0; e y = y;0;, logo 0;X0; = €550, = —7°(0:N\0;).
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APENDICE D -

Neste apéndice calculamos as expressoes para as partes temporal e espacial da forca
de Lorentz elétrica e magnética, eq. (3.104) e obtemos os invariantes eletromagnéticos de
um modo menos trabalhoso, em termos do formalismo tensorial.

Escrevendo as componentes das forgas de Lorentz generalizadas associadas as cargas

elétricas e monopolos magnéticos como
K" = (Ke>y = _(Je)quv K" = (Km>y = _(Jm>u(*Fw)a (D‘l)

podemos identificar as componentes temporal e espacial da parte elétrica:

(K.)°" = —(J 1 E' = (Jo)oB? — (J.)3 B2, (D.2)
(Ko)' = peE" + (J.)2B* — (J.)s B2, (D.3)
(K.)? = p.E* — (J.)B* + (J.)3 B, (D.4)
(K.)? = peE® + (J )1 B? — (J.)2B'. (D.5)

Portanto, em relacao a um observador inercial 7y, temos
Koy = (Koo + K., (D.6)
permitindo escrever
(Ke)o=—dJ.-E, K.=p.E+ J. x B. (D.7)
Por outro lado, notando que o campo eletromagnético dual pode ser escrito como
* oy 1 vuaf vulaf]
( F ) = —56 Fag = —€ F[aﬁ], (D8)
temos que as componentes da parte magnética, assumem a forma de

KY = —(Jon)u€" P Fog. (D.9)

m
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logo as componentes temporal e espacial da parte magnética podem ser escritas como:

K® = (Ju)1B* + (J1n)2B? + (Jm)3 B2, (D.10)
K} = —pmB' = (Jn)2 B + (J)3E, (D.11)
K2 = —pnB? + (Ju)1 E® — (Jo)s B, (D.12)
K2 = —puB® — (Juh B2 + (Ji)o B (D.13)

Desta forma, em relagao a um observador inercial, podemos escrever a forca magnética

generalizada de Lorentz por meio de

em que

(Kn)o=dJm-B, K,=-p,B-J,xE. (D.15)

Observe ainda que as partes temporal e espacial das forgas de Lorentz elétrica, eq. (D.7),

e magnética, eq. (D.15), sdo invariantes perante as substituigoes das egs. (4.6) e (4.10).
Obtidas as expressoes para as forcas de Lorentz generalizadas, podemos calcular,

em seguida, os invariantes associados ao eletromagnetismo, eq. (3.110). Para este fim,

devemos calcular os termos da seguinte expressao:

FP>=FF=F-F+FAF. (D.16)
Lembrando da eq. (3.97), temos F' - F = —%F " F,., entao escrevendo
1 2% 1 af
F = iF Y N Vo F = §F Yo N\ V3, (D.17)

temos

1 14 «
F/\F:ZF“ F Ay A Ya A s

Usando a relacao v, A7, A Ya A Y8 = €uvap?s, encontramos que

1 1
F? = 5 F" Fu + 1FWFaﬁeu,,omg,. (D.18)
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Por outro lado, a partir da eq. (3.127), temos que F? = E? — B? + 2+v°(E - B), permitindo

identificar as partes escalar e pseudoescalar

1 1
FoF=—F"F, = E’-B?>  FAF= ZF/WFQ%M,WMS = —2(B-E)vy;, (D.19)

que de uma vez por todas, seguem os resultados
F"F,, =2(B*~E?),  F"(‘F,)=-4B-E), (D.20)

os quais definem os invariantes associados ao campo eletromagnético e que, em geral, sao
utilizados para definir as densidades Lagrangeanas do campo eletromagnético em teorias

classicas de campo.
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