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Abstract. This article addresses the issue of defining bus stops for passenger
boarding and disembarking, aiming to offer a solution to the transport of stu-
dents, one of the various types of on-demand public transport. The maximum
walking distance constraint from the student’s home to the bus stop is conside-
red. The strategy used considers the discretization of the real data collected,
aiming at simplifying the problem, in addition is presented an algorithm with
a greedy approach to define bus stop in order to minimize the number of stops.
The solution was tested with real student data, and it was possible to see good
results in polynomial time.

Resumo. Este artigo aborda a questdo da defini¢do dos pontos de paradas de
onibus para o embarque e desembarque de passageiros, visando oferecer uma
solucdo ao transporte de alunos, um dos vdrios tipos de transporte coletivo sob
demanda. E considerada a restri¢do de mdxima distancia a pé da casa do aluno
para ponto de onibus. A estratégia utilizada leva em consideracdo a discretiza-
cdo dos dados reais coletados, visando uma simplificacdo do problema, além de
apresentar um algoritmo de abordagem gulosa para definir pontos de parada
de o6nibus com o objetivo de minimizar a quantidade de pontos. A solucdo foi
testada com dados reais de estudantes, e foi possivel constatar bons resultados
em tempo polinomial.

1. Introducao

Por transporte coletivo sob demanda entende-se o transporte de pessoas de forma plane-
jada, quando todas as origens, destinos e hordrios das viagens requeridas pelos usudrios
sdo conhecidas antes da definicdo dos veiculos e rotas que irdo prestar o servico. Varios
exemplos desse tipo de transporte podem ser descritos, por exemplo, o problema de rote-
amento de Onibus escolar (SBRP - School Bus Routing Problem). Em um grande nimero
de estudos o SBRP ¢ descrito como uma importante aplicacio em mundo real do VRP
(Vehicle Routing Problem). Enquanto um problema tipico de roteamento de veiculos lida
principalmente com o transporte de carga, o SBRP estd relacionado com o transporte de
pessoas, neste caso alunos. A maioria das publicacdes de roteamento de Onibus escolares
concentram-se na formulagdo de restricdes e objetivos extras levando em consideracdo
alguns fatores relacionados ao aluno. Por essas razdes, os problemas de SBRP costumam
ser mais complicados do que um VRP [Worwa 2014].

De acordo com [Desrosiers et al. 1981] o SBRP pode ser formulado em cinco sub-
problemas: data preparation, bus stop selection, bus route generation, school bell time



adjustment e route scheduling. Na maioria das abordagens existentes, esses subproblemas
sdo considerados separadamente e sequencialmente. Embora estes subproblemas néo se-
jam independentes, mas estejam altamente inter-relacionados, eles s@o tratados de forma
separada devido a complexidade e ao tamanho do problema. Além disso, na maioria da
literatura, apenas algumas partes do SBRP sao consideradas [Park and Kim 2010]. Dessa
forma este artigo considera apenas a etapa de selecdo de parada de dnibus (bus stop se-
lection), por ja ser um problema complexo de ampla abordagem.

A solugdo apresentada neste trabalho tem como objetivo a criacdo de pontos de
Onibus a partir de dados reais sobre os locais de residéncia dos estudantes, levando em
conta que os resultados obtidos podem ser utilizados mais tarde nas outras etapas do
SBRP, em combinagdes com outros algoritmos. Desta forma € considerado que os alunos
possuem uma restricdo méxima de distancia que podem caminhar até algum ponto.

A implementacdo € dividida em quatro algoritmos, que visam simplificar o pro-
blema da geometria continua para a geometria discreta, fazendo com que exista uma redu-
cdo na complexidade geral do problema e a etapa de sele¢do de pontos seja mais escaldvel
para exemplos do mundo real. A solucdo utilizada, caracteriza-se, ainda, por utilizar uma
abordagem gulosa que geram os locais de parada.

Com as andlises realizadas € possivel demonstrar que o algoritmo possui comple-
xidade polinomial, e os resultados obtidos através dos experimentos mostram uma solu-
cdo com pouca variabilidade devido a aleatoriedade do algoritmo, assim as execugdes que
apresentam os melhores resultados e as que apresentam os piores possuem respostas bas-
tante préximas. Entretanto nao foi possivel encontrar qualquer relacdo com os resultados
do algoritmo e o 6timo global para o problema.

A literatura sobre o SBRP € vasta incluindo as mais diversas abordagens para o
subproblema de selecdo das paradas de Onibus. Alguns trabalhos abordam varios sub-
problemas juntos da sele¢do de paradas, como [Faraj et al. 2014] que considera as etapas
de preparacao dos dados, passando pela selecdo dos pontos e chegando no algoritmo de
roteamento. Ja outras publica¢des nio consideram o roteamento de veiculos e limitam-
se a explorar apenas a selecdo dos pontos, como [Sarubbi et al. 2016] que utiliza uma
abordagem GRASP para resolver o problema de selecao dos pontos. Alguns artigos nem
mesmo consideram o BSS (bus stop selection), e assumem que os locais dos pontos ja
serdo informados por 6rgdos responsdveis desde o inicio [Galdi and Thebpanya 2016].

Este artigo € organizado da seguinte forma: a Se¢do 2 faz uma andlise do referen-
cial teérico; a Secao 3 descreve a metodologia, os diferentes passos utilizados na solugao;
a Secdo 4 apresenta os resultados encontrados; a Secdo 5 conclui o trabalho; e a Secdo 6
faz os agradecimentos as institui¢des importantes para a execugao deste trabalho.

2. Referencial Teorico

Como descrito anteriormente, a literatura sobre a definicdo dos pontos de paradas de
Onibus € abrangente, normalmente acompanhada de um problema de roteamento de vei-
culos ou suas variagcdes como o SBRP. Desta forma este trabalho utiliza como base
[Ellegood et al. 2020] para ter uma visdo ampla da drea de pesquisa em questdo. Em
seu artigo, Ellegood et al. baseiam-se fortemente em [Park and Kim 2010] para realizar
um trabalho de revisdo da literatura a cerca do SBRP, listando sessenta e quatro publi-
cagoes, classificando-as, assim, em sete categorias que visam mostrar as caracteristicas



importantes das pesquisas realizadas na drea. A primeira dessas categorias considera os
subproblemas do SBRP.

Dos subproblemas a selecdo dos pontos de parada (bus stop selection - BSS)
identifica locais de parada de Onibus para cada estudante, geralmente com base em
uma lista aprovada de locais candidatos a ponto de Onibus. Esses locais sdo forneci-
dos pelo distrito, podem ser baseados em caracteristicas do lado da rua (por exemplo,
aspectos de visibilidade das ruas que tornam os pontos de Onibus desejdveis e segu-
ros), caracteristicas do ponto de Onibus (por exemplo, recursos fora da rua, como es-
paco disponivel para esperar o Onibus) e nas caracteristicas das rotas dos estudantes
(por exemplo, ao longo do caminho de um estudante de sua residéncia até um ponto
de onibus) [Ellegood et al. 2020]. Dezessete publicagdes, quase um quarto das pesqui-
sas recentes sobre SBRP consideram a selecdo de pontos de Onibus, onde quase sem-
pre sdo examinadas em uma combinac¢do com o roteamento dos dnibus escolares, sendo
[Sarubbi et al. 2016] e [Galdi and Thebpanya 2016] excecdes que consideram a selecao
dos pontos como problemas independentes. Geralmente, o subproblema de selecdo de
parada de Onibus € resolvido primeiro, pois a localiza¢cdo e a demanda de cada ponto sio
entradas para o problema de roteamento [Ellegood et al. 2020].

Realizando uma andlise dos artigos levantados por [Ellegood et al. 2020] é possi-
vel perceber que dos dezessete que citam o subproblema de BSS, apenas onze consideram
a restricdo MWT (tempo maximo de caminhada ou distancia) onde é estabelecida uma
distancia maxima que os estudantes podem andar até o ponto de dnibus. Além disso, trés
publica¢cdes podem ser consideradas trabalhos que negligenciam a otimiza¢do do nimero
de paradas, desta forma estes ndo serdo analisados. Assim apenas oito artigos sao uti-
lizados na andlise deste trabalho. Essas publica¢des podem lidar com ambientes rurais,
urbanos ou ambos e ainda possuir objetivos diferentes a serem minimizados: SWD (dis-
tancia total do aluno a pé) considera minimizar o tempo de caminhada de um estudante até
um ponto de 6nibus, NS (nimero de paradas) considera minimizar a quantidade de pon-
tos e SBS (ponto de Onibus compartilhado) em que apenas [Bogl et al. 2015] considera
minimizar os pontos compartilhados para um distrito escolar com uma politica de carga
mista de transbordo, acreditando que isso reduziria o nimero de transferéncias de 6nibus,
resultando em uma rede de transporte mais eficiente [Ellegood et al. 2020]. Entretanto
[Ellegood et al. 2015] contesta a hipdtese utilizada por Bogl et al, mostrando que, para
um problema de carga mista, uma abordagem que pode melhorar a eficiéncia de uma rede
de Onibus escolar ¢ maximizar pontos de onibus compartilhados. Desta forma este artigo
ndo considera o objetivo SBS.

Considerando as informacdes apresentadas é possivel descrever este trabalho con-
siderando que a restricdio MWT deve ser atribuida individualmente, permitindo lidar com
uma certa diversidade de passageiros, inclusive aqueles com restrigcdes de mobilidade e
que devam ser atendidos na porta de suas casas. Isso faz com que o objetivo SWD nao
seja considerado, porém parte-se da hipdtese de que as paradas sdo o que mais aumentam
o tempo de viagem e por conta disso € buscado ter o minimo pontos de Onibus, assim €
assumido o objetivo NS. Como o problema abordado neste artigo ndo vincula paradas a
veiculos ou rotas, portanto as paradas sdo todas compartilhdveis (SBS) e podem, inclu-
sive, ser servidas por um ou mais veiculos no momento do roteamento.

A partir da defini¢ao dos objetivos desta solucdo € possivel fazer uma comparagao



Tabela 1. Publicacdes com restricdo MWT e objetivos.

Referéncia Ambiente do Servico  Objetivos
[Martinez and Viegas 2011] Urbano SWD
[Riera-Ledesma and Salazar-Gonzalez 2012] Urbano SWD
[Riera-Ledesma and Salazar-Gonzalez 2013] Urbano SWD
[Pérez-Rodriguez and Hernandez-Aguirre 2016] Ambos NS
[Sarubbi et al. 2016] Rural NS
[Galdi and Thebpanya 2016] Ambos NS
[Bogl et al. 2015] Desconhecido SWD, NS,
SBS
[de Souza and Siqueira 2010] Urbano SWD

com os artigos da Tabela 1 que foi construida baseada em [Ellegood et al. 2020] e inclui
apenas artigos com restricilo MWT e objetivos SWD, NS ou SBS. Nota-se que apenas
quatro publicacdes tem como objetivo minimizar a quantidade de pontos de dnibus (NS).
[Pérez-Rodriguez and Hernandez-Aguirre 2016] considera uma lista de potenciais pontos
de 6nibus (por pontos em potenciais entende-se todos aqueles que respeitam a restri¢ao
MWT para cada estudante), e através de um processo interativo adiciona estudante a essas
paradas, sempre respeitando a capacidade maxima do ponto.

[Sarubbi et al. 2016] primeiramente cria pontos equidistantes ao longo da rede
rodovidria (sobre as ruas), a distancia de um desses pontos a outro € definida por um para-
metro alfa e € medido em kilometro. Esses pontos serdo os candidatos a serem paradas de
onibus. Em seguida, € criada uma topologia baseada nas informac¢des geométricas dos da-
dos georreferenciados. Os estudantes sdo entdo projetados aos pontos mais proximos de
suas posi¢des georreferenciadas, assim € calculada a distancia de cada ponto que pode ser
uma parada de Onibus para todos os estudantes. Por fim € utilizada uma heuristica cons-
trutiva que a cada itera¢ao escolhe um novo ponto de dnibus até que todos os estudantes
estejam associados a uma dessas paradas.

[Galdi and Thebpanya 2016] utilizam dados fornecidos pela Howard County Pu-
pil Transportation Office para implementar uma heuristica baseada em GIS que combina
uma abordagem de GIS matematico com um processo manual, visando identificar pa-
radas de Onibus desnecessdrias, otimizando o tempo de viagem e custos de transporte.
Deste modo varias restricdes sdo consideradas: a distancia minima entre pontos de Oni-
bus, presenca de faixa de pedestres, rejeitar ruas ndo seguras e a distancia de estudantes
até o ponto de O6nibus, com um limite de 0,4 milhas que um estudante pode caminhar até
alguma parada.

[Bogl et al. 2015] abordam a questdo do SBRP em que as criancas podem fazer
a transferéncia entre veiculos. Consideram trés alternativas para resolver o problema de
atribui¢@o de aluno e selecdo da parada de onibus: minimizando a distincia para os desti-
nos dos alunos, isto é, os alunos sdo atribuidos aos pontos de parada que estao localizados
na direcdo de seus destinos. Minimizar a fragmentagcdo dos pontos de 6nibus, visa alo-
car alunos de diferentes escolas em diferentes pontos de onibus assim, obtendo redes de
transporte para as diferentes escolas da forma mais independente possivel. Como terceira
alternativa Bogl et al. levam em conta a estratégia de minimizar o nimero de pontos de



Onibus.

Consideram ainda que os subproblemas de selecdo dos pontos de parada, rotea-
mento de Onibus, agendamento de Onibus e ajustamento com o tempo de inicio da escola
estdo interconectados e sdo resolvidos de uma maneira integrada, entretanto considera
uma lista inicial de pontos de 6nibus no qual os estudantes serdo alocados respeitando a
maxima distincia que eles podem caminhar.

Embasado no artigo de revisao ndo foi encontrado um trabalho que tenha abordado
o problema BSS com objetivo NS e restricdo MWT que utilizasse uma abordagem gulosa
baseada em geometria discreta. Dessa forma € possivel concluir que a proposta deste
artigo € original.

2.1. Tecnologias

Os dados de mapas utilizados neste trabalho foram coletados a partir do projeto
OpenStreet Map (OSM), construido por uma comunidade que contribue e mantém da-
dos sobre estradas, trilhas, cafés, estacdes ferrovidrias € muito mais, em todo o mundo
[OpenStreetMap 2004]. Além disso, para a manipulacdo facilitada dos mapas do OSM
em Java foi utilizado o Graph Hopper (GH) open source [GraphHopper 2014].

O GraphH opper é responsavel por criar representacdes dos mapas do OSM para
serem utilizadas por algoritmos em grafos. Assim, algumas fun¢des importantes do GH
sdo utilizadas para a implementagdo desta solu¢do, como o algoritmo A* de busca entre
dois pontos no mapa [Zeng and Church 2009]. O GH também implementa o ajuste de
ponto: dada uma localizacdo qualquer contendo sua latitude e longitude, encontra-se o
par (latitude e longitude) mais préximo que existe sobre o mapa do OSM.

3. Metodologia

Esta secdo descreve em detalhes os algoritmos desenvolvidos para resolver o problema de
selecdo de pontos de Onibus. Descreve também, os passos necessarios desde as aproxi-
macoes feitas até a solucao final.

3.1. Aproximacao

A proposta para a resolucao do problema de BSS assume duas aproximagdes importantes,
que sdo consideradas a seguir.

Primeiramente, a solug¢do passa por uma aproximag¢do de um problema de geome-
tria continua para um problema de geometria discreta. A razio para isso € que a solucao
utiliza ordenacao, e o custo computacional da ordenacdo de nlimeros inteiros pode ser re-
duzido a O(N + K) pelo counting sort (mais detalhes sobre a complexidade do counting
sort estdo na subsecdo 3.2.2), quando comparado aos tipicos algoritmos de ordenagdo de
numeros reais. Logo € necessdrio entender o que significa essa aproximagao.

A Terra € um esferoide oblato, ou seja, uma esfera ligeiramente achatada nos
polos, de tal forma que o esferoide seja apenas 0,3% diferente de uma esfera perfeita
[David D. Pollard 2005, p. 28]. Desta forma este trabalho faz a primeira aproximacao de
considerar a Terra uma esfera, com isso € possivel considerar que a distancia entre dois
pontos seré obtida por célculos simples de geometria plana de circunferéncias.
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Figura 1. Segmento circular

O raio da Terra pode ser considerado como sendo de 6378,1km

[Mamajek et al. 2015, p. 28]. Assim pela Figura 1, é possivel mostrar que 0/72 = sin(g),
oqueddd = 2x arcsin(c/%). E possivel ter ainda que s = R* 0 = 2% R * arcsin(c/%).

Logo, se considerar que para ¢ = 100km, entdo s = 100, 001024308668km, ou seja, o
arco € pouco mais que 0,001% maior do que a corda. Essa distancia de 100km cobre toda
a regido metropolitana de Sao Paulo, como mostra a Figura 2.

Figura 2. Regido metropolitana de Sao Paulo

Se for considerado ¢ = 600km, entdo s = 600.221465575776km, ou seja, o arco
€ pouco mais de 0,04% maior do que a corda. Essa distancia de 600km cobre o espago de
Osaka a Tokio, uma das maiores megalépoles do mundo, como mostra a Figura 3.

Desta forma € possivel assumir a segunda aproximagdo: em uma drea quadrada
que cobre a regido metropolitana de uma cidade muito grande, a Terra pode ser conside-
rada plana, com um erro menor que 0,05%.

3.2. Descricao da solucao
A solucdo desenvolvida para o problema € um processo dividido em quatro etapas:
e Discretizacdo da entrada;

e Ordenacdo da entrada discreta;
e Construgao do grafo de vizinhangas (Maxonfoot Graph);



Length: 560.3 km (348.1 mi)

Figura 3. Distancia de Osaka a Tokio

e Agrupamento.

Entretanto, antes de descrever cada uma dessas etapas sdo necessdrias algumas

definicdes:

1.

N o

As residéncias e o ponto de destino dos passageiros sdo georreferenciados e loca-
lizados por um par de coordenadas de latitude e longitude (lat, lon), que podem
ser exibidos em ferramentas de mapas, como mostra a Figura 4.

maxon foot: é a mdxima distdncia, em metros, que pode ser percorrida a pé por
um passageiro da sua residéncia até o ponto de parada de embarque, ou do ponto
de parada de desembarque até o destino (maximum on foot distance);

Point: é uma tupla (lat,lon,mof) € (R,R,Z), que representa a localizagio da
residéncia e a mazon foot (mof) de um passageiro;

[Point]: é uma lista de Point;

. piwelsize € R’ : Valor medido em graus, € um angulo na longitude e também

na latitude, define uma drea na superficie terrestre que pode ser aproximada de
um quadrado que serd chamado de pixel com tamanho pixelsize X pixelsize.
Estes pixels fardo parte de uma matriz responsdvel por simplificar o problema de
geometria continua para um problema de geometria discreta.

dPoint: é uma tupla (dlat, dlon, p), onde dlat, dlon € 7 e p é um Point.

G(V, E): é um grafo, em que V' representa o conjunto de vértices e £ as arestas.
Cluster: é o par (s, [dPoint]), onde s é o local do ponto de dnibus e [dPoint]
indica a lista de locais associados a parada (cluster).

E importante ressaltar que o problema abordado nio diferencia os pontos de pa-

rada como sendo de embarque ou desembarque, visto que ndo estd sendo feita a otimi-
zagdo de rotas ou capacidade de veiculos. Além disso, os pontos sdo considerados de



Figura 4. Pontos Latitude e Longitude no mapa

capacidade infinita, podendo servir como local de embarque ou desembarque. O que im-
porta para o problema de localizac@o de pontos de parada é que cada residéncia ou ponto
de destino deva possuir um ponto de parada a uma distdncia mdxima a pé, no mapa, de
seu valor mazon foot.

3.2.1. Etapa 1: Discretizacao da entrada

A primeira etapa € a discretizacdo da entrada, que € feita com o uso do Algoritmo 1.

Algoritmo 1: discretize

1
2
3
4
5
6

7

8

9
10
11
12
13
14

15 fim

Entrada: points : [Point|; pizelsize € R,
Saida: dpoints : [dPoint]; nLat Pixels,nLonPixels € N
inicio

MinLat < min{lat, (lat,lon, mof) € points}
MinLon <+ min{lon, (lat,lon,mof) € points}
MazxLat < max{lat, (lat,lon, mof) € points}
MaxLon < max{lon, (lat,lon,mof) € points}
nLatPixels < L—M‘”’;‘;Zs%i”mtj

nLonPizels < |

Mangn—MinLonJ
pizelsize
dpoints < ||
para cada p € points faca
(lat,lon,mof) < p
dlat « Llat—MinLat

pizelsize

dlon «— Llonsz@Lon
pizelsize

dpoints.append({dlat, dlon, p))
fim

Nesta primeira etapa, o algoritmo detecta o retangulo delimitador minimo, ou seja,



o menor retangulo englobando todos os pontos de points, como mostra a Figura 5. Tal
retangulo € definido pelas latitudes e longitudes minimas e maximas da lista de pontos,
representadas por MinLat, MinLon, MaxLat e MaxLon. Este processo é executado
em complexidade O(/N), onde N € o nimero de pontos na lista.

2y

Figura 5. menor retangulo formado por coordenadas de points

Em seguida, o algoritmo calcula nLat Pixels e nLon Pizels, essas varidveis indi-
cam os valores maximos que os pares de coordenadas (dlat, dlon) (proje¢des de coorde-
nadas (lat, lon) para o espago discreto) poderdo assumir (operagdo executada em tempo
O(1)). Em seguida o processo feito no cdlculo anterior é generalizado para converter
todos os pontos p de points em coordenadas discretas compreendidas no intervalor de
[0,nLonPizels], para a longitude, e [0, nLat Pizels], para a latitude (tempo O(N)).

A lista resultante dpoints €, entdo, uma lista de pontos de origem ou destino, com
coordenadas discretas. A partir dessa lista pode ser construida uma matriz de dimen-
sdes nLonPizels x nLatPixels em que o valor dos elementos (i, j) podem ser pontos
(dlat, dlon, p) € dpoints tais que (dlat, dlon) = (i, j) e a quantidade de elementos efeti-
vamente preenchidos dessa matriz € igual a quantidade de pontos em dpoints. Tal matriz
¢ uma imagem digital e pode ser processada por algoritmos ja conhecidos de processa-
mento digital de imagens e geometria discreta.

3.2.2. Etapa 2: Ordenacao da entrada discreta

A segunda etapa € a ordenacdo da entrada discreta, conforme descrito no Algo-
ritmo 2. Como todas as coordenadas sdo agora discretas, com valores no intervalo
[0, nLon Pizels], na longitude, e valores no intervalo [0, nLat Pixels|, na latitude, é pos-
sivel ordenar a lista dpoints, com base nas coordenadas dos pontos, utilizando o algoritmo
Counting Sort [Cormen et al. 2009, p. 194], que tem complexidade O(N + K) em que N
¢ o tamanho da lista dpoints e K € o delta entre a maior e menor chave.



Embora K indique um comportamento exponencial, o retangulo maximo que a
soluc¢do considera, levando em conta o exemplo que cobre toda a regido metropolitana de
Sao Paulo (Figura 2), possui uma area de 100km x 100km, ou seja, K é de, no méximo 10
mil. Assim para entradas pequenas, € possivel considerar a utilizagdao de outro algoritmo,
mas este artigo visa o problema para entradas grandes, desta forma o counting sort se
torna uma boa alternativa.

Algoritmo 2: discreteSort

Entrada: dpoints : [dPoint];nLatPizels,nLonPizels € N

Saida: (vetorW E,vetor EW,vetor N S, vetorSN)
1 inicio
2 vetorW E < countingSort(dpoints,nLonPizels), dlon crescente (oeste
para leste)
3 | wetorEW <« countingSort(dpoints,nLonPizxels), dlon decrescente (leste
para oeste)
4 vetor NS < countingSort(dpoints, nLat Pixels), dlat crescente (norte
para sul)
5 vetorSN < countingSort(dpoints, nLat Pixels), dlat decrescente (sul
para norte)

¢ fim

3.2.3. Etapa 3: Construcao do grafo de vizinhancas (MaxonfootGraph)

O grafo de vizinhangas utilizado nesta solug¢do é chamado de M axon footGraph. Trata-
se de um grafo especificamente definido para este trabalho.

O Maxon footGraph utiliza todos os pontos de origem ou destino como sendo os
vértices, e as arestas sdo definidas a partir dos conjuntos de vértices que t€ém o potencial
de compartilhar o mesmo ponto de parada. O Mazon footGraph &, portanto, um grafo
ndo dirigido que simplesmente conecta cada ponto de origem ou destino aos pontos que
possuem potencial de compartilhar uma parada.

O objetivo de se construir esse grafo € reduzir o custo de busca por combinagoes
de pontos para se produzir um agrupamento, que serd o ponto de parada. Dois pontos sdao
considerados potencialmente agrupaveis (possuem potencial de compartilhar uma parada)
se a distancia Euclidiana entre eles for menor do que a soma de seus respectivos valores
de mazon foot. Se esta condi¢do ndo for satisfeita, serd impossivel encontrar no mapa um
ponto de parada que possa ser compartilhado. Isso pode ser melhor explicado de forma
ilustrada.

Considerando a Figura 6a, os pontos verdes tiveram a maxima distincia a pé
(maxon foot) definida como 300m. Os pontos vermelhos tiveram maxon foot definida
como 200m. A Figura 6b mostra a distancia euclidiana entre dois pontos do exemplo, que
¢ de 580m. S6 é possivel que exista uma parada de dnibus podendo ser compartilhada en-
tre dois pontos se a distancia euclidiana for menor do que a soma de seus respectivos
maxon foot. No exemplo da Figura 6b, 580m < 300m + 300m, atendendo ao critério
de potencialmente agrupédveis. Olhando o mapa observamos que existe um rio entre esses
dois pontos e que as distancias a pé no mapa sao muito diferentes da distancia Euclidi-



ana. Porém, analisando apenas célculos geométricos ndo € possivel fazer essa observagao.
Neste caso, esses dois pontos serdo considerados potencialmente agrupéveis e haverd uma
aresta ligando-os no M axon footGraph.

Ja na Figura 6¢ a distancia entre os dois pontos € menor (440m), porém os valo-
res de maxon foot também sdo menores, e como 440m > 200m + 200m, ndo existe a
possibilidade desses dois pontos compartilharem uma mesma parada. Por fim, na Figura
6d € possivel notar um exemplo com diferentes valores de maxon foot. A distancia total
¢ de 540m, mas 540m > 300m + 200m, portanto ndo existe a possibilidade desses dois
pontos compartilharem uma mesma parada.

(e) ®

Figura 6. Constru¢do do MaxonfootGraph.

A Figura 6e mostra todas as distancias (exceto as que sdo claramente muito gran-
des) entre os pares de pontos que aparecem no mapa. A partir dessas distancias e com
base nos valores de maxon foot, vamos manter conectados apenas os pares de pontos



que podem vir a compartilhar uma parada. O resultado é exibido na Figura 6f. Assim, a
criacdo do Maxon footGraph pode ser definido pelo Algoritmo 3.

Inicialmente € criada a lista V' contendo todos os pontos discretos de dpoints, essa
lista constituird de todos os vértices do Maxon footGraph. Em seguida, € verificado,
para cada v € V quais pontos p € dpoints respeitam a condicdo em que a distancia
euclidiana d(v, p) serd menor que a soma de seus respectivos mazon foot, para os pares
de pontos que respeitarem a condicao, eles serdo adicionados ao conjunto de arestas do
grafo, além disso serd adicionado também o peso dessa aresta, valor dado pela distancia

euclidiana. Assim, pode-se concluir pelo algoritmo que sua complexidade é da ordem de
O(N?).

Algoritmo 3: getMaxonfootGraph

Entrada: dpoints : [dPoint]
Saida: maxOn footGraph

1 inicio

2 V' <« dpoints

3| B+

4 para cada v € V faca

5 para cada p € dpoints faca

6 se d(v, p) < v.maxonfoot + p.mazxon foot entdo
7 ‘ E.append((v, p,d(v,p)))
8 fim

9 fim

10 fim

1 maxOn footGraph < G(V, E)
12 fim

3.2.4. Etapa 4: Agrupamento

Finalmente, nesta dltima etapa do processo € feito o agrupamento com o algoritmo de
clusterizagdo local. Até o momento todas as fases serviram como pré-processamento. A
solugdo para o problema de negécio, de fato, é dada nesta subsecao.

A criagdo dos clusters locais é definida pelo Algoritmo 4 e tem como saida os
locais de paradas de 6nibus.

Inicialmente o algoritmo clusterize faz uma chamada ao Algoritmo 1
(discretize) convertendo as coordenadas reais em discretas, esse passo € indicado pela
conversao da lista points em dpoints. Em seguida a funcdo discreteSort (Algoritmo 2)
€ responsavel por trazer a lista de pontos ordenados de oeste para leste (vWW E), leste para
oeste (sEW), norte para sul (v/VS) e sul para norte (vSN). Além disso € também criado
o Maxon footGraph, a partir da lista de coordenadas discretas utilizando o Algoritmo 3.

A sequéncia do algoritmo tem por pressuposto que todos os individuos devem ser
transportados, mesmo o mais distante do destino. Aqui entra a visdo gulosa da solugdo.

Considerando os individuos dos extremos leste, oeste, norte ou sul como os que



nao podem ser “atraidos” para pontos de parada, mas sim, como os que “atrairdo” os
pontos de parada. O pensamento € que deve-se pegar o individuo mais distante e, por isso,
€ buscado, para cada individuo dos extremos, os estudantes que possam compartilhar com
ele o ponto de parada. Dessa forma € feita a aproximacgao de que individuos na maxima
ou minima latitude ou longitude discreta sdo os extremos, e por eles € iniciada a criagao
de pontos de Onibus.

Algoritmo 4: clusterize

Entrada: points : [Point]; pizelsize € R,
Saida: stops : [Cluster]

1 inicio
2 dpoints,nLat,nLon < discretize(points, pixelsize)
3 vWE vEW, NS, vSN < discreteSort(dpoints,nLat,nLon)
4 mofGraph < getMaxon footGraph(dpoints)
s | wisited < ||
6 stops < ||
7 repita
8 vec < random(vW E, vEW,vNS,vSN)
9 p < vec.peek()
10 vW E.remove(p)
11 vEW.remove(p)
12 vN S.remove(p)
13 vSN.remove(p)
14 se p ¢ visited entdo
15 s <= barycenter Adjust(p)
16 visited.append(p)
17 neighbors < maxOn footGraph.sorted N eighbors(p)
18 Le + ]
19 Lc.append(p)
20 repita
21 closest < neighbors.peek()
22 newsS < barycenter(Lc U closest)
23 newS < barycenter Adjust(newS)
24 se Ve; € Le U closest, dMap(c;, newS) < ¢;.mazxon foot entao
25 Le.append(closest);
26 visited.append(closest)
27 mo fGraph.remove(closest)
28 s < newS
29 fim
30 até neighbors € 0;
31 mo fGraph.remove(p)
3 stops.append((s, Lc))
33 fim
34 até YWE =0 ANvEW =0 AvNS =0 AvSN = 0;
35 fim

Tendo em vista a ideia de comegar por uma das extremidades de modo aleatério é



selecionado um vetor dentre vIW E, sEW, vNS e vSN. O método vec.peek() seleciona
o primeiro elemento (p) do vetor vec (este indica o ponto mais ao extremo, seja pela
longitude ou latitude) e o remove das listas de pontos (linhas 8 a 13).

Se p nao foi visitado ainda, ele € marcado como visitado e os vizinhos de p no
Maxon footGraph sao ordenados pelo peso das arestas que representam a distancia eu-
clidiana até p, em ordem crescente, formando a lista de vizinhos neighbors (linha 17).

Em seguida, € criado o cluster Lc, contendo apenas p, € enquanto a lista de
vizinhos ndo for vazia, extrai-se closest, o vizinho mais préximo de p, indicado por
neighbors.peek(). Calcula-se o baricentro euclidiano discreto dos pontos da lista
Lc U closest (linha 22). Entretanto, o baricentro euclidiano pode estar posicionado no
mapa fora de uma via acessivel de carro. A fungdo barycenter Adjust(newS) ajusta o
baricentro ao mapa de vias de carro, retornando a coordenada do ponto, sobre uma rua do
mapa, e que seja o mais préoximo a newS (linha 23).

Com o novo baricentro ajustado, a distancia de cada ponto de Lc U closest até
o baricentro deve ser verificada, para garantir a restricdo de méxima distancia a pé
(c;-maxon foot, linha 24). Para esta verificacdo € utilizada a funcdo dMap, que cal-
cula a distancia real a pé, isto é, a distancia sobre os caminhos do mapa que podem ser
percorridos a pé.

Caso algum ponto da lista tenha como maxon f oot um valor menor que a distancia
real calculada por dMap, esse ponto ndo poderd fazer parte do cluster Lc, e continua
considerado ndo visitado. Por outro lado, caso ndo exista um valor de distincia maior
que o mazon foot, entdo adiciona-se o ponto ao cluster e a lista de visitados, além de
remové-lo do Mazon footGraph. Em outras palavras, caso a inclusdo de closest no
cluster continue garantindo as restri¢des, closest € definitivamente (o que significa que
esta a¢do nao serd mais revertida) adicionado ao cluster e marcado como visitado (linhas
25 a 28).

Quando todos os vizinhos de p tiverem sido avaliados (linha 30), p é removido
do Maxon footGraph (linha 31), e o cluster Lc é adicionado a lista de resultado stops,

associado ao baricentro ajustado ao mapa s, indicando o local da parada de 6nibus (linha
32).

Esse processo € repetido até que todos os pontos tenha sido visitados (linha 34).

Observe que as fungdes barycenter Adjust e dMap utilizam mapas diferentes.
A primeira utiliza um mapa de vias acessiveis de carro, pois ajustam o ponto de parada,
enquanto a segunda utiliza um mapa de vias acessiveis a pé, pois é o caminho, a pé, da
residéncia do passageiro até a parada.

Como mostrado na Subsecdo 2.1, neste trabalho nao foi feita manipulacao direta
dos mapas do OpenStreetMap. Para a manipulacdo de mapas foi utilizada a ferramenta
GraphHopper, que utiliza uma heuristica A* para o computo de distincias e prové uma
API para o ajuste de pontos a0 mapa e manipulacido dos mapas OpenStreetMap.

4. Resultados e discussoes

O problema do agrupamento para se encontrar o ponto de parada é da classe NP-Hard
[Zhang 2018], o que motiva a utilizacdo de diversas heuristicas e meta-heuristicas para



soluciona-lo.

A solugdo apresentada neste trabalho produz resultados em tempo polinomial,
ndo garante o 6timo global e ndo foi possivel demonstrar o qudo préximo do 6timo a
solugdo obtida encontra-se. No entanto, por uma anélise qualitativa dos resultados obtidos
com dados reais, avaliamos que a solu¢do é muito boa e suficiente do ponto de vista
mercadolégico.

Os resultados sdo apresentados nas subsecdes a seguir através de uma andlise as-
sintética e alguns experimentos. Nao foi encontrado na literatura uma solugdo que se
aproximasse da apresentada neste artigo, onde os pontos de paradas podem ser posicio-
nados em qualquer lugar no mapa, caracteristica que motivou o Maxon footGraph, e a
aproximacao discreta fosse realizada. Por esse motivo nao foi possivel fazer comparacdes
com outras solucdes.

4.1. Analise assintotica

Na Secao 3 foram apresentadas as andlises de complexidade dos Algoritmos 1,2 e 3. Ja o
Algoritmo 4 é apresentando nesta subsec¢ao, pois trata-se da solug@o principal que de fato
resolve o problema de BSS e faz as chamadas dos métodos apresentados anteriormente.
A Tabela 2 lista os métodos usados no Algoritmo 4, em que N € o tamanho da lista de
estudantes a serem alocados aos pontos de Onibus que serdo criados e M € o total de
arestas no grafo do mapa que representa o retangulo de obervagdo, dado pela figura 5.

Tabela 2. Complexidade das fungdes utilizadas.

Método Complexidade
discretize O(N)
discreteSort O(N + K)
getMaxonfootGraph O(N?)
random O(1)
<list>.peek O(1)
<list>.remove O(N)
maxOnfootGraph.sortedNeighbors ~ O(NlogN)
<list>.append O(1)
barycenter O(N)
barycenterAdjust O(1)
dMap O(M)

Com as informacdes referentes as complexidades das fung¢des, € importante a ana-
lise das duas estruturas de repeti¢ao presentes no Algoritmo 4. A primeira estrutura (linha
7 - 34 do algoritmo) executara até que todas as listas de pontos estejam vazias, essa condi-
cdo € diretamente relacionada a quantidade de clusters gerado pelo algoritmo, desta forma
para uma execucdo em que foram criados quatro clusters e consequentemente quatro pon-
tos de Onibus, a repeticdo serd executada apenas quatro vezes. Entretanto a andlise do
loop interno (linhas 20 - 30) € mais complexa e exige que o problema seja dividido nos
seguintes casos extremos:

1. Todos os alunos estardo préximos o suficiente, deste modo no Mazxon footGraph
todos os vértices estardo associados, apenas um cluster local existird e por con-



sequéncia, apenas um ponto de Onibus serd criado para atender todos os estudan-
tes.

2. Considerar que os alunos estardo distantes o suficiente, assim o
MaxOn footGraph consistird apenas de vértices sem nenhum vizinho e,
por consequéncia, neighbors (linha 14 do Algoritmo 4) sera vazio.

Para o primeiro caso € facil verificar que a repeti¢do mais externa serd execu-
tada apenas uma vez, ja que apenas um cluster serd criado, dessa forma os métodos
<list>.remove (linhas 10 a 13) também sé serdo realizados uma unica vez, 0 mesmo
acontece com maxOn footGraph.sorted N eighbors (linha 17).

Por outro lado, a lista de vizinhos neighbors sera do tamanho da lista inicial de
alunos, assim o loop interno executard N vezes, a fung¢do barycenter executard N oe
assintoticamente continuarad sendo . Ja barycenter Adjust, como mostrado pela Tabela
2, terd complexidade constante e dM ap terd uma execugdo de % * M, assintoticamente
ficando NV % M, ja o método mo fGraph.remove ocerrerd N vezes.

Com essas informacdes é possivel encontrar a complexidade de pior caso para
o Algoritmo 4, como sendo O(N2?M). Sendo que M representa uma quantidade muito
grande de arestas, visto que, no grafo que representa o mapa, os vértices nao se encontram
apenas nos cruzamentos. Até mesmo uma simples rotatéria pode ser representada por
dezenas de vértices e arestas, para que seja representada o circulo.

No segundo caso temos a melhor execu¢cdo do Algoritmo 4. Como consequén-
cia de neighbors ser vazio a repeticdo interna nao ird sequer ser executada, assim como
o método maxOnfootGraph.sortedNeighbors. A complexidade ficard limitada pela exe-
cucdo da funcdo getMaxonfootGraph (linha 4) ou pela repeticio externa (linhas 7 a 34)
que acontecerd N vezes, e as fungdes <list>.remove (linhas 10 a 13) que também serao
executados N vezes. Por fim, o limite inferior serd dado por Q(N?).

Com a andlise assintotica do pior e melhor caso € possivel perceber que o algo-
ritmo tem complexidade polinomial.

4.2. Experimentos

Os experimentos foram realizados com dados reais de estudantes da rede publica estadual
de Sao Paulo. Os dados foram fornecidos pela Secretaria da Educacao do Estado de Sao
Paulo, anonimizados, contendo informagdes de latitude e longitude da residéncia de todos
os estudantes da rede estadual do municipio da cidade de Sao José dos Campos / SP.

No total foram fornecidas as localizacdes de 11.422 estudantes. Desses, 3.129
pontos (27,4%) estavam localizados em zona rural distante, isolados dos demais ou até
mesmo em regides nao mapeadas pelo OpenStreetMap, e foram descartados. O nimero
final de estudantes considerados para este experimento foi de 8.293. J4 para os valores
dos mazxon foot foram assumidos 300 metros para cada um dos alunos.

Foram gerados cinco cendrios de testes a partir do total de pontos. Para gera-los,
foi calculado o centro de massa de todos os 8.293 pontos e os pontos foram ordenados
com base na distancia até o centro de massa. Assim os cendrios foram divididos nas quan-
tidades MINUSCULA, com os 10 pontos mais préximos do centro de massa, PEQUENA,
com os 100 pontos mais préximos, MEDIA, com 400 pontos, GRANDE, com 1000 pon-



tos e ENORME, com todos os 8.293 pontos. A Figura 7 apresenta uma visualizacdo dos
pontos sobre o mapa.
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Figura 7. Visualizacdo dos cendrios de testes. Em (a), o centro de massa (amarelo), o
cendrio de ordem MINUSCULA, com 10 pontos (azul) e PEQUENA, com 100 pontos
(cinza). Em (b) foi acrescentada o cendrio com quantidade MEDIA, com 400 pontos
(salmao) e em (c) foi acrescentada o de 1000 pontos (vermelho).

Uma visualizacdo de todos os 8.293 pontos € mostrada na Figura 8. Observe
que muitos pontos chegam a ser localizados em cidades vizinhas. Alguns dos pontos
descartados estavam localizados em municipios muito distantes da cidade em estudo.

Ao executar uma unica vez o Algoritmo 4 para cada cendrio, foram obtidos os
resultados apresentados na Tabela 3.

A Figura 9 ilustra os resultados obtidos, com um zoom sobre uma drea do mapa
apresentando os pontos de parada obtidos para o cendrio de quantidade MEDIA, de 400
pontos. Observe que as paradas sdo pontos ajustados no mapa. Todas as residéncias estao
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Figura 8. Distribui¢do dos 8293 pontos sobre o mapa. Cada subconjunto de 1000 pontos
estd em uma cor diferente.

Tabela 3. Resultados dos experimentos com uma Unica iteragao.
Tamanho N de Pontos N¢ de Paradas

MINUSCULA 10 2
PEQUENA 100 28
MEDIA 400 103
GRANDE 1000 323
ENORME 8293 1221

localizadas a, no mdximo, 300 metros de distancia, a pé, sobre o mapa, de pelo menos
uma das paradas obtidas na solucdo.

A Figura 10 mostra, em maior aproximacao, 5 clusters obtidos como resultado, e
as Figuras 11 e 12 mostram esses mesmos 5 clusters em uma aproximacao ainda maior.

Muitas iteracdes ndo mudaram o resultado de forma muito relevante para as en-
tradas com 10, 100 e 400 pontos. Para a entrada com 10 pontos ndo houve melhora. Por
se tratar de uma entrada com muito poucos pontos, uma Unica iteragcdo ja obteve o melhor
resultado possivel para o algoritmo. Para a entrada de 100 pontos a execugao de diversas
iteragdes obteve um resultado com 27 paradas, uma a menos do que a primeira iteracao
(3,57% menor), enquanto para a entrada de 400 pontos o melhor resultado obtido foi com
100 paradas, 3 a menos do que a primeira iteracao (2,91% menor).

Para as entradas de 1.000 e 8.293 pontos foram realizadas 5 execugdes isoladas,
cada uma com um nimero diferente de iteracdes. Os resultados obtidos sdo apresentados
na Tabela 4.

Além das melhores solu¢des encontradas, a Tabela 4 mostra também as piores so-
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Figura 9. Parte do resultado obtido para a entrada MEDIA, de 400 pontos. As

obtidas sdo apresentadas em verde.
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Cada cluster € representado por uma cor

Figura 10. Resultado incluindo 5 clusters
diferente, sendo seu centro representado ainda como uma outra cor.
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Figura 11. Zoom sobre dois clusters. (a) parada em verde, compartilhada entre 12 passa-
geiros e (b) parada em roxo, compartilhada entre 10 passageiros.

lucdes. Isso permite ter uma ideia do quao varidvel € a solu¢do devido a escolha aleatoria
da extremidade dos pontos a ser trabalhada a cada iteracdo do Algoritmo 4. No caso da
entrada ENORME, a variagdo Npior — Nieinor/Npior f01 de 2,27% e essa variagdo foi de
2,72% para a entrada GRANDE.

Devido a mesma caracteristica de escolha aleatdria, ndo € possivel garantir que
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Figura 12. Zoom sobre trés clusters. (a) parada em verde, compartilhada entre 2 passa-
geiros e (b) dois clusters geograficamente proximos, sendo a parada em azul claro com-
partilhada entre 5 passageiros (azul escuro) e a parada em marrom compartilhada entre
3 passageiros (roxo). Apesar de geograficamente proximos, ndao hd vias de acesso que
permita a reunido dos passageiros dos dois clusters de (b) em um tnica parada.

uma execu¢do com nimero maior de iteragdes tenha um resultado melhor do que uma
execucdo com nimero menor de iteragdes. Isso pode ser observado nos resultados da
entrada de 8.293 pontos apresentados na Tabela 4, pois o melhor resultado foi obtido pela
execugdo com 10 iteracoes.

E importante ressaltar que um nimero de iteragdes tendendo ao infinito garanti-
ria apenas o melhor resultado possivel para o algoritmo, uma vez que seriam exploradas
todas as combinagdes de todas as iteracdes do Algoritmo 4. No entanto, nao foi encon-
trada qualquer relacao entre o melhor resultado possivel para o algoritmo e a solucio
6tima global para o problema (menor ndmero possivel de paradas). O algoritmo proposto
utiliza uma abordagem gulosa e 0 mdximo que faz é obter uma boa solu¢do em tempo
polinomial.

5. Conclusao

Neste artigo foi apresentada uma solucdo para resolver o problema de sele¢do dos pontos
de paradas de 6nibus, que pode ser aplicado a quaisquer conjuntos de dados de pares de
coordenadas latitude e longitude que representem localizag¢des de individuos que precisem



Tabela 4. Resultados de varias execugdes, com diferentes ndmeros de iteracoes. A coluna
Npneinor mostra o nimero de paradas da melhor solucdo encontrada apds N;; iteracoes,
enquanto a coluna NV,;,, mostra o nimero de paradas da pior solu¢do encontrada apds
o mesmo numero de iteracdes. Os melhores e piores resultados obtidos, para todas as
iteragdes, foram destacados em negrito.

Tamanho N?dePontos Ny Nyethor  Npior

GRANDE 1.000 1 323 323

5 324 328

10 322 329

20 322 328

100 322 331

ENORME 8.293 1 1221 1221

5 1216 1230

10 1208 1236

20 1214 1232

100 1215 1236

ser transportados. Foi possivel mostrar que o algoritmo consegue ter um bom desempenho
em dados reais, tendo uma complexidade polinomial.

Entretanto, alguns aspectos podem, ainda, ser aprimorados, como a realizacdo de
um estudo visando identificar se é possivel calcular a aproximagdo que o algoritmo faz,
encontrando um limite de distincia entre a solu¢do e o 6timo global (isto € o que define
um algoritmo aproximativo).
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