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RESUMO

Em estudos epidemioldgicos, investiga-se a transmissao de doengas contagiosas que em algum
momento podem virar uma epidemia. Existem diversos modelos desenvolvidos sobre epidemia
em relacdo as suas regras de propagacdo, neste trabalho é apresentado o estudo matemaético de
trés modelos epidemioldgicos basicos que sdo, os modelos S, SIS e SIR. A populacido em cada
modelo € dividida em classes: S (suscetiveis), I (infectados) e para o modelo SR a classe R (re-
movidos). Estes modelos s@o utilizados para modelar diversas epidemias que ocorrem em todo
o mundo. De forma geral, esses estudos pretendem encontrar maneiras de eliminar ou controlar
a propagacdo dos agentes causadores das doengas. O objetivo € estudar o sistema de equacdes
diferenciais proposto para cada modelo e tentar compreender como funciona, matematicamente,
a propagacdo de doencas.

Palavras-chave: Epidemiologia Matematica, Doengas infecciosas, Equacdes Diferenciais.



ABSTRACT

In epidemiological studies, investigate whether the transmission of contagious diseases that at
some point can become an epidemic. There are several models of epidemics in relation to their
propagation rules. In this work, a mathematical study of three basic epidemiological models is
presented, namely, the SI, SIS and SIR models. The population in each model is divided into
classes: S (susceptible), I (infected) and for the SIR model the class R (removed). These models
are used for several epidemics that occur worldwide. In general, these studies aim to find ways
to eliminate or control the spread of disease-causing agents. The objective is to study the system
of differential equations proposed for each model and try to understand how mathematically the
spread of diseases works.

Keywords: Mathematical epidemiology, Infectious Diseases, Differential Equations.
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1 INTRODUCAO

Podemos definir "epidemiologia“"como "um conjunto de conceitos, teorias € métodos
que permitem estudar, conhecer e transformar o processo saide-doenca na dimensio cole-
tiva"(FRANCO; PASSOS, 2011). Logo, os modelos epidemiol6gicos buscam investigar a trans-
missdo de doencas contagiosas com o objetivo de compreender como as propagagdes aconte-
cem, podendo assim sugerir maneiras ou estratégias para controlar ou até mesmo erradicar a
propagacdo dos agentes causadores das doengas (MARTCHEVA, 2015).

A modelagem epidemioldgica pode ser usada para identificar dados cruciais que pre-
cisam ser coletados para o estudo e elaboracdo de estratégias como a vacinagdo para doengas
que tenham vacina, ou até mesmo o isolamento social para doencas recentes sem tratamento
especifico (HETHCOTE, 1989). Existem diversas vacinas disponiveis para diversas doencas
infecciosas, mas muitas doencas ainda causam sofrimento e morte em todo mundo, especial-
mente nos paises com baixo desenvolvimento social e econdmico. Por isso a importancia da
modelagem matematica no estudo da epidemiologia, pois os modelos de doengas transmissiveis
costumam ser a Unica abordagem pratica para responder a perguntas sobre qual procedimento
€ mais eficaz na prevengdo ou controle da disseminacdo de doencgas (FIOCRUZ, Fundacdo
Oswaldo Cruz, 2020).

Segundo Hethcot (1989), a propagacao de uma doenca infecciosa numa populacdo en-
volve diversos fatores, como agente infeccioso, modo de transmissao, periodo infeccioso, sus-
cetibilidade e resisténcia. Fatores culturais, sociais, econdmicos, demograficos podem vir a in-
fluenciar também na disseminac¢do dessas doencas. Uma doenca que se dissemina rapidamente
em um curto prazo de tempo em uma determinada drea ou grupo populacional, é considerada
uma epidemia, e quando a mesma doenga persiste por um grande periodo de tempo numa po-
pulacdo essa mesma doenga se torna endémica. O pior dos cendrios é quando uma epidemia se
espalha por diversas regides do planeta, sendo considerada assim uma pandemia.

A forma de transmissdo de um individuo contaminado para um individuo saudavel é
conhecida em quase todas as doengas infecciosas. No entanto, as interacdes de transmissao
em uma populagdo sdo muito complexas, de modo que € dificil a compreensdo da dindmica
em larga escala da propagacdo de doencgas sem a estrutura formal de um modelo matematico
(HETHCOTE, 1989). Existem em alguns casos, em sites governamentais ou de saude, dados
disponiveis de epidemias que ocorrem naturalmente ou da incidéncia natural de doengas endé-

micas, mas geralmente os dados sdo escassos e muitas vezes incompletos.
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Os modelos matematicos t€ém limitacdes e recursos que devem ser reconhecidos, mas
através de combinagdes certas feitas pelo modelador com dados disponiveis, podem levar a
uma melhor compreensao dos processos de propagacao das doencas. Embora os modelos apre-
sentados no trabalho sejam simples e suas andlises matemadticas sdo bdsicas, esses modelos
servem de base para criagdo de modelos mais completos e refinados, ou seja, modelos que
podem chegar cada vez mais proximo da realidade.

Sera analisado matematicamente neste trabalho trés modelos bésicos para propagacao de
doencas infecciosas que sao espalhados pelo contato direto de pessoa para pessoa em uma popu-
lacdo. Os modelos estudados sdo formulados usando equacdes diferencias ordindrias, sendo uti-
lizados para modelar diversas epidemias que ocorreram e ocorrem no mundo, como por exemplo

a peste Bubodnica, Gripe e o Sarampo.
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2 MODELOS PARA CRESCIMENTO POPULACIONAL

A disseminagdo de doencas infecciosas ocorrem em muitos casos de forma semelhante
ao de um crescimento populacional, nesse capitulo estudamos os modelos bésicos utilizando
equagdes diferencias para descrever o crescimento populacional (bactérias, animais, pessoas,
por exemplo). Os modelos de crescimento populacional auxiliam no estudo e compreensao dos
modelos epidemiolégicos.

O modelo de crescimento mais simples € aquele onde ndo existe limita¢cdes ambientais,
como por exemplo doengas e predadores, pois as populagdes nestes casos tendem a crescer a
uma taxa proporcional ao seu tamanho (ANTON, 2000).

Sejam ¢t = tempo (varidvel independente) e N = nimero total de individuos da populacao
(varidvel dependente).

Assim a taxa de crescimento da populagdo € a derivada % (STEWART, 2013). Consi-
derando a hipétese de que a taxa de crescimento da populacdo é proporcional ao seu tamanho,

teremos a equacao diferencial ordindria escrita como

Ci,—];] =Nw (2.1)
onde € a constante de proporcionalidade e N uma fun¢ao desconhecida.

Se considerarmos uma populagdo nio nula, temos N(¢) > 0 para todo #, entdo 0;—];] >0
para todo ¢ quando w > 0, ou seja, a populacdo neste caso estard sempre crescendo e consequen-
temente a taxa de crescimento também. Lembrando que a equacgdo (;L;] = N modela o cresci-
mento de uma populacdo em condi¢des ideais, sem nenhuma restricdo ambiental (STEWART,
2013).

Sem as restri¢cdes ambientais uma populagdo cresce de forma exponencial fugindo assim
da realidade, pois todo ambiente possui recursos limitados. considerando entdo que o ambiente
em que a populacdo vive possui recursos ambientais limitados obtém-se um modelo de cresci-
mento populacional mais préximo da realidade. Quando a populacdo atinge um nivel aproxi-

mado de sua capacidade de suporte M devido as limitagdes ambientais, seu crescimento tende

a se estabilizar. Stewart (2013), chegou assim em duas hipéteses:

° ~ wN (A taxa de crescimento inicialmente é proporcional a N).

dr

dN .
° ar <0 se N>M (N diminui se superar M).
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O Modelo para o crescimento populacional mundial proposto pelo matematico e bi6-
logo holandés Pierre-Francois Verhulst na década de 1840 citado no livro de Stewart (2013),

incorpora ambas as hipdteses anteriores na equacao

dN N

N .
Note que se N € pequeno quando comparado com M, i estard proximo de 0, portanto,

dt dt
tes N(t) = 0 e N(t) = M sdo solugdes da equacdo. As solugdes constantes encontradas sdo

dN N dN
— ~ wN. Se N > M, entido (1 — M) ¢ negativo e, assim, — < 0. As funcdes constan-

chamadas solugdes de equilibrio.
Se a populagdo inicial N(0) estiver entre 0 e M, o lado direito da equagdo € positivo;

. dN N . - . .
assim, ar > (0 logo a populacdo estard crescendo, mas se a populacdo for maior que capaci-
N dN
dade de suporte (N > M), entdo (1 — 1\_/[> serd negativo, logo ar < 0 e a populagdo estard

e dN . N e,
diminuindo. Se N — M, entao O — 0, ou seja, a populagdo se estabilizard, como mostra a

figura a seguir

Figura 2.1 — Solug¢des da equagdo logistica.

Solugdo de
equilibrio

Fonte: Stewart (2013), adaptado.
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2.1 Sistema Predador-Presa

O modelo visto na secdo anterior para o crescimento populacional € para situagdes em
que uma espécie vive sozinha num determinado ambiente. Nesta se¢do portanto, serd abordado
um modelo que leva em consideracdo a interacdo de duas espécies no mesmo ambiente.

Neste modelo leva-se em conta duas espécies, primeiro a espécie denominada presa,
que possui um grande suprimento alimentar, a segundo espécie denominada predador, que se
alimenta da presa (STEWART, 2013). O modelo possui duas varidveis dependentes que estdao
em fungdo do tempo.

Segundo Stewart (2013), considerando O(¢) (O de ovelhas) o nimero de presas e L(7)

(L de lobos) o nimero de predadores, ambos no instante ¢, temos

O _ o E__y (23)
dt dt

sendo K e T constantes positivas. Na auséncia de lobos, o crescimento da populacio de ovelhas
serd exponencial como vimos no modelo anterior. Caso contrdrio, ou seja, na auséncia de
ovelhas, a populagao de lobos declinard a uma taxa proporcional a ela mesma.

Supondo que a principal causa de morte das ovelhas seja elas serem comidas pelos lo-
bos, e que a taxa de sobrevivéncia e natalidade dos lobos dependa da quantidade de ovelhas
(quantidade de alimento), considerando que a taxa de encontro entre as ovelhas e os lobos
seja proporcional ao produto OL, temos que quanto maior for o nimero de individuos de cada
espécie, mais encontros entre elas podem ocorrer. A seguir temos um sistema de equacdes dife-

rencias conhecida como equagdes predador-presa englobando ambas as hipéteses (STEWART,

2013)

dO
— = K0 —aO0OL
di a4

(2.4)

dL
— = —1L+bOL
dt

com K,7T,a € b constantes positivas. Observe que o termo —aOL diminui a taxa natural de
crescimento das ovelhas, o termo bOL aumenta a taxa de crescimento natural dos lobos, pois

haverd um maior encontro entre as espécies (STEWART, 2013).
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Sejam 1000 ovelhas e 40 lobos no instante inicial t = 0, com Kk = 0,08 e a = 0,001. Substituindo

O = 1000 e L = 40 na primeira equacao do sistema 2.4, obtemos

do
— =0,08(1000) —0,001(1000)(40) = 40

do
Considerando Py = (1000,40) o ponto onde a curva solugdo é desenhada, note que ar >

0, logo O estda aumentando em Py como mostra a figura a seguir.

Figura 2.2 — Trajetdria da fase em (1.000, 40).

140
120

100

60

40
Py(1.000,40)

20

500 1000 1500 2000 2500 3000 0

Fonte: Stewart (2013), adaptado.

Nao existem lobos o suficiente para manter o equilibrio entre as populagcdes no ponto Py,
logo a populacdo de ovelhas cresce. O aumento da populacio de ovelhas resulta em mais lobos,
assim ocorrendo mais encontros entre as espécies. Com isso o nimero de ovelhas comeca a
diminuir, logo, em um dado momento a populag@o de lobos atingi sua capacidade maxima, sig-
nificando que algum tempo depois ela comecard a declinar em decorréncia da falta de alimento

retornando assim para o ponto Py onde o ciclo comeca novamente.
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Podemos representar o modelo através da comparagao entre o grafico de cada populacao,
supondo que os pontos Py, P> e P; na figura a seguir sejam alcancados nos instantes 71, t> € 3

(STEWART, 2013).

Figura 2.3 — Comparacdo das populagdes de ovelhas e lobos.

19) L

3000

0
L 120

2000

Nﬁmci;}rlo de 80 Numero de
ovelhas lobos
1000 40
t
0 u n 3

Fonte: Stewart (2013), adaptado.
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3 MODELO SI

Nos modelos epidemiolégicos estudados a seguir, as populacdes consideradas possuem
tamanho constante N, que € suficientemente grande para que os tamanhos de cada classe possam
ser considerados como varidveis continuas em vez de varidveis discretas. A propagacdo de
doencas nos modelos bdsicos acontece num intervalo curto de tempo, ndo existindo nascimentos
ou mortes durante o processo de propagacgao.

Daniel Bernoulli (1700-1782), em 1760, propds e analisou um modelo matematico, a
fim de avaliar os efeitos da variolacdo, uma técnica utilizada para o tratamento da variola, do-
enga que havia se tornado uma das principais causas de morte na Europa Ocidental no século
XVIII (MONTEIRO, 2011). Na variola¢do inoculava-se, em pessoas sauddveis, as secrecoes
das feridas de pacientes que desenvolviam uma versdao branda da doenca, mas cerca de 1 por
cento das pessoas que passavam por esse tratamento ficavam seriamente doentes, e acabavam
morrendo (MONTEIRO, 2011). Por esse motivo, de acordo com Monteiro (2011), tal procedi-
mento podia iniciar mini-epidemias e causar a morte de muitas pessoas que nio contrairam a
doenca naturalmente.

No modelo criado por Bernoulli a populago é dividida em trés classes: A classe S(r)
sdo aqueles individuos que podem contrair a doenga no instante ¢; N(¢) é a populagdo total
no instante ¢ e R(¢) aqueles que tiveram a doenga e sobreviveram no instante #, ficando assim

imunes a ela. Desse modo temos o seguinte sistema de equacgdes diferenciais

(dS

o~ PS—wus
dN

dR

2 —B(1—m)S—uR
o = B-—m)S—p

\
sendo 3 a constante associada a taxa na qual os suscetiveis contraem a doenca; m € a
propor¢do de suscetiveis que morrem em decorréncia da doenga; i € a constante associada a
taxa de morte cuja causa ndo é a doenga em questdo. A populacdo total é dada por N(r) =
S(t)+R(z).
Segundo Monteiro (2011), o modelo proposto por Daniel Bernoulli foi publicado em
1766 e é considerado na histéria o primeiro modelo epidemiolégico. Em 1979, a variola foi

oficialmente considerada erradicada do nosso planeta (MONTEIRO, 2011).



17

O primeiro e mais basico modelo analisado no trabalho € o SI, nesse modelo o individuo
ndo se recupera, ou seja, a doenga nao possui cura como o modelo proposto por Bernoulli em
1766. A populagado € dividida em duas classes, S e I. A classe dos suscetiveis S sdo aqueles
individuos que podem contrair a doenca. A classe dos infectados I sdo aqueles individuos que
contrairam a doenga e podem assim transmiti-la.

A interacgdo entre as classes nesse modelo ocorrem de forma homogénea, nao existindo a
entrada e saida de individuos no ambiente, logo a doenga se propaga em um ambiente fechado.
Desta forma, em uma populacdo de tamanho fixo N, a taxa de crescimento dos individuos
infectados resulta no decrescimento dos individuos susceptiveis.

Considerando as classes S e I no instante 7, tem-se a seguir o sistema de equacdes dife-

rencias do modelo S dado por (KEELING; ROHANI, 2011)

© — BI)S()
3.1)

d

= BI)S()

com 3 > 0 a constante de taxa de contdgio e S(t) +1(¢) = N.
O termo —BIS nos da a taxa de movimentagdo da classe dos individuos susceptiveis
de tamanho S(¢) para a classe dos individuos infectados de tamanho /(r). Um diagrama que

exemplifica a dinamica do modelo é dado por

_BIS

S I

sendo as condigdes iniciais dadas por S(0) =Sy > 0e 1(0) =1y > 0.

3.1 Solucao explicita

Da igualdade S(t) = (N —I(¢)) conclui-se que para resolver o sistema 3.1, basta resolver

a seguinte equagado separdvel

(3.2)

Integrando a equacao 3.2 utilizando o método de separacdo de varidveis, obtemos



18

I(t) = .
{(N_I())e—(NﬁtHJ] (3.3)
Io
Resolucao:
dl 1
— =PIN-I) = ——=dI=[dt. .
Por meio da decomposi¢do de fracdes parciais, temos
1 A B AN+I(B—A) 1 1
= — = = A=— B=—
IN=D) 1 W=D I(N—1) N °°TN
assim, a equacgdo 3.4 € igual a
Lo U Nau—Ba (3.5)
NI N(N—I) S ‘

Integrando a equagdo 3.5 em ambos os lados, temos que a

/ NI - - /ﬁdt = = NeMPIENC _ [ NPINC
NI " N(N-1I)

logo, isolando I obtemos a solucdo explicita

NelVB1 NC
I(t) = —° (3.6)
1+ eNBreNC
Seja ¢VC = K, desta forma
1) = NeMPik NeVP K B N
ColteNBK e (] B 1 ' (3.7)
e\ ke 1) \kem

Substituindo a condi¢do inicial /y na equacao 3.7, encontramos

N N I
Iy = = - K="

1 1 N—1I
<1<eNﬁ(0> “) <§+1>

portanto, a solucdo do problema de valor inicial do sistema 3.2 € dada por
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N N N

1() = - - .
I N—1I NI\ _ (3.8)
(vBr)
(KeNB’ i 1) (loeNﬁ’ i 1) K I )e i 1}

Substituindo o resultado 3.8 na igualdade S(¢) = (N —I(t)), conclui-se que

N
S(t) = N— :
KN—IO) (VB +1] 3.9)
Iy
Nota-se no grafico a seguir que, ZETOOS(I) =0e ;Erfool (1) =N.

Figura 3.1 — Evolugdo temporal de S(z) e I(¢) para t — oo.

Fonte: Do autor (2020).

No caso em que o nimero de pessoas infectadas é pequeno, ou seja, no inicio do pro-
cesso epidémico observamos que a epidemia primeiro cresce exponencialmente. A medida em
que S — 0, o crescimento de individuos infectados desacelera a medida em que I — N.

Para o modelo SI a curva de epidemia Z(t), é a taxa de mudanga na propor¢do dos

individuos infectados (EMERITO et al., 1989). Logo, Z(t) é dado por

Z(t)=1(t)=BI()S(1). (3.10)

Substituindo os resultados 3.8 e 3.9 na equacdo 3.10, obtemos
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N N

20 =F [COEZE (M) e B0 1]

BNI, (N2e—Nﬁ’ —Ne—Nﬁll())
A seguir uma representagdo comum do comportamento da curva de Z(t) para modelos

epidemioldgicos.

Figura 3.2 — Gréfico de Z().

Fonte: Emerito (1989), adaptado.

No modelo S7, a doenga afeta a populagdo no seu total, assim a epidemia permanece até
que todos individuos susceptiveis sejam infectados, extinguindo no final a classe dos individuos
susceptiveis, estd caracteristica torna o modelo distante da realidade, pois ndo existem registros
de epidemias em que uma determinada populacdo foi totalmente infectada (EMERITO et al.,
1989).

Existem fatores como a vacinagdo e o distanciamento social que influenciam na dina-
mica de propagacdo das doencas. Existem também situacdes em que os individuos infectados

se recuperam com imunidade permanente ou temporéria.

3.2 Modelo S/ com dinamica vital (N constante)

Pode-se cada vez mais incrementar aos modelos situagdes que os aproximam cada vez
mais da realidade. O modelo ST com dinamica vital € aquele que se acrescenta o nascimento de

individuos suscetiveis € a morte de individuos tanto suscetiveis como infectados.
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Nesse modelo serd considerado que todos os individuos que nascem entram diretamente
na classe S, pois ndo existe a transmissao de anticorpos maternos ou a trasmissdo da doenca
para o feto. Para manter a populacio total N constante, considera-se a taxa de natalidade igual
a taxa de mortalidade.

Considerando as classes S e I no instante ¢, temos a seguir o sistema de equacdes dife-

renciais do modelo S7 com dinamica vital.

dS

o = —BI(1)S() — S(r) + N

(3.11)
ar
dt

com f3, 0 >0eS(¢t)+1(t)=N.
As condigdes iniciais S(0) e I(0) sdo dadas por S(0) =Sy > 0e I(0) = Ip > 0. O termo

B1(t)S(t) — pi (1)

—BIS nos dé a taxa de movimentacdo da classe dos individuos susceptiveis de tamanho S(r)
para a classe dos individuos infectados de tamanho /(7), com uN sendo a taxa de natalidade
e uS igual ul a taxa de mortalidade respectivamente das classes S e I. Um diagrama que
exemplifica a dindmica do modelo € dado por

_BIS
B 7\ N S I

uSl “IJ

sendo a dire¢do das setas indicando a saida ou entrada de individuos em cada classe.

Sabendo que no sistema 3.11 a taxa de natalidade € igual a taxa mortalidade, somando

as duas equacdes, obtemos

Sit) +1(t) =—BIS—uS+uN+BIS—ul = uN—u(S+1) =0

verificando assim que a populacdo total permance constante.

3.3 O namero de Reprodutibilidade basal

Um dos interesses centrais quando se estuda doencas infecciosas € avaliar o seu potencial

de transmissdo. Essa avaliacdo é feita utilizando o ndmero de reprodutibilidade basal Ry (HE-
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ESTERBEEK, 2002). O niimero de reprodutibilidade basal Ry pode ser definido como sendo o
nimero de casos secundarios, causados por um individuo inicialmente infectado (Marco Zero)
decorrente de um caso tipico em que uma populacio ¢ totalmente suscetivel (GUERRA et al.,
2017). Portanto, segundo Heesterbeek (2002), o fator Ry é de extrema importancia no estudo,
em especial para avaliar a eficiéncia de estratégias de controle das epidemias .

Cada doenca possui seu R, 1sso se da ao fato de quantas pessoas em média um individuo

infectado ird infectar durante o periodo de transmissao da doenca.

Tabela 3.1 — Fator Ry de algumas doengas humanas e suas localizagdes.

Patologia Localizacao Ry
Catapora * | Estados Unidos | 9-10

Difteria * Estados Unidos | 4 -6
Caxumba * | Estados Unidos | 4 -7
Covid-19 * * Mundo >1
Sarampo *** Mundo 12-18

* Dados referente May (1983).
** Dados referentes a London (2020).
**% Dados referentes a Guerra (2017).
Fonte: (LONDON, Imperial College, 2020; GUERRA et al., 2017; MAY, 1983), adaptado.

Para uma doenga com Ry = 2 temos a seguinte caracteristica de transmissao exemplifi-

cada no esquema 3.12.

1
/j/l
i 1
: Z/ N
j 1
\,/J\1
\j 1

~N
! (3.12)

Para Ry < 1, cada individuo infectado produz em média menos do que um individuo

infectado durante seu periodo infeccioso, portanto, a doenga nao consegue se estabelecer na
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populacdo. Mas, se Ry > 1, entdo em média cada individuo infectado produz mais do que um
individuo infectado, e portanto, a doenca pode vir a causar uma epidemia (SANCHES, 2015).
E importante saber que é possivel existirem pessoas infectadas mesmo com Ry < 1, neste
caso tem-se que o nimero diminui até a doenga desaparecer da populagdo (HEESTERBEEK,
2002).
Utilizando da segunda equacdo do sistema 3.11 para se fazer uma andlise do comporta-

mento de I'(¢), podemos observar que

1) = BIS —ul = 1(BS—p).
Portanto, para que I’(¢) seja maior que zero, considerando que no inicio da doenga (r = 0) exista
uma Unica uma pessoa infectada (Iy = 1), BSo — 1 > 0, ou seja,

S
BSo—u>0= BSo>u = %>1.

No inicio da doenga Sy ~ N, desse modo, o fator de reprodutibilidade basal Ry do modelo

3.11 sera dado por

3.4 Estabilidade dos sistemas de equacoes diferenciais em relaciao ao fator R.

Um modelo de equacio diferencial com coeficientes constantes, normalmente tem solu-
coes independentes do tempo, ou seja, solucdes que sdo constantes no tempo. Tais solugdes sdo
chamadas de pontos de equilibrio. Os pontos de equilibrio desempenham um papel importante
no comportamento a longo prazo das solu¢cdes (MARTCHEVA, 2015).

Segundo Chiang (2011), o ponto de equilibrio de um sistema de equagdes diferencias
¢ considerado assintoticamente estdvel quando as trajetdrias proximas ao ponto permanecerem
proximas, além disso, todas trajetdrias proximas convergem para o ponto equilibrio quando
t — oo. O equilibrio que ndo € assintoticamente estdvel é chamado de instidvel (CHIANG,
2011).

Mesmo ndo conhecendo a solugdo explicita do sistema de equacdo, encontrar 0s pontos

de equilibrio ndo € uma tarefa dificil. Os pontos de equilibrio sdo obtidos igualando cada
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uma das derivadas do sistema de equacdes diferencias a zero (BOYCE, William E.; DIPRIMA,
Richard C, 2015).

Os modelos epidemioldgicos possuem os seguintes pontos de equilibrio:

* Equilibrio trivial: n@o possui sentido bioldgico, ji que as populacdes de suscetiveis e

infectados € extinta;

* Equilibrio livre da doenga: sempre existe, pois uma vez que doenca ndo estd presente na

populacdo toda a populacdo € suscetivel,

» Equilibrio endémico: no qual coexistem individuos suscetiveis e infectados. Existe so-

mente para Ry > 1.

Conforme Boyce e DiPrima, apds encontrar os pontos de equilibrio, calcula-se a ma-
triz Jacobiana J (matriz com as derivadas parciais do sistema de equacdes). A estabilidade dos
pontos de equilibrio das equagdes pode ser classificada através do sinal dos autovalores do po-
lindmio caracteristico, dados por P(A) = det(Jg — A1;,4), sendo Jg a matriz Jacobiana calculada

no ponto de equilibrio, A os autovalores associados a matriz Jg, ¢ I;,4 a matriz identidade.

Teorema 3.4.1. O ponto de equilibrio num sistema linear serd assintoticamente estdvel, se os
autovalores Ay e A forem reais e negativos ou tiverem parte real negativa; estdvel, mas ndo
assintoticamente estdvel, se A| e Ay forem imagindrios puros. Se os autovalores A| e Ay forem
reais e pelo menos um deles for positivo, ou se ambos tiverem parte real positiva, o ponto de

equilibrio serd instdvel (BOYCE, William E.; DIPRIMA, Richard C, 2015).

Note que
aip ap 10
PR = det(J — Myg) = det )
az axn 01
A—ai ap
=det =[(A —a11)(A —axn)] — (annaz)
azi A—axn

=A% 7L(a11 +a22) + (a11a22 —alzazl) =A% ltr(]) —|—d€l‘(])

logo, podemos também através do trago e do determinante encontrar os autovalores A; € A,. Os
autovalores sdo raizes do polindmio caracteristico P(1) = A% — Atr(J) + det(J), desse modo,

para encontré-los utiliza-se da férmula
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PERGCE: \/;rE —4det(J)

(3.13)

o que implica em

J)+ \/tr2 —4det(J)

M=

—\/tr2(J) —4det(J)
A= >

sendo 7r(J) o trago de J e det(J) o determinante da matriz Jg calculada no ponto de equilibrio.
A classificagdo da estabilidade dos pontos pode também ser realizada em fun¢do do sinal do

traco-determinante da matriz jacobiana Jg. Dessa forma (MONTEIRO, 2010),

* Se det(Jg) <0, entdo A; e A, sdo reais e com sinais opostos: o ponto de equilibrio é

instavel;

s Sedet(Jg) > 0etr*(Jg) —4 det(Jg) > 0, entdo A; e A, sdo reais e com o mesmo sinal,

logo

— Setr(Jg) > 0: o ponto de equilibrio é instdvel;

- Setr(Jg) < 0: o ponto de equilibrio é assintoticamente estdvel.

Monteiro (2010), ressalta que, quando o determinaste da matriz Jg € nulo um dos au-
tovalores € igual zero. Nessa situacdo, o outro autovalor € necessariamente um ndmero real e
igual ao trago da matriz Jg, ou seja, A; = 0 implica A, = tr(Jg). Desse modo, ndo teremos um
ponto e sim uma reta. Neste caso, todos os pontos da reta serdo pontos de equilibrio, portanto,
nada se pode afirmar sobre a estabilidade do ponto de equilibrio estudado, ja que ele ndo é um
ponto isolado.

Para exemplificar as informag¢des dadas acima, considere como exemplo o sistema de

equacdes do modelo S/ com dinamica vital 3.11.

3.4.1 Pontos de Equilibrio

Considerando (S,7) um ponto de equilibrio do sistema, temos

F(S,1) = —BIS+uN —pS =0
G(S,I)=BIS—pul =0 '

(3.14)
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Analisando a segunda equagio do sistema 3.14, temos de SIS — ul = 0, que

=0 ou S=&

B
1) Se I = 0, temos o equilibrio livre de doenga Ey = (N, 0), jd que

F(S,1) = —B(0)S+uN—puS =0

2) Sel >0, tem-se S = E, desse modo, substituindo S = B na primeira equacgdo do sistema

B B
3.14, obtemos
F(S,I)=—BIS—uS+uN = —BI (%) —uS+uN

= —U(I+S)+uN = —uN+uN = 0

logo, da relacdo N = S+ 1, concluimos que | =N—-S=1=N — % Portanto, o ponto de

equilibrio endémico é E; = (%,N — %)

Observe que para Ry > 1, temos I > 0, logo existe os pontos de equilibrio Ey e Ej. Caso
Ry < 1,temos Ry = ﬁTN <1 = BN < u, assim

j=N_ B PN

BB

Como BN < u, temos que [ serd negativo, desta forma, o ponto de equilibrio E; ndo possui

sentido bioldgico para Ry < 1. Portanto, se Ry < 1 o sistema 3.14 admite somente o ponto
de equilibrio livre de doenga Ey = (N,0). Caso contrario, o sistema admite dois pontos de
equilibrio, equilibrio livre de doenca Ej € o equilibrio endémico E| = (%,N — %) . A populacao

total € N e constante, logo os pontos Ey e E; estdo sobre areta N =S+ 1.

3.4.2 Estabilidade dos pontos de Equilibrio

Supondo que o sistema possua duas solucdes de equilibrio, que s@o os pontos de equili-

brio Ey e E1. A matriz jacobiana associada ao sistema 3.14 € dado por

IF(S,I) IF(S,I)
Js ol By
J(S,1) = _ | hImm S (3.15)
dG(S,1) IG(S,1) Br BS—n
as ol
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Resolucdo: Para andlise da estabilidade da solugdo Ey = (N,0), serd utilizado do trago e do

determinante da matriz jacobiana calculada no ponto. Isso nos d4

—u  —BN
0 BN—u

J(N,0) =
logo, o trago e o determinante sd@o dados por

tr(Jg,) = BN — 21
det(Jg,) = —p(BN—p) -
Se Ry > 1, BN — u > 0, logo, det(Jg,) = —(BN — u) < 0. Portanto, pelo método do
traco-determinante o ponto de equilibrio livre da doenca € instavel para Ry > 1 .
Se Ry < 1, temos tr(Jg,) = BN —2u < 0 e det(Jg,) = —pu(BN — u) > 0, logo o ponto
de equilibrio Ej € assintoticamente estavel para Ry < 1.
Sera verificado agora a estabilidade do ponto de equilibrio Ej através do sinal dos auto-
valores associados a matriz jacobiana Jg,. Nesse caso, encontramos os autovalores através do

polindmio caracteristico P(A) = det(Jg — Al;pq). Desse modo, de

—u—2A —BN
P(A) = det =(—u—-A)BN-u—-2)
0 BN—u—A2A
encontramos os autovalores
7(,1 =—U
M =BN—u

Para Ry < 1, temos BN — u < 0, logo 4; e A, possuem sinal negativo. Portanto, o ponto
de equilibrio livre da doenca é assintoticamente estdvel. Se Ry > 1, temos BN — i > 0, logo o
ponto de equilibrio € instavel para Ry > 1, ja que um dos autovalores possui sinal positivo.

Para o ponto de equilibrio E| = (%,N — %) temos

J(%’N_%) - /3z_vﬁ—Nu _o“

logo, o trago e o determinante s@o dados por
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tr(Jg,) = —BN
det(Jg,) = (BN —p)
Para que o ponto E; faca sentido Ry > 1, para que isso ocorra, BN — u > 0, assim
det(Jg,) = W(BN —u) >0eotr(Jg ) = —PBN < 0. Portanto, o ponto de equilibrio E; ¢ assin-
toticamente estavel para Ry > 1.

Através da formula 3.13, encontramos

_ tr(Jg,) £/tr(Jg,)? —4det(Jg,)  —BN=£+/BN?—4upN+4u?

A 2 2

_ —BN£V(BN-2u)> _ —BN£(BN-2p)
2 2

dessa forma, obtemos os seguintes autovalores

ll = —2‘LL
AM=—BN+u
como raizes do polindmio caracteristico P(A) = A% — A(—BN) + u(BN — ).
O ponto E| possui sentido biol6gico somente para Ry > 1, para que isso ocorra, —N +
u < 0, assim A; e A possuem sinal negativo. Portanto, o ponto E; € assintoticamente estavel

quando Ry > 1.

Tabela 3.2 — Resultados obtidos do modelo S 3.11 com dindmica vital.

Reprodutividade basal | Ponto de Equilibrio | Ponto de Equilibrio
Ry Ey livre da doenga E endémico
Ry <1 Estavel nao existe
Ry >1 Instavel Estavel

Fonte: Do autor (2020).
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4 MODELO SIS

Diferente do modelo S, no modelo SIS o individuo pode se recuperar da doenga, mas
sua recuperagdo ndo ird lhe conferir imunidade. Neste modelo os individuos que passam da
classe suscetivel para a classe infectada podem acabar retornando a classe dois individuos sus-
cetiveis apOs sua recuperagao.

Como no modelo S/, no modelo SIS a populacdo de humanos também ¢ dividida em
duas classes: S a classe dos suscetiveis (individuos que podem contrair a doenga) e I a classe
dos infectados (individuos que podem transmitir a doenca). Aplicagdes desse modelo podem
descrever, por exemplo, a dinamica de propagacdo de doencas como a gripe (MARTCHEVA,
2015).

O sistema de equacdes que modela a dindmica da populacdo de humanos infectados para

o modelo SIS é composto pelo seguinte sistema de equagdes (ALLEN, 1994)

as

i —BI(t)S(t) + al(r)

4.1)
dl
i BI(t)S(t) — o (1)

sendo B > 0 a constante de taxa de contdgio e o > 0 a constante de taxa de remocdo. Tais
constantes positivas caracterizam a interacdo entre o individuo infeccioso e a populagao.

A seguir um diagrama que descreve a dindmica comportamental do modelo SIS

—BIS+al BIS — al

S I S

A populagdo total de humanos é N e também constante, e expressa pela soma N =
S(t)+1(t). Por N ser constante e variar no tempo, temos que N’ = 0. As condig¢des iniciais
t = 0 séo dadas por S(0) = Sy e I(0) = I.

Utilizando da segunda equacgdo do sistema 4.1 para se fazer uma analise do comporta-

mento de I’ (¢), observamos que

I't)=BIS—al=1(BS—a).

Considerando que no inicio da doenga Iy > 0, temos de (Sp — &) > 0, que
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BS

BSo—a>0 = BSo>a = 70>1
dessa maneira, podemos definir para o modelo 4.1 o seu Ry, que serd dado por

Ro= %N 4.2)

uma vez que, no instante t =0, So ~ N.
4.1 Pontos de Equilibrio
Considerando (S,7) um ponto de equilibrio do sistema 4.1, temos que

F(S,I)=—BIS+al =0
. (4.3)
G(S,1)=BIS—al =0

Observe que G(S,I) = BIS — al = 0, resulta em
o
1= O ou S = —
B

1) Se I = 0, temos o equilibrio livre de doenga Ey = (N,0), pois
F(S,I)=—-B(0)S+a(0)=0
a .,
,jd que

2)Sel>0,temosS:E

F(S,1) = —BI <5> ol =0

=

Concluimos através de I = N — S, que

e S=

=|

I =N-

=|

portanto, o ponto endémico é dado E; = (%,N - %)

Se Ry < 1, entdo Ry = I%N <1l = BN<a, assimI:N—%: BNB_O‘. Como N < «,

temos que / serd negativo, portanto o ponto de equilibrio £; ndo possui sentido bioldgico para

Ry < 1.
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4.2 Estabilidade dos pontos de Equilibrio

A matriz jacobiana associada ao sistema 4.3 é dada por

IF(S,I) OF(S,I)

ER ol T
J(8.1) = _ | P RSt (4.4)
IG(S,1) IG(S,I) pr pS-a
ER o1

Substituindo o ponto Ey na matriz jacobiana 4.4, obtemos

0 —BN+a

J(N,0) = 4.5)
0 BN—«
logo,
0 —BN+a A 0
P(A) =det — = —A(BN—a—1),
0 BN—« 0 A
1ss0 nos da os seguintes autovalores
A =0
7Lz = ﬁN— (04

como raizes do polindmio caracteristico.

O traco e o determinante da matriz Jg, sdo dados por

tr(Jo) = BN —«
det(Jp)=0
Neste caso, um dos valores € igual a zero, isso acontece em decorréncia do determinante
da matriz 4.5 ser igual a zero. Para este caso, todos os pontos da reta € ponto de equilibrio, ou
seja, o ponto de equilibrio Ey = (N,0) é ndo isolado, logo, ndo se pode concluir nada a respeito
da estabilidade deste ponto.
Para analisarmos a estabilidade da solucdo Ej = (%,N — %) , substituiremos na Matriz

Jacobiano 4.4 o ponto dado, assim
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—BN 0
J(§N-%)= _ [ PNre o) (4.6)

o " BN—a 0

p(v-5) B(§)-«
Calculando det (Jg, — Al;,4), obtemos
—BN+a—-A O
P(A) =det = —A(-BN+a—A1) 4.7)
BN — o A

portanto, para 4.7, temos os seguintes autovalores

A =0
A=—-BN+a
como raizes do polindmio caracteristico.

O trago e o determinante da matriz 4.6 sdo dados por

[I’(JEI) = —ﬁN—FOC
del‘(JEl) =0

Da mesma forma que o ponto Ey, um dos autovalores do ponto E; € igual a zero. Por-
tanto, nada se pode concluir a respeito da estabilidade deste ponto.

Fazendo um estudo de I'(¢) em rela¢do ao ponto E; = <%,N - %) ,temos de N = S(t) +
I(t) que S = N — I, logo substituindo na segunda equagdo do sistema 4.1 S = N — I, obtemos

dl o
o= BIN—I)—oal = —BI>+BNI—al = BI KN— E) —1} :
Utilizando do método da separacdo de varidveis, encontramos
dl
=P drt.
H[(v-5)-1] Y
Através da decomposicdo de fragdes parciais, obtemos
1 1
A = e B=
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assim, a equagdo 4.8 € igual a

1 1
+ dl = Bdt. (4.9)

ENCIChE

Integrando a equacao 4.9 em ambos os lados, obtemos

1

A I e e

=R

= (N_%_I) o8- C(N-5)

N-¢% . - .
ﬁ> = K e isolando /, encontramos a solucao explicita

Q

Considerando eC<

BN — «
I = .
b Be—f(ﬁN—Oﬂ) (4.10)
K
Substituindo o instante inicial Iy na equacdo 4.10, temos que
K= L, (4.11)
BN —a—Bly
Finalmente, substituindo 4.11 em 4.10, concluimos que
N—-a«a
I(t) = P 7 .

N—a)— — —(BN—a)t

B[ B -a) e

Note que, para t — o
N—-o N—o o
lim/(¢) = lim P = B = N——=.
t—»oo t—>ooﬁ + (ﬁN— a)ﬁ _B ef(ﬁNfa)t [3 ﬁ
Consequentemente, de S =N —1
lim $(r) = lim N — ﬁNl_“ =N— <N_%) :%_
—>00 —»00

N—o)— — —(BN—a)t

B | (BN - a) - B e
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Portanto, o ponto de equilibrio E| € assintoticamente estavel.
(04
Do sistema 4.3 segue que se / #0e S > B implica em I'(t) > 0 e §'(t) < 0. Assim, o
ponto (S,7) se aproxima de E; sobre areta N = S+1. O ponto (S,/) se aproxima novamente de

o
EisobrearetaN=S+1Isel#0eS< —

B

Figura 4.1 — Plano de fase para o modelo SIS.

,entdo I'(r) < 0e S'(¢) > 0.

I

0 o
z N

Fonte: Monica (2012), adaptado.

4.3 Estimando a taxa de recuperacao

Para estimar o valor ¢, suponha-se que nao haja fluxo na classe infecciosa, e que um
certo nimero de individuos /y tenha sido colocado na classe I no tempo t = 0 (MARTCHEVA,

2015). Entdo a equacdo diferencial que nos da a dindmica da classe / € dado por

I'(t)=—al
: (4.12)
100)=1
Integrando a equagdo I'(t) = —o em ambos os lados, obtemos

(1)

[

ef(xtJrC

= I(t) = Ipe ¥*C = I(t) = e e

= I(t) = e ™.

Portanto, o nimero de pessoas na classe infecciosa no momento ¢ é dado por

I(Z‘) = I()eim.
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Consequentemente, segundo Martcheva (2015), 15—:)) = e % parar > 0, fornece a pro-
porc¢do de pessoas que ainda sdo infecciosas no momento #, ou em linguagem de probabilidade,
fornece a probabilidade de ainda serem infecciosos no instante ¢.

Considerando que a fragdo de individuos que deixaram a classe infecciosa seja (1 —

e*OCZ)

, em termos de probabilidade esse valor pode ser obtido por p(t) = (1 —e~*) parat > 0.

Portanto p(t) é a probabilidade de um individuo deixar (recuperar) a classe 7 no intervalo [0,7).
Note que, se p(t) for considerado igual a zero para todo ¢ < 0, tem-se que p(¢) é uma

distribui¢do de probabilidade, logo a fun¢éo densidade de probabilidade é dada f(t) = fl—’;. Con-

sequentemente, f(t) = ae”* com f(t) =0Vt <O0.

Além disso, o tempo médio gasto na classe infecciosa é dado pela Esperanca (valor es-

perado de uma varidvel aleatéria X, indicando o tempo para o individuo sair da classe infecciosa

I) MARTCHEVA, 2015),

Integrando / tf(t)dt,
/ tf(t)dt = / tae”*dt = oc/ te”*dt.
‘ 4 . ~ |
Através do método de integragdo por partes, temos que: u =t, du = dt, v = —ae % dy =

e %dt.

/ tf(t)dt = / tae %dt = o {——e"‘tqt/—e“’dt}
o e o o

t 1 1
= [——e‘a’—k—z(—l)e_a’dt} +C = —te M ——e ¥ C
o (04 o

(o] {o o} b
=/ tae *dt :/ tae”* = lim toce % dt
—o0 0 b—+ J0

1 1
= lim [—be—“”——e—“b+o+—e—°‘°} -
b—r+oo a o

Q|

dessa forma,
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bl 1
/ tae ¥dr = —
. o

. . . . . . 1
concluindo assim, que o tempo médio gasto na classe infecciosa I € igual a —. Portanto, a taxa
(04

1
de recuperacdo, medida em unidades de dias, € P Segundo Martcheva (2015), para a gripe,
fica-se doente em média por 5 dias. Portanto, a taxa de recuperacdo, medida em dias para a
1
ipe é de —.
gripe é de ¢

4.4 Reduzindo o modelo S/S a uma equacao logistica

Como o tamanho total da populag@o é constante e conhecido, o sistema 4.1 pode ser
reduzido a uma Unica equagdo. Estd técnica € comumente utilizada para a redu¢@o da dimensao
de um modelo epidemiolégico (MARTCHEVA, 2015). Substituindo S =N —1 em I'(r) =

BIS — o, obtemos a seguinte equacao resultante

I'(t) = BI(N—1I)— ol = BIN — BI> — ol = BIN — BI? (gx:Z) —al

— 18- o pr* gy =)

©
substituindo, (BN — o) por @ e (E) por T, obtemos

1,(t):1a,_ﬁiw - Ia)(l—%) = 10’(1_%) - Iw(l_%)

logo, a forma logistica da equagdo I'(r) é dada por

/(1) — !
') =Iw (1 T) (4.13)

(0]
sendo @ = (BN — @) o parAmetro para taxa de crescimento de I'(r) e T = ( ) a capacidade

B

de suporte.
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O valor de w pode ser positivo ou negativo, por isso € considerado dois casos. Se ® < 0
a taxa de crescimento também € negativo, entdo para t — o o nimero de individuos infectados

I(t) — 0. Observa-se que @ < 0 implica em 7 < 0. Portanto

I'(t) < wI(t).

As solugdes dessa desigualdade diferencial simples sdo I(¢) = Ipe®, e elas se aproxi-
mam de zero para ® < 0. Isso implica que, se ® < 0, a doenca desaparece gradualmente da
populacao.

Se w > 0 a equacgdo légica pode ser resolvida e, neste caso, precisa-se encontrar uma

solugdo explicita para I(t).

4.5 Solucao explicita da equacio logistica

Se @ > 0, a equagdo logistica € uma equacdo diferencial do tipo separdvel. Fazendo a

separacdo de varidveis da equacgdo logistica 4.13, obtemos

———dI = wdt 4.14
-9 o
assumindo [ # T'.

Através da decomposicdo de fragdes parciais, temos que

1 1 K A B
-0 " i(&h) T Ir—n KT-n 1 T-1

N~

_A(T-D1)+BI AT +I(B—A)
- I(T-1) IT-I

= A=1eB=1

portanto,

1 11 1,1
———~ ==t——= [|-+7—]dl = o[ ld1.
1(1-4) 17T /(I+T—1) /

1 1
Sabemos que/(;) dl =In|l| e /(ﬁ) dl = In|T —1|, logo

1 1 1
4 \dI =1 = . 4.1
/(I-l-T_I)d n|T—I| ot+C (4.15)
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Para determinar o valor da constante arbitraria C, usamos as condi¢des iniciais Iy que é

dado nesse caso quando (1 = 0). Assim,

I I
C=Ih—2——@0) = In—2—. (4.16)
T —Io| T —Io|
Substituindo 4.16 em 4.15, obtemos
Io I I Io
In = wt+In = wt = In —In
T —Io| T —1 |7 -1 T —Io)|
logo,
I|T — I
ot = In———. 4.17
"ot 1] 17

Os médulos acima podem ser desconsiderados, ja que (T —Ip) e (T —I) possuem o

mesmo sinal. Tomando um expoente em ambos os lados em 4.16, obtemos

i o o T =h) o T T
I(T—1) T-1 T -1
isolando /,
1 Tpe®' T —1)lhe™ Tlye® — Ipe®'I
_ D™ T Db The” ~oe
T—-1 T -1 T -1 T -1
TI wt TI wt
I+Ipe®] = 2209 = 0¢ .
T—1 K—Io(l—}-loewt)
- Il ~ .
Substituindo 3 por 1 obtemos solucdo explicita
—lo
Tﬁew’
I(t) = —— 4.18
) = T g @18)
da equacdo 4.13 em termos das condicdes iniciais @ e 7.
Note que, parat — oo
T wt
limI(7) = lim pe =T

t—ro0 t—ro0 1
Be® (1 + —ﬁew,)
desse modo, a doenga permanece na populacao indefinitivamente, € a longo prazo o nimero de

pessoas infectadas na populacao serd de aproximadamente 7' = (%) A condi¢do @ > 0 pode
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ser reescrita por Ry > 1, ja que @ = BN — a. Portanto se Ry > 1 o ndmero de infectados se
estabiliza em torno de 7. Nesse caso, dizemos que a doenga se tornou endémica na populagao.
Isso implica que o modelo SIS basico € um modelo de doenga endémica (MARTCHEVA, 2015).
Se Ry < 1, o nimero de infectados diminui gradualmente para zero e a doenca desaparece da

populagdo.

4.6 Modelo SIS com Dinamica vital (N constante)

Podemos também como no modelo S/ com dinamica vital, acrescentar nascimentos e
mortes de individuos no modelo SIS, tornando o assim um modelo com dinidmica vital. Con-
siderando a populacdo total constante igual a N e as taxas de mortalidade e natalidade iguais,
sendo os nascimentos de individuos sadios, temos a seguir o sistema de equacdes diferenciais

que descreve o modelo

ds
o= —BS(t)I(t)+al(t)+uN —puS(t)

4.19)
ar _
dt

coma, B, u>0eN=S+1.

BS(1)1(t) — aul(t) — I (1)

Um diagrama que descreve o sistema 4.19, € dado por

—ol

—BIS+ ol

|
”Sl ul

UN

4.6.1 Pontos de Equilibrio

Considerando (S,7) um ponto de equilibrio do sistema e N = S+, temos o sistema

F(S,1) = —BSI+al+uN—pS=0
G(S,1) = BSI — ol — I =0 '

(4.20)
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Através da segunda equacdo do sistema 4.20, encontramos S = aﬁﬂ. De N=S+1,

obtemos [ = N — aﬁi. Portanto, os pontos de equilibrio do sistema sdo dados por Ep = (N,0)

e E| = <°‘TJF“,N—O‘T+“>.

4.6.2 Estabilidade dos pontos de equilibrio

A matriz jacobiana associado ao sistema 4.20 € dado por

IF(S,1) OF(S,I)

J(S.1) = % || -Bi-u —ps+a (4.21)
IG(S,I) IG(S,I) pr BS—oa-—u
JS o1

1) Ponto de equilibrio Ey = (N,0).

— —BN+«
o= | H P
0 BN—a—u
logo, temos

tr(Jg,) = 1+ BN —a—pu
det(Jg,) = —M(BN — o — 1)
Para Ry > 1, temos BN — a — u > 0, logo det (Jg,) = —u(BN — a — u) < 0. Portanto,
o ponto Ej € instavel.
Para Ry < 1, temos BN —a — . < 0, logo det(Jg,) = —u(BN—o—u) >0eotr(Jg,) =
—U+ BN — o — u < 0. Portanto, o ponto Ej € assintoticamente estavel.

De P(A) = det(Jg, — Aljng), obtém-se o seguinte polindmio caracteristico

PAy=der| HTH TPNEE BN —p-1)
0 BN—oa—u—A

encontrando assim, os autovalores

AIZ—H
=pN—-a—pu

como raizes do polindmio caracteristico.
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Para Ry < 1, temos BN — o — i < 0, logo A; e A, possuem sinal negativo. Portanto, o
ponto de equilibrio livre da doenga é assintoticamente estavel. Se Ry > 1, temos BN — o — . >
0, logo o ponto de equilibrio € instdvel para Ry > 1, ja que um dos autovalores possui sinal
positivo.

2) Ponto de endémico E| = (aﬁﬂ,N— aT”L“)

—pN+o  —
J(O“"“,N_O“H‘) B u
BN—(a+u) O

logo, temos

tr(Jg,) = —BN+a
det(Jg) = p(BN —a—p)
O ponto endémico E| possui sentido biolégico somente para Ry > 1, ou seja, BN — o —
u >0, logo tr(Jg,) = —BN+ a e det(Jg,) = —u(BN — oo — ) > 0. Portanto, para Ry > 1 o
ponto E; € estavel.

Através da férmula 3.13, encontramos

_ tr(Jg) £ \/tr(Jg,)* —4det(Jg,) _ (=BN+0a)£+/(—BN+a)? —4u(BN — o —p)
2 2

A

(—=BN+a)++/BN2—2BNa+ a2 —4ufBN +4dop +4u?
2

(=BN+a)£/(BN—a—2p)> _ (=BN+a)=£(BN—a—2p)
2 2

(4.22)

Isso nos dé os seguintes autovalores

AIZ—ZM
M=-BN+a+u

como raizes do polindmio caracteristico P(A) = A?> — A(—BN + o) + (BN — ot — ).



42

O ponto E| possui sentido biolégico somente para Ry > 1, para que isso ocorra, — N +

o+ u <0, assim A e A, possuem sinal negativo. Portanto, o ponto E| é estavel quando Ry > 1.

Tabela 4.1 — Resultados obtidos do modelo SIS 4.18 com dindmica vital.

Reprodutividade basal | Ponto de Equilibrio | Ponto de Equilibrio
Ro Ey livre da doenca E| endémico
Ro<1 Estavel nao existe
Ry >1 Instavel Estavel

Fonte: Do autor, 2020.
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S MODELO SIR ORIGINAL

O modelo SIR estudado no livro “Sistemas Dinamicos Complexos” (MONTEIRO, 2010),
foi proposto por Kermack (1898-1970) e Kendrick (1876-1943). Baseado em equacdes diferen-
cias ordindrias, o0 modelo foi empregado para modelar a epidemia de peste Bubdnica ocorrida
na India no ano de 1905. Kermack e Kendrick nesse modelo dividiram a populagdo em trés
classes: § suscetiveis, / infectados e R removidos. A classe dos suscetiveis, S, é composta por
individuos que estdo sujeitos a contrair a doenga através do contato com um individuo infec-
tado; a classe dos infectados, I, sdo aqueles individuos que ja contrairam a doenca e podem
transmiti-la; e por fim a classe dos removidos, R, ou seja, pessoas que contrairam a doenga mais
que de certa forma ndo sdo mais suscetiveis e nem infectadas (morreram ou se recuperaram). O
modelo SIR é apropriado para modelar doencas como Sarampo, Caxumba e Variola.

O modelo SIR original possui as seguintes suposi¢oes (MONTEIRO, 2010):
1. Nao hé nascimentos e mortes na populagao;
2. A populagio estd fechada, ou seja, ninguém do exterior entra e ninguém do interior sai;

3. A cura confere imunidade ao individuo.

Considerando S(¢), I(z) e R(¢) os nimeros de individuos em cada classe no instante ¢,

temos a seguir o sistema de equagdes diferencias do modelo SIR apresentado por Kermack e

Kendrick
[ = i)
= BI)S() 10 G5.1)

Seja (5(0),1(0),R(0)) = (So,1o,0) o estado inicial, tal que S(0) =Sp >0e1(0) =1y >0,
sendo 3 a constante de taxa de contdgio e o a constante de taxa de remocdo. Tais constantes
positivas caracterizam a interagdo entre o individuo infeccioso e a populacao.

A seguir um diagrama que expressa a dinimica do modelo SIR

—ISB —Ila

S I R
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A populagio total no modelo permanece constante, pois dS/dt+dI /dt+dR/dt = —ISB +
ISB—Ioc+1o =0, ou seja, S(t) +1(t) + R(t) = N (constante que representa o nimero total de
individuos). Analisando a segunda equagdo do sistema 5.1 e considerando o estado inicial com

os valores dos parametros & e  dados, temos

dI(t)
— = Ip (BS)—
| = oS
Note que se Sy > o a equagdo diferencial d;—(t’) o > 0, logo a doenca se espalha e

o niimero de suscetiveis diminui consideravelmente. Caso contrdrio se 35y < « implica em

dé—(,t) < 0, logo a doenga nao se propaga.

5.1 Propriedades do modelo S/R

S'(t) < 0 Vt, dessa forma o nimero de individuos suscetiveis estd sempre em declinio

independente de Sy. Como S(¢) é mondtono e positivo,
,11_>r£1° S(t) = Seo

R'(t) > 0V, dessa maneira o nimero de individuos removidos estd sempre aumentando.

Como o ndmero de recuperados ¢ mondtono e limitado por N, temos

tlgrolo R(t) = R
Para determinar os limites S« € Rw, dividimos a equacio S pela equacdo R. Portanto,

ds _—pIS _ —ps

5.2
dR ol o (5-2)

Pelo método de separacdo de varidveis, obtemos pela equacdo 5.2, que
—pS
s = =P dR:>/ / “PUR = S| = 75+c

njs| _ ,—2%ic Bk

= e e« = S = e ae

Considerando ¢¢ = K, temos
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Wl = ew K. (5.3)

No instante inicial Sy > 0 e Ry = 0, dessa forma, substituindo a condi¢do inicial na

equagdo 5.3, encontramos

—B0
So = Keo =K=29)

desse modo,

S(t) = Spe &~ > Spe >0,

Concluindo assim que o tamanho final da epidemia S > 0. A quantidade S.. ¢ chamada
de tamanho final da epidemia (MARTCHEVA, 2015). De acordo com Monteiro (2010), a
epidemia ndo termina devido ao fato de que todos os individuos suscetiveis que foram infectados
se tornarem imunes, acontece que alguns individuos sempre escapam de uma doenca.

Analisando novamente a variagao de S em relagcdo a R, temos de 5.2 que

o ds o
[ dr = 55 = R=g(ms+o)

onde C € a constante de integragdo. Das condigdes inicias (Sg,Ip,0), obtemos C = InSj. Por-
tanto,

R(t) = % (m%) |

Note que, é esperado, quando t — oo, que S(¢) — 0 e R(t) — N ( N a capacidade suporte),
pois quando o numero de suscetiveis diminui, consequentemente o nimero de infectados au-

menta, 0s quais, em seguida, passam a ser removidos.

Para que o nimero de infectados aumente é necessario que I, = (BSo — &)l > 0, logo

S a S
BSo—a>0 = BSy>a = %>— = %>1

Definindo Ry = 70 para o modelo SIR, conclui-se que ha epidemia se Ry > 1, e ndo ha
se Ry < 1. Como I'(t) = ol (t) (% — 1).
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(04 . £
No momento em que S(¢) = B a derivada I'(r) = 0, o que ocorre em ¢ = t,, que é 0

instante em que /(¢) atinge seu valor maximo (seu pico). Esse aumento repentino na prevaléncia

e depois um declinio para zero € um modelo cldssico de uma epidemia ou surto (MARTCHEVA,

2015).
Figura 5.1 — Evolugdo temporal de S(¢) e de I(t) para t — oo.
I méLxA
Io
0
S0
o
B
0
Fonte: Monteiro (2010), adaptado.
o
Por outro lado, se S(¢) > B I(¢) aumenta e a doenca se propaga, ocorrendo assim uma
o o
epidemia, ou seja, I(t) > Iy parat > 0. Portanto, se S(¢) > B tem- se uma epidemia, se S(7) < B

. - C . a ~ .

a epidemia ndo existird. A razdo — € chamada de taxa de remocao relativa.
Para ¢ > t,, entdo I'(t) < 0, consequentemente, /() — 0 para r — . De acordo com
o modelo 5.1, independentemente da condi¢do inicial, a doenga desaparece com o passar do

tempo, ou seja, tll)m I(t) =1(e0) =0, de modo que R(e0) = N — §(e0), como mostra a figura 5.2.
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Figura 5.2 — Evolugéo temporal de R(t) a partir de Ry = 0 para t — co.

0
Fonte: Monteiro (2010), adaptado.

Para verificarmos o resultado lim I(¢) = I, = 0, integramos a primeira equagio S'(¢) =

f—o0
—BIS, logo

/S’ 1)t = —ﬁ/S dt:>S—SO——ﬁ/S (1)dt

= So— w_ﬁ/ (t)dt = So—Seo >BS/

A tltima desigualdade implica que /() € integravel em [0, ), portanto o lgm I(r) =0.

5.2 Estimando o nimero maximo de individuos infectados (pico da doencga)

Note que a varidvel R ndo participa das duas primeiras equacdes do sistema 5.1, logo
podemos obter a varidvel R no modelo SIR a partir da relacio R = N — S — [. Dessa maneira,

temos o seguinte sistema

S'(t) = —BIS
) P (5.4)
I'(t)=BIS—al.
Dividindo a equag@o S(¢) por I(¢), obtemos
I 1 — ol 1 —ol
L _pSt—ol  pSI_ —ol __, o (5.5)
S~ T —BSI  —BSI —BsI BS

Separando as varidveis de 5.5, encontramos

/- ( 1+ﬁS)s (5.6)
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A integrando de 5.5 em ambos os lados, leva a

/1’:/(—1+ﬁ%)s’ = /1’:/—S’+%—‘:

oInS
S [=-S+ " 4C
B
sendo C uma constante arbitraria, chegamos que
alnS
C=I1+S5—-
B

A igualdade acima é valida para (S, /) e para (Sw,0). Portanto,

alnSy alnS.
C=1Ih+S— e C=S8.—
B B
consequentemente,
alnSy alnS..
Io+So — = Seo — . (5.7)
B B
Reorganizando a equacdo 5.7, obtemos
o o Io+Sp — Seo
Io+S0—Se = L(InSy—1Ins.) = & — 0F207 =
Soo
In (S0
S ()
= 0oaln|— | =plo+S0—5x) = ot | ————— | =
assim sendo,
S
s ()
S (5.8)

o Ip+Sp— Seo
Como S(7) é uma funcdo decrescente, tem-se que Se < S + Io.

A solugdo 5.8 nos permite calcular o nimero maximo de individuos infectados na epi-

%, pois I'(t) = BI (%) —al =

demia, ou seja, o pico da doenga. Esse pico ocorre quando § =

I'(t) = 0. Temos de 5.7 que
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(04 o
I+S——=InS = Ih+So— =1InSy
B B

. o ~ . .
logo, substituindo § = E na expressao acima e movendo todos os termos de modo a isolar /,

conclui-se que

o o (04 o
Liix=—5+=In—=4+So+1p— =1nSy
“ B BB B

sendo 1,4, = nimero maximo de individuos infectados atingidos na epidemia (MARTCHEVA,
2015). Se encontrado o 1,4, para uma doenca infecciosa de ocorréncia recente, pode-se estimar
quando o nimero de infectados comegard a diminuir, ou seja, quando a curva de infec¢io 3.2

comega a diminuir.

5.2.1 Pontos de Equilibrio

Note que R=N —S—1, logo S'(¢) e I'(t) dependem apenas de S e I, logo neste caso

considerando (S,7) um ponto de equilibrio do sistema 5.1, temos o seguinte sistema

F(S,1)=—BIS=0

. (5.9)
G(S,1)=BIS—al =0

Os pontos de equilibrio para o sistema serdo, ponto trivial Eg = (0,0) e o ponto livre
de doenca E; = (N,0), mas para o ponto de vista bioldgico s6 faz sentido falar do ponto E; =
(N,0), pois o nimero total da populacdo N é constante.

5.2.2 Estabilidade dos pontos de Equilibrio

A matriz jacobiana associada ao sistema 5.1 € dado por

IF(S,1) JF(S,I)

N ol B B

J(S.1) = _ | BT —BS
dG(S,I) 9G(S,I) Bl BS—a
JS ol

Para analisarmos a estabilidade da solugéo Ey = (N,0), substituiremos na matriz jaco-

biano o ponto dado. Assim,



—pB(0 —B(N 0 —pN
oy [ PO B ) (0 b
B) BN) -« 0 BN-o
logo,
tr(JEl) =pN-oa
det(JEl) =0
e
0 —BN A0
P(A) =det = —-ABN—a—A)
0 BN—« 0 A
Portanto, o polindmio caracteristico P(A) = —A(BN — a — A ) possui os seguintes auto-
valores como raizes da equacao
A =0
b=BN—a

Como o determinante da matriz jacobiana aplicada no ponto € zero, um dos autovalores

também serd. Portanto, nada pode se afirmar a respeito da estabilidade do ponto de equilibrio
livre de doenca E.

Comparando a populacdo S com a populagdo de removidos R, temos

F(S,R) = —ISB 5.10)
H(S,R) =10

de I =N — S —R, segue que

F(S,R)=—BS(N-S—R)=0 (5.11)
H(S,R)= —a(N—S—R)=0

O ponto de equilibrio obtido a partir de 5.11 é dado por E3 = (0,N), jaque S=0¢
R = N, implica em

(5.12)
H(S,R)=—a(N—(0)—(N))=0

50
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logo, esse ponto serd analisado através das caracteristicas do traco e do determinante da matriz

jacobiana no ponto E3.

IF(S,R) OF(S,R)

ds IR —BN+2BS+BR BS
J(S,R) = _ | TPNwabSTPR B : (5.13)
OH(S,R) OJH(S,R) o —o
aS JdR

Substituindo o ponto E3 na matriz jacobiana 5.13, temos

Jony = [ PNHBOFBW) BO) ) [ 00
—a Y " —a
por consequéncia,
tr(JE3):—(x
det(JE3):()

Nada pode ser afirmado sobre a estabilidade do ponto E3 em relagdo ao fator de reprodu-

tibilidade basal Ry, jd que um dos autovalores serd igual a zero em decorréncia do det(Jg, ) = 0.

5.3 Modelo S/R com dinamica vital e vacinacio constante (N constante)

Além da dinamica vital, podemos acrescentar aos modelos epidemioldgicos a vacina¢ao
constante. As campanhas de vacinac¢io constante sdo de extrema importancia no combate das
epidemias. Considerando P a proporc¢ado de sucesso da campanha de vacinacdo constante, sendo
0 < P < 1. Nesse modelo todos individuos que recebem a vacina entram diretamente na classe
dos removidos R.

Por questdes de normalizagdo, serd considerado para esse modelo que N(r) = S(¢) +
I(t) +R(t) = 1. Para as classes S, I e R no instante 7, o sistema de equagdes diferenciais do

modelo S/R com dindmica vital e vacinag¢do constante € dado por (HETHCOTE, 2000):
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¢ ds
U pis(e) ~uS()+u(1—P)
g — BI(1)S() — al(¢) — I (1) (5.14)
\ ‘;—f — al(t) — uR(t) + 4P

comf3 >0e0< a,u < 1, pois caso ambos sejam iguais a 0 ou a 1 obteremos os casos triviais.

As condigdes iniciais S(0), 1(0) e R(z) sdo dadas por S(0) = Sp > 0, I(0) =1y > 0
e R(0) =Ry =0. O termo —BIS nos dd a taxa de movimentagdo da classe dos individuos
susceptiveis de tamanho S(¢) para a classe dos individuos infectados de tamanho I(¢), com
u sendo os individuos que nascem em relacdo ao total da populacdo e uS, ul, uR a taxa de

mortalidade em cada classe respectivamente. Um esquema compartimental para o modelo é

dado por
p

sendo a dire¢do das setas indicando a saida ou entrada de individuos em cada classe.
Sabendo que no sistema a taxa de natalidade € igual a taxa mortalidade, somando as

duas equacgdes, obtemos

S'(t)+I'(t)+R(t)=—BIS+u—uS+pIS—ol —pul+ ol —uR
= U—u(S+I+R) = pu—p =0
verificando assim que a populagdo total N permanece constante.

Utilizando da segunda equacgao do sistema 5.14 para se fazer uma andlise do comporta-

mento de /(z)’, observamos que

It) =BIS—ol—ul=1(BS—a—pu).
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Para que /(¢)’ seja maior que zero , considerando que no inicio da doenga (¢t = 0) exista

uma dnica uma pessoa infectada, ou seja, 1(0) = 1 temos que (S — a — 1) > 0, portanto

BSo
a+u

> 1.

BSo—a—u>0= BSo>a+u =

No inicio da doenga Sp ~ 1 (N = 1), portando para o modelo 5.14 Ry serd dado por

B

Ry =
0% ot u

5.3.1 Pontos de Equilibrio

Como no modelos SIR original, a tltima equagdo do sistema 5.14 pode ser obtida por
R(t) = 1—S(t) —I(t), logo, para se fazer uma andlise do sistema, basta considerar as duas
primeiras equacoes.

S6 fard sentido utilizar da campanha de vacina¢do no ponto E; para Ry > 1, pois se

Rp < 1 o ponto ird convergir para o ponto livre de doenga, ndo existindo assim uma epidemia.

F(S,1)=—BIS—uS+(1—P)u =0

(5.15)
G(S,I)=BIS—al—ul=0
Para que a segunda equacgdo do sistema 5.15 seja igual a zero,
a-+u
I=0 ou S=
B
1) Se I = 0, obtém-se da primeira equacgado de 5.15 que
F(S,I)=—-B(0)S—uS+(1-P)u=0
= S=(1-P)
portanto, o ponto de equilibrio livre de doenga é dado por Ey = (1 — P,0).
2) Se I # 0, temos S = aﬁﬂ, logo, substituindo § = O‘Tﬂt na segunda equacao do sistema 5.15

encontra-se

[ =

(1-Pup—p(a+u) {I—P 1

Blo+p) (a+p) B

portanto, o ponto endémico do sistema 5.15 é dado por Ej = ((aE” ) U [( éjrz) — H )
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Se Rp < 1 o sistema 5.14 admite um udnico equilibrio chamado de equilibrio livre de
doenga dado por; Eop(1 — P,0). Caso contrdrio o sistema admite dois pontos de equilibrio,

equilibrio livre de doenca Ey e o equilibrio endémico dado por; E;| = <aT+“ u [;TZ — ﬂ ) .

5.3.2 Estabilidade dos pontos de equilibrio

No estudo feito por Almeida, a estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo SIR com

vacinagdo constante € classificado resumidamente da seguinte maneira (ALMEIDA, 2014):

proposicao 5.3.1. A andlise de estabilidade dos pontos de equilibrio do modelo SIR com vaci-
nagdo constante revela que hd uma propor¢cdo minima de vacinagcdo denotada por P, e dada

por P, =1— RLO’ que governa a dindmica do sistema da seguinte forma:

» Se P > P, ou seja, a taxa se vacinagdo for maior que a taxa minima de vacina¢do, entdo
o ponto de equilibrio livre de doenca Eg é assintoticamente estdvel e o ponto E| ndo

possui sentido biologico;

* Se P < Py, ou seja, a taxa de vacinagdo menor a taxa minima de vacinacdo, entdo o

ponto de equilibrio endémico, E1, é assintoticamente estdvel e o ponto E é instdvel.

Para andlise da estabilidade dos pontos de equilibrio serd utilizado o método do trago-

determinante. A matriz jacobiana associada ao sistema 5.15 é dado por

IF(S,I) 9F(S,I)

J(S,1) s ! _ | P BS (5.16)
IG(S,1) IG(S,I) pr BS—o—u
dS ol

1) Ponto Ey = (1 —P,0):

Substituindo o ponto Ey = (1 — P,0) na matriz jacobiano 5.16, obtemos

—u —B(1-P)
0 B(l-P)—a«a

J(1-P0)=
dessa forma,

r(Jg,) = B(1—P) — ot — 21
det(Jg,) = p(a+u—B(1—P))
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Se det(Jg,) <0, (a+u—pB(1—P)) <0,logo

o+u—pB(1-P)<0 = aﬁﬂ<(1—P)
oa+u 1
= P<1-— =1-—=Pr,
B Ro

assim, P < P,,. Dessa forma, segundo o método do trago-determinante o ponto Ey € instdvel.

Se det(Jg,) >0, («+u—pB(1—-P)) >0, logo

atp—B1-P)>0 = O‘ﬁﬂ><1—P)
o+ U 1
-~ P>1— —1——=p,
B Ro

portanto, P > P,,. De P, =1 — Rio =1- “E—a, obtém-se

B(Pn—1)>—-p—a = —BP,+pf—-u—-a<0
= B(1-P)—a—u<0

pela hipétese, 0 < u < 1, logo

tr(Jg,) =B(1—-P)—a—-2u<pB(l-P)—a—u<0.

Chegamos em det(Jg,) > 0 e tr(Jg,) > 0. Logo, o ponto Ej ¢ assintoticamente estdvel.

2) Ponto E| = <(az;”),u [(éjrﬁ) — l%])

Quando P > P, I(t) < 0 no ponto Ej. Portanto, o ponto E| s6 possui sentido biolgico

para P,, > P. Para que o ponto Ej exista € necessario entdo que (éc_TZ) — % >0,jaqueO< u <1,

assim

1—-P 1 1
——>0=P<]l——.
(c+u) B Ro

Substituindo o ponto £ na matriz jacobiano 5.16, obtemos
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Isso nos da

1) =

det(Jg,) = Bu(1— P))

a+u

como P < P,,temos P < 1— B logo

B(P-1)<—a—u = BP-1)+o+u<0
Bu(l—P)—p(a+u)>0
dessa maneira, det(Jg, ) > 0.
Por hipétese 0 < P < 1,1logo (1—P) >0e fu > 0. Portanto, tr(Jg,) = —Br(-p) 0,

(otp)
concluindo assim que o ponto endémico E; € assintoticamente estavel.

Tabela 5.1 — Resultados obtidos do modelo SIR 5.14 com dindmica vital e vacinacdo constante.

Reprodutividade basal | Ponto de Equilibrio | Ponto de Equilibrio
Ro Ey livre da doencga E| endémico
Ry <1 Estavel nao existe
Ro>1 Instavel Estavel

Fonte: Do autor (2020).

5.4 Modelo SIR e a epidemia de sarampo em Sao Paulo

O sarampo € uma doenga infecciosa aguda e altamente contagiosa, como demonstrado
na tabela 3.1 seu é R estd entre (12 — 18), um valor consideravelmente alto comparado a di-
versas doencas existentes no mundo (ESTOFOLETE et al., 2020). O seu modo de transmissao
ocorre de forma direta, por meio de secrecdes nasofaringeas expelidas ao tossir, espirrar, falar
ou respirar (MINISTERIO DA SAUDE, 2020c).

O virus do Sarampo circula de forma endémica em diferentes paises do mundo. No Bra-
sil, a circulagdo endémica do virus foi interrompida em 2000, e nas Américas em 2002, sendo

que, a partir destas datas, casos esporadicos e surtos limitados, relacionados a importa¢ao ocor-
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reram em diferentes paises das Américas (MINISTERIO DA SAUDE, 2016). A Organizagio
Pan-Americana da Saude relata que continente americano, segundo um Comité Internacional
de Especialistas foi considerado livre do Sarampo no ano de 2016 (OPAS, Organizacido Pan-
Americana da Saude, 2019).

No entanto, segundo uma Nota Informativa do Governo do Estado de Sao Paulo houve
um surto de Sarampo na Venezuela no ano de 2017, extrapolando as fronteiras chegando ao
Brasil, Colombia, Argentina, Chile, Equador e Peru em 2018, sendo que em marco de 2019,
houve a notificacdo de um surto intra domiciliar € um surto em universitarios, no municipio de
Sao Paulo (NOTA INFORMATIVA, 2019). Durante o ano de 2019 foram registrados diversos
casos no estado de Sio Paulo (BOLETIM EPIDEMIOLOGICO, 2020). No gréfico a seguir

podemos verificar a evolugdo da doenga durante todo ano de 2019 no Estado de Sao Paulo

Figura 5.3 — Nimero de casos, taxa de incidéncia acumulada e evolugdo de 1.
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5
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Casos Taxa de incidéncia Evolucdo de /
N =16.676
Ano:2019

Fonte: Boletim Epidemioldgico (2020), adaptado.

Existem diversos fatores sociais, logisticos e econdmicos que podem interferir na disse-
mina¢do de doencas na populagdo, mas observando o grafico 5.3, notamos que a evolucdo de
1(1),8(t),R(t) para o Sarampo em Sao Paulo no ano de 2019 segui os pardmetros indicados pelo

modelo SIR original.
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O principal intuito do estudo da propagacao de doengas € intender como a doenga ird
evoluir na populagcdo com o passar do tempo, podendo assim estabelecer as melhores estratégias
para protecdo dos individuos durante a propagacdo das doengas, ou seja, achatando cada vez
mais a curva de infeccdo (FIOCRUZ, Fundacdao Oswaldo Cruz, 2020). Uma das principais
estratégias de controle das propagacdes de doencas, sdo:

Vacina: Muitas doencas comuns no Brasil € no mundo deixaram de ser um problema
de saide publica por causa da vacinagdo massiva da populagdo. A sua utilizacdo se tornou
um dos métodos mais eficazes e atraente para se controlar a propagacdo de doencas, pois o
numero de individuos susceptiveis pode ser reduzido consideravelmente. Os pontos negativos
para vacinacdo sdo os possiveis riscos de efeitos colaterais para grupos de individuos ou as
condigdes publicas e de satide da populacio (MINISTERIO DA SAUDE, 2020b).

Distanciamento social: Diminui a taxa de contacto entre individuos susceptiveis e in-
fectados durante periodos de quarentena ou campanhas de saude. Geralmente utilizado para
doencas novas e que ainda ndo se tenha desenvolvido uma cura ou tratamento eficazes.

Para evitar que uma doenga evolua € necessario que uma porcentagem da populacio
tenha sido vacinada. Para encontrar a propor¢do minima Pm (visto no capitulo 5 no modelo S/R
com vacinacao constante) da populacdo que deve ser vacinada para evitar uma epidemia, utiliza-
se do ndmero basico de reproducdo Ry = %. Sendo 0 < P, < 1 e o instante inicial ¢t = 0,
temos (1 — P,,)Sp individuos suscetiveis no inicio da infec¢do, entdo em relacdo a vacinagdo

- So(1—P,
temos agora que Ry = W, logo

Ro = ﬁSO(l _Pm)

= Ro(1—P
0 o 0( m)

Para que haja entdo a erradicacao da doenca, ou até mesmo uma contengdo para se evitar
uma epidemia, é necessario que Ry(1 — P,) < 1. Para que isso ocorra (SHULGIN; STONE;
AGUR, 1998),

1 1
Ry(1-Py)<1= (1-Py)<— =P, >| | ——
Ro Ry

A vacinagdo € a principal medida de controle do Sarampo, logo, considerando o fato
de que seja possivel vacinar uma proporc¢ao P da populacdo no mesmo instante, com Ry = 18,

tem-se
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1 1
Py 1-— ) = P, 1—— ) = 0,944
>(1-g) =27 (1-5) =08

portanto para erradicacdo do Sarampo € necessdrio que uma propor¢ao minima Pm = 94,4%
de individuos seja vacinada.

Mesmo considerando o Sarampo eliminado por diversos anos, a diminui¢do das taxas
de vacinagdo produziu reemergéncia viral em vdrios paises, incluindo o Brasil (ESTOFOLETE
et al., 2020). De acordo com o guia de vigilancia epidemioldgico de 2009 podemos observar no
grifico a seguir que nos anos onde as coberturas vacinais nao sdo homogéneas e estdo abaixo
de 95%, a doenca tende a comportar-se de forma endémica, com a ocorréncia de epidemias a

cada dois ou trés anos, aproximadamente (MINISTERIO DA SAUDE, 2009).

Figura 5.4 — Coeficiente de incidéncia e cobertura vacinal do Sarampo. Brasil, 1980 a 2000.
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Fonte: Ministério da Satde (2009), adaptado.

5.5 Modelo SIR e a epidemia da COVID-19 em Wuhan

No final de 2019 e inicio de 2020 surgiu em Wuhan distrito da China a Covid-19, que
¢ uma doenca causada pelo Coronavirus SARS-CoV-2, que apresenta um quadro clinico que
varia de infecgdes assintomdticas a quadros respiratérios graves (MINISTERIO DA SAUDE,
2020a). A maioria dos pacientes com COVID-19 (cerca de 80%) podem ser assintomadticos e
cerca de 20% dos casos podem requerer atendimento hospitalar por apresentarem dificuldade

respiratoria e desses casos aproximadamente 5% podem necessitar de suporte para o tratamento



60

de insuficiéncia respiratéria (suporte ventilatério) (MINISTERIO DA SAUDE, 2009; OPAS,
Organizacdo Pan-Americana da Saude, 2020). Até o momento que o trabalhado estd sendo
realizado, ndo foi desenvolvido um tratamento ou uma vacina para o Covid-19. Segundo a
OMS o melhor método até o momento para o controle de sua propagacao € o distanciamento
social (WHO,World Health Organization, 2020).

Como podemos observar no grafico a seguir, que o comportamento da curva de infec-
tados e recuperados da Covid-19 na cidade de Wuhan até o més de marco de 2020 seguem os

parametros do modelo SIR (TENDENCIA GLOBAL, 2020).

Figura 5.5 — Evolugédo do virus COVID-19 na cidade de Wuhan/China.
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Fonte: Tendéncia global (2020), adaptado.

Portanto, entre os trés modelos aqui estudados, o modelo SIR € o que mais se aproxima
do comportamento da Covid-19 na China nos 3 primeiros meses do ano de 2020.

No Brasil vivem aproximadamente 200.000.000 de habitantes (IBGE, Instituto Brasi-
leiro de Geografia e Estatistica, 2020), logo, considerando que o Ry do Coronavirus no Brasil
sejaigual a 2, e supondo que a vacina para combate ao virus tenha sido desenvolvida. A propor-

¢do minima P,, de individuos da populacao brasileira que precisa ser vacinada para erradicagcao
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da doenca serd de

1 1
Pp>(1—— | =B, > 1—=%| = 0,5%100 = 50%
Ry 2

ou seja, 100.000.000 de pessoas devem ser vacinadas. Considerando agora Ry = 3, temos P, ~
66,7%, ou seja, cerca de 133.400.000 pessoas devem ser vacinadas. O cdlculo da propor¢do
minima de individuos que devem ser vacinados pode ser calculado para qualquer doenga que se
conheca seu Ry.

Vale ressaltar que os modelos aqui apresentados, sio modelos simples, logo o estudo
de imunizacdo em doencas realistas requer o uso de modelos mais complexos. A dindmica
da doenca, muitas vezes € diferente em diversos fatores como a idade, sexo e o estrato social.
E usual dividir a populacdo de susceptiveis, infecciosos e removidos em vdrios estratos ou
subgrupos.

Um modelo pode dividir a populacdo em varios subgrupos por idade, sexo ou outros
fatores, e ser usado para determinar quais grupos devem ser alvo de uma campanha de imuni-

zacdo. Consideracdes sociais e médicas sao cruciais.
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6 CONCLUSAO

No inicio, estudamos como introdu¢do do trabalho alguns modelos de crescimento po-
pulacional. No passo seguinte estudamos os modelos epidemiolégicos basicos SI, SIS e SIR. O
modelo SIS foi reduzido a uma equagao logistica como método de solucdo do sistema.

Acrescentamos também aos modelos S/ e SIS a dindmica vital (considerando o tamanho
da populacdo N constante), sendo feito em cada modelo a andlise de estabilidade dos pontos de
equilibrio em relac@o ao fator de reprodutibilidade basal Ry. Acrescentamos também a dindmica
vital e a vacinagdo constante ao modelo S/R.

Vimos a importincia do fator de Reprodutibilidade Basal, nos modelos estudados, ja
que dizem muito a respeito da estabilidade dos pontos de equilibrio encontrados, determinando
assim a potencialidade da doenga se tornar epidémica ou ndo. Concluiu-se que, dos dois pontos
de equilibrio encontrados para cada modelo com dindmica vital, que o ponto livre de doencga é
assintomaticamente estavel para Ry < 1, quando isso ocorre, o ponto endémico nio existe no
ponto de vista biolégico. Para o ponto Ry > 1, o ponto endémico existe, e € assintomaticamente
estavel, ja o ponto livre de doenca serd instéavel.

Por fim, apresentamos dados e graficos que comprovam como o comportamento de do-
encas como Sarampo e Coronavirus seguem o comportamento das fungdes S,/ e R do modelos
SIR original.

Certamente os modelo propostos nesse trabalho ndo retrataram fielmente a verdadeira
dindmica de propagacdo das doencas, pois existem diversos fatores que influenciam na dindmica
das mesmas. Melhores aproximacdes da realidade necessitam, de modelo mais complexos,
sendo necessdrio introduzir novas varidveis, que simulam situa¢des da vida real. No entanto,
mesmo sem introduzir varidveis e dados reais ao modelo SIR original, e por mais distante da
realidade que o modelo esteja, observamos por uma andlise e comparacdo de seus graficos,
como o nimero de casos de Sarampo no Estado de Sao Paulo Brasil, e o0 avangco do Coronavirus
na cidade de Wuhan China, possuem o comportamento de propagacao semelhantes.

Apesar dos modelos estudados nesse trabalho serem bdsicos, seus sistemas de equacdes
servem de base ou ponto de partida para a formulacdo de modelos epidemiolégicos mais com-
pletos, podendo representar bem a dinamica de dispersdao de diversas epidemias existente no
mundo. Embora as analises matemaéticas feitas no trabalho tenham sido simples, os resultados
mostraram que os modelos epidemiolégico podem ser instrumentos importantes para o enten-

dimento da propagacdo de doengas, podendo assim auxiliar no combate e controle das mesmas.
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