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RESUMO

A monografia em questdo visa a andlise de vigas mistas aco-concreto considerando os diversos
efeitos ndo lineares inerentes a tipologia estrutural, tais como: plasticidade, fissurac@o e interacao
parcial. Esses efeitos geram grande complexidade ao projeto exigindo metodologias computacio-
nais para a aferi¢do precisa do comportamento estrutural. Para a consideracdo da plasticidade, o
Método da Rétula Pléstica Refinado foi utilizado, pois além de se destacar pela sua simplicidade,
possui boa eficiéncia numérica. Para conseguir captar tal efeito sdo inseridas molas rotacionais
ficticias nas extremidades dos elementos finitos. Entretanto, essa abordagem foi desenvolvida para
materiais isotrépicos com comportamento elasto-plastico perfeito, implicando em perdas de pre-
cisdo na andlise de estruturas que contém concreto em sua composicdo. Além disso, os efeitos
da interagdo parcial ndo podem ser simulados pelo comportamento inerentemente rotacional das
molas. Desse modo, a introducdo dos efeitos da fissuracdo e da interac@o parcial é abordada via
momento de inércia efetivo definido por critérios normativos. De forma geral, o objetivo princi-
pal desse trabalho foi conseguir validar a formula¢do de Branson e Metz para estruturas mistas de
aco-concreto englobando os trés efeitos nao lineares citados anteriormente. Para isso, utilizou-se
o software CS-ASA (Computational System for Advanced Structural Analysis), que possibilitou a
extragdo de parametros para a comparagdo de resultados experimentais € numéricos para trés dife-
rentes exemplos. Também foi realizado um estudo de refinamento de malha para averiguar o quao
relevante € a discretizagdo do elemento em um ndmero cada vez maior de nds, ja que na formulagdao
implementada todos os efeitos ndo lineares sdo concentrados nos pontos nodais. Como conclusao,
a formulacdo implementada conseguiu englobar os efeitos de plastificacdo, fissuracdo e interacao
parcial nas estruturas analisadas. Além disso, a mesma apresentou uma baixa sensibilidade a ma-
lha, de forma que malhas menos refinadas foram capazes de descrever o comportamento das curvas
experimentais.

Palavras-chave: Estruturas mistas. Plastificacdo. Fissuragdo. Interacdo parcial. Método da Rétula
Plastica Refinado.
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1 INTRODUCAO

As estruturas sdo sistemas fisicos capazes de receber e transmitir esforgos, funcionando
como “‘esqueleto” para a edificacdo, de forma que suas ligacdes garantem a estabilidade dos ele-
mentos. Portanto, elas devem ser projetadas para resistir a todas as acdes atuantes durante sua vida
util com segurancga e estabilidade.

A escolha apropriada de materiais ¢ fundamental no ramo da construgdo civil. Dentre os
materiais mais utilizados, o aco e o concreto se destacam, sendo que a associacdo deles leva a
um melhor aproveitamento fisico e mecanico das suas propriedades. Contudo, o sistema estrutu-
ral misto de aco-concreto, apesar de ter varias vantagens, pode ndo ser muito utilizado devido a
complexidade dos cdlculos e andlises dessa tipologia. Sendo assim, o uso de metodologias com-
putacionais se sobressai (LIEW; CHEN; SHANMUGAM, 2001; LEMES, 2018), uma vez que
extrapolam as simplificacdes dos cédigos de projeto presentes na ABNT (2008).

No presente trabalho optou-se por utilizar a plataforma Computational System for Advanced
Structural Analysis (CS-ASA), desenvolvida por Silva (2009), pois uma de suas vantagens € que
seu sistema € todo estruturado em moédulos. Sendo assim, € possivel realizar alteracdes e imple-
mentac¢des de forma pontual dentro do cddigo. Assim, uma introducdo a mecanica computacional
aplicada a engenharia de estruturas foi realizada, seguida de um estudo das abordagens normativas
relevantes para esta monografia.

Com relacdo as andlises estruturais, sabe-se que os dados obtidos por andlise linear eldstica
ndo explicam a totalidade do comportamento da estrutura. Isso se dd porque efeitos ndo consi-
derados nesta metodologia de andlise, como a fissuracdo do concreto, a plastificacdo do ago e a
interagdo parcial em estruturas mistas de aco-concreto, colaboram ainda mais para aumentar as so-
licitacOes e a deslocabilidade nos elementos. Ou seja, os efeitos nao lineares devem ser levados em

consideragdo para se obter um resultado mais proximo da realidade.

1.1 Objetivos gerais

O principal objetivo do presente trabalho € avaliar se a equacdo proposta por Branson e
Metz (1963) para a consideracdo do momento de inércia efetivo — ja validada para estruturas de

concreto — também € eficiente na avaliacdo da fissuragdo do concreto em estruturas mistas.
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Para a andlise da plastificagao, € utilizado o Método da Rétula Pléstica Refinado (MRPR),
onde sdo introduzidas molas rotacionais ficticias de comprimento nulo na extremidade dos elemen-
tos para avaliar a degradagdo da rigidez dos mesmos. Ou seja, € considerado um modelo onde a
plastificac@o da estrutura é concentrada nos nds e medida por meio da degradacdo da rigidez das
pseudo-molas.

Vale ressaltar que, no CS-ASA (SILVA, 2009), ja foram implementadas diversas metodolo-
gias de cdlculo para se obter resultados precisos na anélise e dimensionamento de elementos mistos
de aco-concreto - como € o caso do trabalho de Lemes (2018). Entretanto, o intuito da presente mo-
nografia € inserir uma nova formulagdo na plataforma capaz de considerar os efeitos nao lineares
de estruturas mistas por meio da Equacao de Branson e Metz (1963) para a fissura¢do e do Método
da Rétula Plastica Refinado para a plastificagcdo, inserindo também o grau de interagdo descrito na
ABNT (2008) com o intuito de considerar o deslizamento na interface ago-concreto.

Como parametros de comparagdo e validacdo da formulacdo aqui apresentada, sido utili-
zados resultados experimentais realizados por Chapman e Balakrishnan (1964), McGarraugh e
Baldwin Jr. (1971) e Ansourian (1981), selecionados para que tanto o modelo numérico quanto o
experimental consigam avaliar adequadamente os efeitos lineares, seja de maneira isolada ou em
conjunto.

Além disso, uma andlise de refinamento de malha € realizada, ou seja, avalia-se o quao
relevante € a discretizacdo do elemento em um nimero cada vez maior de nds para a melhoria do
resultado final. A importincia desse estudo se d4 porque na formulacdo implementada todos os

efeitos ndo lineares sdo concentrados nos pontos nodais.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Consideracoes iniciais

Um elemento estrutural misto aco-concreto € basicamente constituido por um perfil de aco
(podendo ser soldado, moldado a frio ou laminado), e por um elemento de concreto. A associa¢ao
do aco e do concreto visa, fundamentalmente, o melhor aproveitamento fisico e mecanico desses
materiais, melhorando caracteristicas como resisténcia, rigidez, protecdo dos elementos metdlicos
a incéndio e a corrosdo, dentre outras. Além disso, uma vantagem executiva de sistemas mistos
aco-concreto refere-se a reducdo de prazos de execucdo da obra, pois durante a cura do concreto,
esse pode ser suportado por perfis metdlicos e formas — reduzindo gastos com escoramentos €
aumentando o espaco livre de circulagdo na obra (LEMES et al., 2017a).

Ou seja, o intuito de unir dois materiais distintos em um mesmo elemento estrutural é ma-
ximizar o aproveitamento mecanico e fisico dos mesmos. Entretanto, para que essa unido ocorra,
€ preciso ter um meio de conexdo entre eles. No caso das estruturas mistas, essa conexao pode
ser feita por conectores mecanicos, conhecidos como conectores de cisalhamento. Lemes (2018)
ressaltou que independentemente do tipo de conector utilizado, o que define a eficiéncia da liga-
cdo entre os materiais é o grau de interacdo, que estd relacionado diretamente com o nimero de

elementos de ligacdo. Esse grau de interagdo pode ser dividido em trés grupos:

e Total: quando h4 perfeita conexao entre os materiais, exigindo uma quantidade de conectores

suficiente para que ndo haja deslizamento entre eles (Figura 2.1(b));

e Parcial: quando apesar de os materiais trabalharem de forma conjunta, os conectores sofrem
deformacao, provocando deslizamento na interface ago-concreto. Essa interacdo parcial, ine-
rente as estruturas mistas, influencia principalmente na distribui¢do de tensdes e nos estados

limites dltimos e de servigo (Figura 2.1(c));

e Nula: quando ndo ha conexdo entre os materiais, de forma que a viga é dimensionada como
metdlica e a laje como de concreto armado ou mista (laje com forma de ago incorporada),

ambos como elementos isolados (Figura 2.1(d)).

Os trés grupos citados anteriormente estdo ilustrados na Figura 2.1. Vale ressaltar a Figura

2.1(a) representa a configuracdo indeformada da viga mista analisada.
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Figura 2.1 — Tipos de interagdo em vigas mistas de aco-concreto

TTTTTTT \___
277

(a) Viga indeformada (b) Viga deformada com interagdo total
(c) Viga deformada com interacdo parcial (d) Viga deformada sem interagio

Fonte: (LEMES, 2018)

O grau de interagdo (7;), que € a varidvel que avalia o grau de unido entre os elementos
constituintes da estrutura, € calculado por meio da relacao entre a resisténcia dos conectores traba-
lhando em conjunto (XHg,) € a forca de cisalhamento solicitante na interface aco-concreto (Hsy),

conforme indicado na Equagdo 2.1 (ABNT, 2008).

YHgq
i = 2.1
M= e 2.1)

Esse grau de interacdo € de extrema importancia ao se avaliar a deslocabilidade da estrutura
em funcdo dos carregamentos. Dessa forma, a ABNT (2008) propos a reducdo do momento de
inércia como forma simplificada de avaliacdo da perda de rigidez do elemento estrutural em fungao
do grau de interacdo. Sendo assim, quanto maior a unido/interacdo entre a laje e o perfil de aco,
maior serd o momento de inércia efetivo da secao. A descri¢do e o cdlculo do momento de inércia

efetivo da se¢do mista serdo discutidos posteriormente no topico 2.6.

Sendo assim, no trabalho em questdao foram estudadas vigas mistas com interagcdo parcial
contendo nimero de conectores varidveis, respeitando os valores de grau de interacdo utilizados
experimentalmente. Entretanto, para que haja melhor compreensdo de como foram realizadas essas
andlises, serdo abordados nos préximos tépicos conceitos tedricos para a solu¢do do problema

estatico ndo linear.
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2.2 Matriz de rigidez, vetores de forcas e de deslocamentos

Ao se realizar um dimensionamento estrutural, € preciso avaliar o comportamento de cada
elemento em funcdo dos carregamentos solicitantes, visando atender os limites normativos para
Estado Limite Ultimo e Estado Limite de Servico em fungdo do material escolhido. Quando esse
processo € realizado por softwares, o cdlculo computacional € realizado através de metodologias
que buscam uma representacdo realista da estrutura em forma de equacgdes e leis da fisica. Por
meio dessas metodologias, € possivel calcular os efeitos das solicitacdes em diversos parametros

da estrutura real, como capacidade resistente e deslocabilidade.

As estruturas estaveis cujas reagdes de apoio e os esfor¢os internos sdo possiveis de deter-
minar apenas através das equacdes de equilibrio sdo chamadas de estaticamente determinadas ou
de estruturas isostdticas. Essas estruturas possuem o nimero de vinculos igual ao de condi¢des de
equilibrio e todos os seus graus de liberdade, como corpo rigido, sdo restringidos. H4 também as
que possuem menos restricdes (vinculos) do que graus de liberdade. Essas, estruturas hipostdticas,
nao possuem estabilidade. Ja aquelas cujo nimero de vinculos € superior ao nimero de equagdes
de equilibrio, e com todos os seus movimentos de corpo rigido restringidos (translacdes e rota-
coes), sdo chamadas de estruturas estaticamente indeterminadas ou de estruturas hiperestdticas,

representando a maioria das estruturas existentes na realidade.

Para determinar as reacdes de apoio e os esforcos internos em estruturas hiperestaticas, é
preciso considerar também possiveis deslocamentos e “deformabilidades” da estrutura em questdo.
Isso € feito a partir de métodos que aproximam a estrutura real a um modelo matemaético, sendo
capaz de nao s6 determinar reagdes de apoio e esfor¢os internos da mesma, mas também prever

seus possiveis deslocamentos. O método estudado neste trabalho € o método dos deslocamentos.

A principio, para o método dos deslocamentos, trabalha-se com a ideia de encontrar as
forcas necessdrias para produzirem deslocamentos unitdrios em um elemento de poértico plano.

Esse elemento genérico pode ser representado pela Figura 2.2.

Como pode ser visto, cada né - situado nas extremidades do elemento - possui 3 possibili-
dades de movimento no plano, ou seja, possui 3 graus de liberdade. Por convencio, adota-se que
a numeracao dos graus de liberdade do elemento comega a partir da sua extremidade esquerda (n6

inicial), obedecendo a seguinte ordem em cada nd: primeiro o grau de liberdade referente aos des-
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Figura 2.2 — Elemento genérico de poértico plano e seus graus de liberdade

Vi

V2
6, / \ uj 6, / \ 175)

1 2
® ]

Fonte: Da autora (2020)

locamentos horizontais, depois o referente aos verticais e por dltimo o referente a rotacdo atuante
naquele no. Isso pode ser visualizado na Figura 2.2.
Para o método em questdo e considerando as deformagdes eldsticas, utiliza-se como base a

seguinte equagao:

F =kx (2.2)

onde F ¢ a forca aplicada sobre o elemento, k representa a rigidez do mesmo (que funciona como
um “impedimento” a0 movimento), e x é o deslocamento elastico do grau de liberdade onde a forca
F foi aplicada.

Além disso, essa relacdo demonstra que o deslocamento (x) sofrido por um corpo € direta-
mente proporcional a forca aplicada sobre ele (F) e inversamente proporcional a rigidez (k) desse
mesmo corpo. Ou seja, quanto maior a solicitagdo aplicada em um elemento estrutural, maior é
o deslocamento sofrido pelo mesmo. Por outro lado, quanto mais rigido for esse elemento, maior
impedimento ele vai ter para se deslocar e consequentemente o deslocamento estrutural sera menor.

Em um sistema com n graus de liberdade, n equagdes podem ser escritas montando-se um
sistema de equacodes. Assim, solu¢des matriciais podem ser utilizadas. Ou seja, para cada elemento
estrutural, é preciso construir uma matriz de rigidez, um vetor de forcas externas e um vetor de
deslocamentos, considerando os 6 graus de liberdade presentes no mesmo.

O vetor de forgas externas possui o nimero de linhas coincidente com o nimero de graus de
liberdade da estrutura, respeitando a ordem definida pela conven¢do adotada na Figura 2.2. Além
disso, nao sdo consideradas as forcas aplicadas sobre pontos nodais com deslocamentos restringidos
(apoios). Isso € feito uma vez que essas forcas ndo geram deslocamentos na estrutura, assim elas
sdo transferidas diretamente para os elementos de apoio. Em termos numéricos, pode-se desprezar

esses graus de liberdade na construc¢do do sistema de equagdes reduzindo a ordem do sistema e
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aumentando a velocidade de execugdo das andlises. Portanto, se hd alguma forca aplicada no né
sem restri¢des, o valor no vetor € diferente de 0; mas se nao ha aplicacdo de forcas, o valor da linha
referente ao grau de liberdade € nulo. A montagem detalhada do vetor de forcas se encontra em

Apéndice A.

Sendo assim, o vetor de for¢as do elemento estrutural, referenciado ao sistema x’y’, repre-
sentado na Figura 2.2 possui 6 linhas e 1 coluna, obedecendo a ordem convencionada na mesma.

Ou seja:

F, = (2.3)

\ Vg
onde Fy e Fy, sdo as forgas horizontais, Fy; € Fy; sdo as forgas verticais e M| € M, sd0 0os momentos

aplicados nos nés 1 e 2, respectivamente.

J4 a matriz de rigidez de um elemento genérico de pdrtico representado pela Figura 2.2,

pode ser escrita da seguinte forma:

r EA EA T
— 0 0 - 0 0
Ly Ly
12EIn 6EIn 12EIn  6EIn
0 3 12 0 B 12
L 1 Ly 1
6L 1In 4EIn 6EIn 2FEIn
0 0 —
K L% L, L% L 2.4
= EA EA :
— 0 0 — 0 0
Ly L,
12E1In 6EIn 12E1In 6EIn
O o T 0 3 I?
1 1 1 1
6EIn 2EIn 6EIn 4EIn
0 0 —
L3 L L2 L
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em que E € o mddulo de elasticidade do material (considerando apenas 1 material no elemento), A
e I, sdo as propriedades geométricas da secao transversal, drea € momento de inércia, respectiva-

mente. A varidvel L é o comprimento do elemento 1.

Como observado, a matriz anterior representa a rigidez para apenas um elemento, sendo que
cada linha e coluna representam 1 grau de liberdade do elemento de pértico plano, ou seja, variando
de 1 a 6. Essa matriz foi deduzida com alguns conceitos de Teoria das Estruturas e Resisténcia dos

Materiais, conforme indicado em Apéndice B.

Entretanto, sabe-se que, na pratica, a maioria das estruturas é composta por mais de um
elemento. Consequentemente, os modelos matemdticos devem ser criados de forma que sejam
aplicdveis a estrutura como um todo, calculando deslocamentos e forcas internas referentes a qual-

quer um dos nés dos elementos que a compdem.

Essa integracdo dos elementos € feita em todas as matrizes e vetores que participam das
equagdes para encontrar os deslocamentos sofridos, dentre elas a matriz de rigidez. Entdo, ao invés
de se ter uma matriz de rigidez para cada elemento, t€m-se uma inica matriz que engloba a estrutura

toda. A deducdo dessa matriz de rigidez generalizada se encontra no Apéndice C.

Conhecendo-se, entdo, o vetor de forcas externas e a matriz de rigidez da estrutura, resta
calcular o vetor de deslocamentos sofridos pela mesma. Esse vetor serd a varidvel do problema,
pois os deslocamentos sofridos pelo elemento estrutural dependem dos parametros da matriz de

rigidez do elemento e do vetor de forcas externas aplicadas no mesmo.

Partindo-se da andlise da relacdo linear carga-deslocamento (Equacao 2.2) e considerando
que o sistema estrutural € trabalhado com matrizes e vetores, € preciso utilizar propriedades matri-
ciais para determinar o vetor de deslocamentos. Ou seja, considerando F o vetor de forgas externas,
K a matriz de rigidez global da estrutura e x o vetor de deslocamentos, é necessdrio multiplicar a
inversa da matriz de rigidez K pelo vetor F, que funciona como uma divisdo quando se trata de

escalares. Ou seja:

x=k7'F (2.5)
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O vetor de deslocamentos x ¢ definido de maneira equivalente ao vetor de forcas externas
F, contendo nele somente os termos em que os deslocamentos ndo estdo restringidos, ou seja, o
nimero de linhas do vetor de deslocamentos equivale ao niimero de graus de liberdade.

Ou seja, por meio da relacdo carga-deslocamento € possivel quantificar os deslocamentos
sofridos por elementos submetidos a diferentes forgas solicitantes. Entretanto, ao se tratar de ele-
mentos com comportamento nao linear, a matriz de rigidez ndo € constante para todos os niveis
de carregamento. Isso ocorre porque a medida que as solicitacdes aumentam, pode ocorrer o sur-
gimento de fissuras na secdo transversal do elemento constituido por concreto, por exemplo. Ou
ainda, a diminuicao da rigidez a medida que ocorre plastificacdo dos elementos de aco ou aumento
das tensdes de compressdo em elementos de concreto, devido ao comportamento inerentemente
nao-linear do material.

Dessa forma, € preciso adaptar a matriz de rigidez para esse comportamento varidvel do
material, de forma a inserir na relagdo carga-deslocamento os efeitos nao-lineares dos materiais

como a fissuragdo, a interagcdo parcial e a plastificacao.

2.3 O elemento finito e a formulac¢io corrotacional

Como abordado no tépico 2.2, a matriz de rigidez demonstrada anteriormente ndo repre-
senta a totalidade dos problemas tratados na engenharia, pois ndo inclui efeitos da ndo linearidade
dos materiais (fissuracdo, interagdo parcial e plastificacdo). Essa matriz torna-se insuficiente para
algumas andlises, jd que nenhum material é na realidade perfeitamente eldstico. Além disso, na
pratica, os elementos de concreto estdo sujeitos ao surgimento de fissuras, o que altera proprieda-
des como a drea da secdo transversal, modificando consequentemente 0 momento de inércia e a
rigidez ao longo de sua vida til.

Para tentar resolver esse problema e buscar a representacdo da estrutura real englobando os
efeitos ndo-lineares anteriormente descritos, utiliza-se o elemento finito hibrido ilustrado na Figura
2.3. Trata-se de um elemento de viga-pilar (comumente referenciado na literatura como elemento
de pértico plano) de comprimento limitado, sendo delimitado pelos nds i e j. Além disso, esse
possui pseudo-molas rotacionais em suas extremidades com o intuito de abordar a plastificacdao

— que serd discutida no préximo tdpico. Apenas a rigidez a flexdo é degradada, pois a rigidez
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axial pouco interfere nesse tipo de simulacdo como observado por diversos autores (CHAN; CHUI,

2000; LIU; LIU; CHAN, 2012b; LEMES, 2018).

Figura 2.3 — Elemento finito composto para simula¢do da plasticidade com pseudo-molas

Spi Spj
NG i 0—@—0 o—@—o N6 j
T— Molas ficticias 41

Fonte: (LEMES, 2018)

Elemento de viga-pilar

De acordo com Battini (2002), a abordagem corrotacional é um caminho para uma andlise
ndo-linear eficiente no contexto do método dos elementos finitos. Crisfield (1991) definiu o refe-
rencial corrotacional como um sistema de eixos ortogonais ligado aos extremos dos elementos que
se movimenta simultaneamente com as deformacgdes. Se o elemento estrutural apresenta grandes
deslocamentos e rotacdes, os graus de liberdade globais contém o movimento rigido e a parte que
realmente causa deformacdao (LEMES, 2018). E, segundo Silva (2016), a principal ideia, nesse
contexto, é¢ a decomposi¢do do movimento do elemento em duas parcelas: uma associada aos des-
locamentos que realmente causam deformacgdo no elemento, denominados deslocamentos naturais,
e outra aos deslocamentos de corpo rigido. A movimentacdao do elemento é medida através do
uso do sistema de coordenadas cartesianas locais (X, Y), que terdo uma rotagdo e translacdo em

conjunto com o elemento (Figura 2.4).

Ou seja, na formulacdo corrotacional sdo tirados os graus de liberdade que ndo causam
deformacdo no elemento, provocando somente deslocamentos no mesmo. Sendo assim, ela tem o
intuito de “eliminar” os graus de liberdade que causam rigidez expuria na estrutura. Entende-se por
rigidez expuiria 0 momento em que a estrutura comega a apresentar menores deslocamentos do que

os reais, indicando uma incoeréncia entre a formulacdo matemaética e o problema real.

No caso de elementos de barra, ou viga-pilar, por exemplo, em que a consideragdo da teoria
de Euler-Bernoulli € feita na avaliacdo de problemas inelésticos, trabalha-se exclusivamente com
tensOes normais. As tensdes cisalhantes sdo secunddrias, ou seja, s80 menos importantes que as

tensdes normais, influenciando pouco na andlise da estrutura.
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Figura 2.4 — Deslocamentos no sistema global de coordenadas

Fonte: (LEMES, 2018)

Outro ponto relevante é que a matriz de rigidez de uma estrutura € montada em funcdo do
nimero de graus de liberdade da mesma. Ou seja, quanto maior o nimero de linhas/colunas dos
vetores e matrizes das equagdes, maior o tempo de processamento da resposta e consequentemente

maior o custo computacional.

Nos graus de liberdade anteriormente estudados e convencionados (Figura 2.2), eram con-
tabilizados 2 para deslocamento axial em cada elemento finito — um para o né i e outro para o j. No
caso em que os 2 deslocamentos axiais sdo iguais, ou seja, u] € igual a u,, ndo ha deformacao axial

no corpo do elemento estrutural, como mostrado na Figura 2.5.

Figura 2.5 — Elemento com deslocamentos axiais iguais

231 uz
N N
1 2
[ L
(xl,ul) (x23u2)

Fonte: Da autora (2020).

Como pode ser visto pela Figura 2.5, quando ha deslocamentos axiais iguais, hd apenas a

translagdo do elemento como corpo rigido, sem deformagdes no mesmo.
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Assim, para a avaliacdo das deformacoes, sdo considerados somente os graus de liberdade

3,4 e 6 do elemento finito, conforme demonstrado na Figura 2.6.
Figura 2.6 — Elemento finito corrotacional

9,',Mi Gj,Mj

(- « —an

L

A

Fonte: (LEMES, 2018).

Ou seja, se escrevermos o vetor de forcas e a matriz de rigidez do elemento finito conside-

rando apenas os graus de liberdade importantes para o problema, eles ficariam da seguinte forma:

N
F, = M; (2.6)
M;
— EA —
— 0 0
Ly
4F1 2E1
K=| 0 " " 2.7)
Ly Ly
0 2EIn 4EIn
i Ll L

Como pode ser visto, nao ha nada nos termos da matriz de rigidez que aborde os efeitos
de plastificagdo ou fissuracdo do elemento, pois os valores de drea e momento de inércia da secao
transversal se referem a secdo ndo fissurada em regime eléstico.

Portanto, o Método da Rétula Plastica Refinado foi utilizado para a insercao da plastificacio
no problema, enquanto as equacdes de reducdo do momento de inércia propostas por Branson e

Metz (1963) foram utilizadas para a avaliagdo da secdo fissurada.

2.4 Meétodo da Rétula Plastica Refinado (MRPR)

Ao se tratar da plastificacdo do material, entende-se pela degradacdo do mdédulo de elas-

ticidade do mesmo, ou seja, o comportamento do elemento deixa de estar em Regime Eldstico e
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passa a se enquadrar no Regime Plastico. Na referida situa¢do, o material ndo € capaz de restaurar
completamente a sua configuracdo original apds cessar o carregamento.

Uma alternativa de inserir o efeito da plastificacdo na Matriz de Rigidez é através do Método
da Roétula Plastica Refinado - MRPR, onde os efeitos da ndo linearidade do material sdo tratados
exclusivamente nos nds. Do ponto de vista analitico, quanto mais nés inseridos para andlise, me-
lhores os resultados com relacdo a plastificacdo do material na realidade. Entretanto, inserir um
nimero muito elevado de nds torna o processo de cdlculo bem mais demorado - apesar de mais
realista. Assim, é preciso analisar o0 melhor nimero de nés para obten¢do de um resultado preciso
sem aumentar o tempo de processamento necessario para a andlise da estrutura.

No MRPR, como dito anteriormente, a plasticidade do material é concentrada em nds por
meio de pseudo-molas rotacionais de comprimento nulo. Essas, acopladas aos nds das extremida-
des do elemento finito, fazem com que toda degradacdo da rigidez a flexdo ocorra exclusivamente
nos pontos nodais e possam ser estudadas a partir do comportamento das molas. Ou seja, € possivel
simular a plastificacdo que ocorre no elemento finito em fun¢do dos diferentes tipos de carrega-
mento. Essa plastificacdo € medida por meio do parametro S, que representa a rigidez rotacional
das pseudo-molas.

Chan e Chui (2000) deduziram a relac¢ao for¢a-deslocamento incremental de forma matricial
para o elemento finito considerando a inser¢ao da rigidez rotacional das pseudo-molas, conforme

indicado nas equacoes a seguir:

AN ki1 kio ki3 AS
AM; = | ko1 kpy kp3 AB; (2.8)
AM; k31 k3 k33 A
R 0 0 ]
AN Ad
S5 (Spj+kss S k23S,
AM,; ¢ = 0 Spi— % % A8, (2.9)
Aij Spjk325pi 512,]' (Spi + k22) Aepj
0 T pji— T

na qual B = (Spi+ k) (Spj+k33) — ksokos.
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EA
ki = z
1o EaBlepit L))
22 —
L
(2.10)
Eq(Lepi+les.j)
kyz = k3 = 7
Eq(Loyi+3Ly.;)
k3z = 7

sendo E, o modulo de elasticidade do ago, A a drea da se¢do transversal, I,y 0 momento de inércia
efetivo (discutido posteriormente), avaliado nos pontos nodais i € j, € L o comprimento do ele-
mento finito. Percebe-se que da expressao 2.8 para a 2.9 ocorreu a inser¢do do subindice p nas
varidveis AM; e AM ;. Essa alteragdo foi feita com o intuito de deixar explicito na formulagdo que a
plastificacao foi considerada.

Entretanto, a matriz apresentada estd no sistema local e deve ser rotacionada para o sistema

global através da matriz de transformacao (2.11).

—-c —-s 0 ¢ s 0
Ig=| —s/L ¢/L 1 s/L —c/L 0 (2.11)
—s/L ¢/L 0 s/L —c/L 1

em que s € 0 sen o, ¢ é o cos a. Por fim, a matriz de transformacao € responsdvel pela
conversdo dos deslocamentos, forcas e matriz de rigidez do sistema global corrotacional para o
corrotacional local e vice-versa.

Portanto, considera-se relevante para o problema apenas as forcas e deslocamentos dados
pelos 2 graus de liberdade referentes a rotag@o e 1 a translagdo. Como as pseudo-molas ndo pos-
suem interferéncia direta no deslocamento axial, percebe-se que o parAmetro S, ndo se encontra
nos termos da matriz de rigidez referentes a esse grau de liberdade.

Outra observacgdo a ser feita € que as pseudo molas — apesar de serem individuais para cada
n6 — possuem uma relacdo de dependéncia para manter o equilibrio do elemento, o que pode ser
observado na jun¢do dos termos S; € S,; na matriz de rigidez. Isso ocorre porque, tratando-se do
mesmo elemento, um no ird influenciar no movimento do outro e consequentemente na rigidez do

mesmo. Essa verificacdo também € feita ao se analisar os termos kps, k23, k37 € k33 da matriz de
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rigidez, onde o momento de inércia € desmembrado em parcelas para os nds i e j, mostrando a

influéncia que um exerce sobre o outro.

2.5 Rigidez rotacional das pseudo-molas

No MRPR cléssico, a degradacao do material € feita com molas ficticias, o que gera a neces-
sidade da correta calibragdo entre 0 modelo numérico (com pseudo-molas) com a sec¢ao transversal
real. O método original foi feito analisando elementos puramente de aco, com comportamento elas-
toplastico perfeito. Entretanto, ao analisar o comportamento do concreto armado, € possivel obter
vdrias combinacdes com relagdo a plasticidade e fissuragdo do material. No caso de elementos
mistos de agco-concreto, esses efeitos sdo avaliados em conjunto com o deslizamento na interface
entre os elementos da se¢do transversal (interacdo parcial).

A Figura 2.7 representa as chamadas curvas de interag@o. Essas trés curvas se referem a uma
dada sec¢@o transversal, considerando combinagdes entre o esforco axial e 0 momento fletor atuante
em torno de um dos eixos principais de inércia. A curva de plastificacio inicial define a regido
elastica da secdo, enquanto a de inicio de fissuracdo delimita o estado nao fissurado do concreto. Ja
a de plastificacdo total indica o limite resistente da se¢ao. Tais curvas sdo construidas com base no
método da compatibilidade de deformacdes e o procedimento de constru¢do das mesmas € descrito
de forma completa em Lemes (2018).

Ou seja, as curvas de interacdo permitem a demarcacao de regides de degradagdo da rigidez
rotacional da mola para a plastificacdo e da reducdo da inércia para a simulacdo da fissuragao.
Ou seja, a Regiao 1 (regime eldstico/nao fissurado) representa o Estddio I do concreto armado;
a 2 (Elastico/fissurado), representa o Estadio Ila; a 3 (regime pléstico/ndo fissurado) representa
uma situacdo comum em pilares cuja tensao de compressao € elevada, ndo ocorrendo fissuracdo; a
Regido 4 (regime pléstico/fissurado) se refere ao Estadio IIb; enquanto a regido 5 se refere a secdo
totalmente plastificada.

Para simular a rigidez da pseudo-mola em cada uma das regides descritas, foram elaboradas
trés equagdes que descrevem seu comportamento em cada situagdo (CHAN; CHUI, 2000; LEMES
et al., 2018):

e Situacdo 1: Regime Eléstico (Regides 1 e 2)
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Figura 2.7 — Curvas interagao e regides de degradacao da rigidez rotacional das molas

N a Curvas :
— Plastificacao total

— Plastificagao inicial
/ \ — Inicio da fissuracao
AN ,

M

Regioes:

1 - Elastico/nao fissurado
2 - Elastico/fissurado

3 - Inelastico/nao fissurado
4 - Inelastico/fissurado

5 - Plastificado

Fonte: (LEMES, 2018).

A insercdo da mola ficticia s6 € necessdria para casos em que hé plastificacdo do material.
Como no Regime Eléstico ndo ocorreu degradagdo da rigidez, adota-se o valor alto (conside-
rando um infinito numérico) para a rigidez rotacional da mesma. Dessa forma, na matriz de
rigidez do elemento, a rigidez resultante converge as componentes eldsticas (sem a rigidez da

mola). Assim, para o caso descrito, tem-se:

S, = 1x10'° (2.12)

Vale ressaltar que o valor adotado estd em kN e esse resultado foi considerado coerente apds
alguns testes realizados dentro do programa. O maior valor que poderia ser adotado, de

acordo com a varidvel computacional, possui 18 casas decimais.

Situacdo 2: Regime Plastico (Regides 3 e 4)

Como ndo € conhecido o valor da rigidez da mola ficticia nesse intervalo, € preciso fazer
uma interpolacdo linear (ideal para materiais com comportamento elastopldstico perfeito)
relacionando o Regime Eldstico (rigidez tendendo a infinito) e a situagdo em que a rigidez ja

foi degradada. Ou seja:
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Euer (M, —M
S, = 2.13
P L (M—Me,) 2.13)

onde L € o comprimento do elemento finito, M € o momento fletor solicitante, M), € M,, sdo
os momentos de plastificacdo total e o inicial, reduzidos pela a¢do conjunta de um esfor¢co
axial, I,y € o momento de inércia efetivo da se¢do, jd considerando os efeitos da fissuragio
e da interagdo parcial e E, € o modulo de elasticidade da secio homogeneizada, no caso, o

valor do aco.

e Situacgdo 3: Plastificado (Regido 5)

Nesse caso, a mola ja teve sua rigidez degradada, define-se o zero numérico como segue:

S, =1x10"1 (2.14)

Vale ressaltar que esse valor foi adotado e ndo o niimero 0 para S, com o intuito de evitar que

o programa carregue "lixo numérico".

Resumidamente, pode-se descrever o valor da rigidez rotacional das pseudo-molas de acordo

com 0 momento atuante na segﬁo.

2.6 Momento de inércia efetivo da secao

Quando o elemento estd em regime nao fissurado, a sua se¢do transversal estd integra e con-
sequentemente o seu momento de inércia também. Entretanto, com a amplificacdo da solicitacdo
ao longo do histdrico de carregamento da estrutura, a fissuragdo do concreto componente da secao
transversal do elemento pode ocorrer, o que faz com que a drea da mesma diminua, modificando
também o valor do momento de inércia.

Nao ha uma equacao especifica para simular a fissuracao a partir da rigidez rotacional das
pseudo-molas. Contudo, como a rigidez na Situacdo 2 do tépico anterior € uma interpolagdo que
considera o momento de inércia efetivo da secao, € possivel incorporar o efeito da fissuracdo no
calculo dessa varidvel, ja que ela é modificada a medida que a drea é reduzida pelo surgimento das

aberturas.
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Dessa forma, a maneira de considerar o efeito da fissuragao na matriz de rigidez do elemento
€ inserindo o momento de inércia efetivo dentro da expressdo do S, na relacdo for¢a-deslocamento
para o elemento finito e nos termos k2>, k23, k32 € k33 da matriz de rigidez (Equacdo 2.9). O valor
do momento de inércia efetivo do concreto, /¢, depende da relagdo entre 0 momento atuante € o
momento resistente da secdo, podendo ser calculado por meio da Equagao BM (2.15), proposta por
Branson e Metz (1963) e utilizada de varias formas por normas de projeto, como a ABNT (2014).

A referida equacao € descrita como segue:

se¢ M<My: ILyr=I

, M\’ M\’
se M>Me: lep= (=7 ) It (1= (S5 ) |or Loy <L

em que M., e M sdo, respectivamente, 0 momento de inicio de fissuragdo e 0o momento fletor atuante

(2.15)

na se¢do, I, € o momento de inércia da se¢do de concreto intacta (inclinacdo inicial da relagdao
momento-curvatura para esforco normal nulo) e 1., € o momento de inércia da sec¢do fissurada
avaliado na andlise ndo linear da sec@o no ponto limite de carga da relagdo momento curvatura, é
possivel determinar o momento de inércia do elemento estrutural. Ambos, I e I, sdo obtidos via
método da compatibilidade de deformacdes (LEMES et al., 2018).

Entretanto, no presente trabalho, como essa formulacao foi aplicada para elementos mistos
de aco-concreto com interagcdo parcial e ndo somente para elementos de concreto, 0 momento de
inércia efetivo (I.ry) da se¢do mista foi calculado como uma fungéo direta do grau de interagdo
(1) e dos momentos de inércia do aco (/) e da secdo homogeneizada (/;,), conforme prescrito na

ABNT (2008). Assim:

Ieff :Ia+m(ltr_la) (2.16)

Cujo momento de inércia da se¢io homogeneizada (/) € calculado a partir do seguinte

procedimento:

e Busca-se homogeneizar a sec¢do transversal transformando os elementos de concreto e de
armadura em ago do perfil metdlico, tal como prescrito na ABNT (2008). Assim, a rigidez a

flexdao da secdo transversal completa é dada por:
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(EDpw =0 [(EDy+ (ED), + u (ED),] 2.17)

em que (ET);, representa a rigidez a flexdo da se¢do homogeneizada, sendo E o médulo de
elasticidade (no caso, do aco) e I o momento de inércia. Os subscritos a, b e ¢ referem-se,
respectivamente, ao perfil de aco, as armaduras e ao concreto; u é o fator de reducio da
rigidez flexional do concreto devido a fissuragcdo; e o 7 um coeficiente de reducao da rigidez
global. Esses dois ultimos foram tomados igual a 1. Vale ressaltar que o valor de [ para o
concreto € dado pelo momento de inércia efetivo (I.sr ) calculado a partir da Equagao BM

(2.15).

e Entdo, isola-se o termo /;, passando o termo E, como divisor para o lado direito da equagao:

E.

E
Ly = Ea+_lb+E Ieff,c (2.18)
a

E,

Vale ressaltar que o médulo de elasticidade do concreto, E., é obtido de uma maneira parti-
cular. Quando o médulo de elasticidade tangencial inicial (E;), ilustrado na Figura 2.8, € utilizado
como E,, o valor do mesmo ¢é superestimado. Isso ocorre porque, devido ao comportamento ndo-
linear do concreto sob compressdao, baixas taxas de deforma¢do implicam em uma reducdo do
mobdulo de elasticidade. Por outro lado, o uso do médulo secante elastico E.;, entre O € (Ein, fein)
(IZZUDDIN; SMITH, 2000), gera resultados conservadores para baixos valores de deformacao.
Assim, propde-se usar o valor médio entre E; e E.z para E., que € usado na andlise estrutural
global. Os valores de €., € f.i, podem ser facilmente calculados considerando a equagdo de Hooke
(f. = E. €) e arelagdo constitutiva da ABNT (2014), resultando em &, = &/ 2 € fein = 0.75 f..
Assim, E.5; = 1.75 f. [ €.

Por fim, apds inserir na matriz de rigidez os efeitos da plastificacdo (através do Método da
Roétula Pléstica Refinado) e da fissuracdo (por meio da Equagao BM), € possivel determinar a curva
Forca x Deslocamento buscando os resultados mais convergentes para o comportamento real da

estrutura. A construcao desse grafico estd explicada no tépico 2.7.



36

Figura 2.8 — Concreto sob compressdo: defini¢do da deformagao elastica
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Fonte: (LEMES et al., 2018).

2.7 Solucao do problema estatico nao linear

Como visto anteriormente, 0 comportamento ndo linear de uma estrutura interfere direta-
mente em termos da matriz de rigidez, como o médulo de elasticidade (E), o momento de inércia
efetivo (I.r), rigidez rotacional das pseudo-molas (S,), além dos préprios deslocamentos lineares
e angulares sofridos pela mesma. Quando essas alteracdes na geometria € no comportamento nao
linear do material sd@o levados em consideragdo, a matriz de rigidez deve estar em constante atu-
alizacdo para obtencdo do estado de equilibrio da estrutura. Ou seja, a matriz de rigidez ndo €

constante para todos os carregamentos e depende da forma deformada da secdo.

Uma forma de solucionar tal problema seria a partir da constru¢do do gréafico Forca x Des-
locamento, como forma de descrever o comportamento da estrutura. Para isso € preciso entender
alguns conceitos.

Todo problema nao linear parte de um equilibrio entre forcas externas (F,) e internas (F;) a

estrutura:

F,=F.,—F; (2.19)

onde F; sdo as forcas desequilibradas.
As forcas externas sao aquelas conhecidas pelo problema e sdo agdes atuantes em diversos
pontos da estrutura, ou seja, o vetor de forgas F, é facilmente montado (ver montagem da equagdo

equacgdo 2.3 no tépico 2.2) . Ja o vetor de forcas internas é calculado com base nos deslocamentos da
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estrutura. O deslocamento sofrido pelas forcas externas vai gerar uma deformacdo, que gerard uma
tensdo e consequentemente uma forga interna na mesma. Se a diferenca entre o valor determinado
para F, e o calculado para F; for O, trata-se de um sistema estdtico equilibrado.

A forcga externa ndo é aplicada toda de uma vez, mas possui um valor constante até que
sejam calculados os deslocamentos para cada acréscimo de forga: trata-se de uma carga estética.
Ja a forca interna é calculada com base no vetor de deslocamentos, na rigidez das pseudo-molas e
no momento de inércia efetivo da estrutura, mas néo € linear: F;(x,S,,I.f).

Como F; ndo € linear, tem-se que pela equacdo 2.19 que F; também ndo €. Sendo assim,
uma das formas de resolver a equacao € através da expansio em série de Taylor (truncada no termo

de primeira ordem):

6F4 (x)

Fo (x+8%) = Fy () + 2

Ax (2.20)

onde:

O valor de x se refere aos deslocamentos no ponto anterior a iteragao;

e O Ax € o incremento do deslocamento, ou seja, € o valor do deslocamento no ponto apds a

iteracdo menos o deslocamento no ponto anterior;

O valor de Fq(x) € nulo pois estd sendo considerado equilibrio: deseja-se saber o ponto que a

estrutura se encontra em equilibrio apds ter recebido uma determinada carga F,;

A derivada da for¢a com relacdo ao deslocamento trata-se da inclinac¢do da reta, sendo por-

tanto, a matriz de rigidez no ponto X.

Sendo assim, a construcao do grifico Forca externa (incremental) x Deslocamento pode ser

feita obedecendo os seguintes procedimentos:

(a) No primeiro momento, uma carga € aplicada na estrutura e a matriz de rigidez inicial K é
conhecida: regime elastico e ndo fissurado. Ou seja: a forca interna ainda € nula (F; jnicia
=0) e F;=F,. Conhecendo-se, entdo, os valores da matriz de rigidez e da for¢ca externa
aplicada, € possivel determinar o deslocamento x; por meio do sistema F,=K|x (2.2). Esse

topico pode ser visualizado na Figura 2.9(a).
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(b) O vetor de forgas internas € calculado com base nos parametros: deslocamento (x), rigidez
rotacional das molas (S,) e momento de inércia (I.z¢). Esse topico pode ser visualizado na

Figura 2.9(b).

(c) Conhecendo-se os valores de F;, compara-se com F, e por meio da diferenca dos dois
encontra-se F;. O F; € o parametro utilizado para avaliar a convergéncia dos resultados,
baseando-se em um limite de tolerancia. No caso do presente trabalho, a tolerancia adotada

foi de 107, Esse tépico pode ser visualizado na Figura 2.9(c).

e Se F, estiver dentro do limite de tolerancia: entido considera-se que a estrutura ja esta

em equilibrio, logo, ¢ dado um novo incremento de carga em F,.

e Se F; ndo estiver dentro do limite de tolerancia, inicia-se o ciclo iterativo (Ver Figura
2.9(d)):

— Monta-se a matriz de rigidez 'K, no ponto x; e resolve-se o sistema: F; = K|
3'x;. Assim, esse sistema é resolvido para encontrar o acréscimo de desloca-
mento §'x;. Vale ressaltar que o subindice 1 a esquerda das varidveis representa
o primeiro passo do ciclo iterativo (Ver Figura 2.9(e)).

— Ap6s determinar o acréscimo de deslocamento 8'x;, é possivel calcular o deslo-
camento total da estrutura devido a for¢a F,, sendo: %= x; + 8'x;.

— O deslocamento 8'x, é utilizado para montar um novo vetor de forcas & 'F;. Esse
vetor € somado com o vetor de forcas internas F;; da solugdo predita e comparado
com o F, (Ver Figura 2.9(f)).

— Se a nova diferenga entre eles ("F,1) estiver dentro do limite de tolerincia, entio
considera-se que o ciclo iterativo estd encerrado e é dado um novo incremento de
cargaemF,.

— Caso contrdrio, o procedimento deve ser repetido (Ver Figura 2.9(g)).

2.8 O programa computacional CS-ASA

O programa escolhido para o desenvolvimento desse trabalho foi o CS-ASA (Computati-

onal System for Advanced Structural Analysis). Desenvolvido por Silva (2009), trata-se de um
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sistema computacional para andlises avancadas de estruturas e possui o Fortran 90/95 como lin-
guagem de programacdo, cujo manual pode ser visto em Chapman (2003). Uma vantagem do
CS-ASA € que o mesmo consiste em um sistema estruturado em moédulos, de forma que as altera-
coes e implementagdes em seu cddigo sao feitas de forma simples e pontual. Essa caracteristica é
importante para o presente trabalho, uma vez que foram alteradas apenas rotinas internas a médulos
especificos.

Inicialmente idealizado para estruturas de aco, o CS-ASA € baseado no Método dos Ele-
mentos Finitos (MEF) e € capaz de realizar andlises numéricas avangadas nos contextos estatico e
dindmico das estruturas. Com o passar do tempo, o programa foi recebendo contribui¢des € mo-
dificagOes que possibilitaram o cdlculo de outros diferentes materiais, como estruturas de concreto
armado e mistas de aco-concreto.

A primeira contribui¢do na andlise de estruturas mistas de ago-concreto foi feita por Le-
mes (2015). Ele inseriu parametros e formulagdes capazes de simular a degradacdo da rigidez de
elementos mistos de aco-concreto, sem considerar o efeito da fissuracdo. Lemes (2015) também
modificou as curvas de interacao (Figura 2.7) por meio de uma formulagcdo generalizada capaz de
avaliar secOes transversais genéricas de quaisquer materiais em diferentes regimes de comporta-

mento.
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Figura 2.9 — Construcdo do gréfico Carga x Deslocamento
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3 METODOLOGIA

3.1 Consideracoes iniciais

Os conceitos e as formulacdes discutidos anteriormente foram aplicados em um software
computacional e comparados com resultados experimentais para valida¢do dos mesmos. Os dados
de entrada e parametros considerados foram os mesmos daqueles avaliados experimentalmente,
conforme serd discutido na Secao 3.5.

O trabalho foi executado utilizando compilador Intel Visual Fortran Composer XE with
IMSL 6.0 com licenga adquirida por membros do projeto de pesquisa. Por se tratar de um trabalho
tedrico-numérico, sem experimentacao, nao foram necessdrios muitos materiais € equipamentos
externos. Sendo assim, o Uinico equipamento utilizado foi o computador pessoal da autora.

Apesar de o trabalho em questao tratar, em sua esséncia, de uma implementacdo computa-

cional para validacao de uma formulagao, seu desenvolvimento pode ser dividido em trés fases:

e Fase 1: o estudo tedrico no qual todo o trabalho se baseia;
e Fase 2: a implementacdo da formulacao estudada na plataforma CS-ASA;

e Fase 3: a validagdo da formulag@o por meio da andlise de graficos e compara¢do com exem-

plos.

Essas trés fases podem ser visualizadas por meio do fluxograma presente na Figura 3.1.

O escolha do formato triangular foi proposital pois, somente quando uma base da pesquisa
estava bem fundamentada era possivel prosseguir para a proxima.

A primeira fase do desenvolvimento do trabalho (estudo tedrico) ocorreu ao longo de trés
semestres de pesquisa, onde foram estudados todos os conceitos abordados no Tdpico 2. Os prin-
cipais topicos estudados estdo citados a seguir e algumas das deducdes realizadas podem ser vistas

nos Apéndices.

e Estudo sobre estruturas mistas de aco-concreto e a interagdo parcial;

e Entendimento, montagem e deducdo de toda a matriz de rigidez, vetores de forcas e desloca-

mentos;
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Figura 3.1 — Fluxograma das fases de desenvolvimento do Trabalho de Conclusao de Curso

FASE 3:
VALIDAGAO

FASE 2:
IMPLEMENTACAO
CS-ASA

Fonte: Da autora (2020).

Estudo do elemento finito e da formulagdo corrotacional;

Montagem de um programa semelhante ao ffool para entender o funcionamento de um software

estrutural;
Estudo do Método da Rétula Pléstica Refinado e da rigidez rotacional das pseudo-molas;

Estudo do momento de inércia efetivo (Equacdo de Branson e Metz (1963)).

Ja na Fase 2 foram executados os seguintes procedimentos:
Estudo da plataforma CS-ASA;
Inserc¢do da equacao de Branson e Metz (1963) na formulacao;
Inser¢do da formulagdo para o cdlculo do I, 7 considerando a intera¢do parcial,

Geracdo dos resultados em graficos para posterior comparagdo com dados experimentais.
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Por fim, na Fase 3, a formulacao foi validada de acordo com os procedimentos a seguir:

Andlise numérica de trés procedimentos experimentais;

e Comparacao dos resultados experimentais com os da formulagdo implementada;

Analise de refinamento de malha;

Conclusdo do trabalho;

Producdo de artigos.

Como as etapas 1 e 3 estdo explicadas em outros tépicos de forma mais detalhada, a se¢do

presente enfatizard a fase de implementacdo da formulacao no software CS-ASA.

3.2 Modificacoes no software CS-ASA

Como todo software computacional, é preciso fornecer dados de entrada a plataforma CS-
ASA para que a mesma reconhecga que tipo de estrutura estd sendo estudada e qual metodologia
de andlise serd aplicada. Esses dados sdo obtidos por meio da leitura de dois arquivos de texto,
cujo primeiro consiste nas informacdes referentes aos dados da estrutura (geometria, condi¢cdes de
contorno, materiais, secoes e carregamentos), enquanto o segundo fornece a informacao referente
a andlise desejada pelo usudrio (qual formulagcdo ndo linear € escolhida).

Como base matematica da plataforma CS-ASA, o Método da Rétula Plastica Refinado refe-
renciado ao sistema corrotacional foi utilizado nas implementacdes. Essa metodologia j4 € existente
na plataforma, com validacdo em diversos trabalhos (LEMES, et al. 2017b, BARROS et al., 2018).
Dessa forma, coube ao presente trabalho introduzir as consideracdes normativas especificamente
nos termos geométricos da secdo transversal que constituem a matriz de rigidez da estrutura.

Especificamente, o trabalho se desenvolveu nos médulos do CS-ASA:
e modulo_rotinas_ plastificacao;
e modulo_modelo_estrutural_portico.

Indo além, nas rotinas e sub-rotinas:
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e Rotina 1: defKg2_Chan_Chui_por2D _Gen: onde € estruturada a matriz de rigidez na solu-

cdo predita;

e Rotina 2: defKc2_Chan_Chui_por2D_Gen: onde € estruturada a matriz de rigidez no ciclo

iterativo.

Especialmente, concentra-se atencdo na modificagdo da rigidez a flexdo dos elementos es-
truturais, definindo uma atualizagc@o constante do momento de inércia da se¢do fissurada para cada
avaliacdo dentro do ciclo incremental-iterativo da andlise. Assim, € possivel acompanhar gradati-
vamente o que ocorre a nivel localizado na estrutura, aumentando consideravelmente a precisao e

calibracao do modelo.

3.3 Simulacao da fissuracao da laje em uma viga mista

Como descrito anteriormente, a simulagdo da fissuracdo parte da alteracdo do momento de
inércia da secdo transversal. Em uma andlise ndo linear, dois ciclos sdo destacados: o incremental
e o iterativo. Nesse sentido, a matriz de rigidez precisa ser atualizada para capturar os efeitos
da fissuracdo de modo gradativo e assim ter uma avaliacao realista da diminui¢do de rigidez da
estrutura. Para isso, o programa utiliza as Rotinas 1 e 2 citadas no topico anterior para realizar a
montagem da matriz de rigidez.

A Figura 3.2 ilustra um exemplo da insercao do momento de inércia efetivo para a conside-
racdo da fissuracdo na Rotina 1. Como pode ser visto, as alteracdes foram feitas de forma pontual
em linhas especificas.

Percebe-se na Figura 3.2 que hd a existéncia de uma condicional no cédigo. A primeira
frase "if (Pint(2)<=Mcr1) then" representa que, se a forca interna no grau de liberdade 2 (Pint(2)
- momento fletor no né i) for menor ou igual ao valor do momento de fissuracdo (Mcrl), entdo
a secdo transversal estd intacta, logo, o momento de inércia efetivo (lefl) € igual ao da secdo de
concreto nao fissurada (Ic).

Entretanto, se o valor do momento fletor no n6 i (Pint(2)) superar o do momento de fis-
suracdo (Mcrl), quer dizer que a secdo transversal foi fissurada e portanto deve-se calcular um

novo valor para 0 momento de inércia da mesma. Para tal, utiliza-se a Equacdo de Branson e Metz
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Figura 3.2 — Momento de inércia efetivo da secdo de concreto

(Pint(2)<=Mcrl)

Iefl = Ic

InterpolaMpre (P, CRES({1,:),Icrs(l,:), Icrl)

Iefl = ((Mcrl/Pint(2})**3
(1-(Mcrl/Pint(2))**3.de)

Fonte: Da autora (2020).

(1963) conforme destacado na Se¢do 2.6 por meio da Equacdo 2.15. Essa equacdo é uma inter-
polacdo cubica entre os valores do momento de inércia da sec¢do integra (Ic) e da sec¢do totalmente
fissurada (Icrl). Tanto o valor de Ic quanto o de Icrl s@o calculados através de processos numéricos
via Método da compatibilidade de deformagdes (LEMES et al., 2018), que ndo serdo discutidos no

presente trabalho.

3.4 Simulacao da interacio parcial em vigas mistas (insercao do parametro 1);)

Como dito na Se¢do 2.1, o grau de interacdo 7m; € um parametro capaz de avaliar o ganho
ou perda de rigidez do elemento estrutural. Dessa forma, € de extrema importancia que ele seja
considerado na andlise da interacdo parcial.

Para a considerac¢do do parametro 1; nas andlises de estruturas mistas com interagdo parcial
ha duas possibilidades: fornecer o valor do grau de interagdo de forma direta ou informar o nimero
de conectores de cisalhamento para a realizagao do célculo. No caso do programa CS-ASA, o valor
¢ fornecido diretamente de acordo com o dado experimental obtido pela literatura.

A Figura 3.3 representa um print tirado de algumas linhas do c6digo responsdveis pelo
calculo do momento de inércia efetivo considerando a interacdo parcial. Esse procedimento de
calculo refere-se aquele descrito na Secdo 2.6 da presente monografia.

Percebe-se que nesse codigo também ha uma condicional. Essa condicdo (se "st" for igual
a 4) representa a defini¢do pelo usudrio do tipo de secdo transversal. Nesse caso, "4"é o nimero

referente a viga mista.
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Figura 3.3 — Momento de inércia efetivo da sec¢do de concreto considerando a interagdo parcial

mats(1}

Aat+Ab*mats(2)/mats(l)+Ac*mats(3)/mats(1)

Thom s(8)*(Ta+Ib*mats(2)/mats (1)+mats(7)*Iefl*mats(3)/mats(1))

(eta)*(Ihom - Ia)

Fonte: Da autora (2020).

Logo abaixo pode-se ver que o médulo de elasticidade do perfil de aco € retirado da primeira
posicdo de um vetor (mats(1)), responsavel pelo armazenamento dos dados de entrada dos materi-
ais. Ou seja, o médulo de elasticidade do perfil de aco € um dado de entrada fornecido pelo usuério.
Em seguida é calculada a drea da secao homogeneizada da estrutura mista, que serd utilizada na

matriz de rigidez.

O momento de inércia da secdo homogeneizada é dado pelo I, e é calculado pela Equacdo
2.18. Apesar de a nomenclatura adotada pela ABNT (2008) ser I;,, I, foi escolhida por ser a
sigla para momento de inércia da se¢do homogeneizada. Os parametros mats(8) e mats(7) sdo,
respectivamente, um coeficiente de reducdo da rigidez global e um fator de reducdo da rigidez
flexional do concreto devido a fissuracdo. Ambos sdo dados de entrada do programa e foram
inseridos pelo usudrio com o valor unitdrio. Vale ressaltar que o termo com subindice b s6 é

utilizado quando ha existéncia de armaduras longitudinais na se¢ao.

Por fim, a linha de cédigo referente ao cdlculo do momento de inércia efetivo considerando
a interagdo parcial representa a Equagao 2.16, e € com esse valor que é calculada a rigidez a flexao

da estrutura em analise.

Ap6s a realizagdo das alteragcdes no codigo, foi possivel obter resultados para comparé-los

com os obtidos experimentalmente.
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3.5 Comparaciao da simulacio computacional com experimentos

As validag¢des das implementagdes partiram de comparagdes dos resultados obtidos no pre-
sente projeto com vdarios dados numéricos ou experimentais disponiveis na literatura (ANSOU-
RIAN, 1981; CHAPMAN; BALAKRISHNAN, 1964; CHIOREAN; BURU, 2017; LEMES, 2018).

Como resultados, destacam-se os dados referentes ao comportamento da estrutura na andlise
das curvas carga x deslocamento - parametro principal para as comparagdes realizadas no presente

trabalho.

3.5.1 Critérios para selecao de exemplos

Os exemplos foram cuidadosamente selecionados para que nenhum efeito desconsiderado
na simulagcdo numérica ocorresse na experimentacdo. Flambagem local dos elementos constituintes
do perfil de aco, flambagem lateral com tor¢do e flambagem distorcional da secdo sdo exemplos de
efeitos que nao foram considerados. Apesar de a flambagem lateral com tor¢ao ser um efeito raro

em vigas mistas, o fendmeno pode ocorrer em funcao da distancia entre os conectores.

3.5.2 Analise de refinamento de malha

O programa CS-ASA tem uma metodologia de anélise que considera os efeitos ndo lineares
de forma concentrada nos pontos nodais. Assim sendo, um pequeno nimero de nds pode represen-
tar uma situagdo em que os locais mais solicitados do elemento estrutural ndo sejam avaliados. Ou
seja, falhas localizadas (seja por fissuracdo, plastificacdo ou deslizamento na interface) podem nao
ser capturadas. Por outro lado, um ndmero elevado de pontos nodais, apesar de captar os efeitos
anteriormente descritos, aumenta o tempo de processamento do programa, uma vez que a matriz
de rigidez é montada em cada elemento, dependendo diretamente do nimero de nés.

Sendo assim, foram testados indices de refinamento diferentes para avaliar a precisdo da
formulacdo em cada exemplo, de forma a encontrar um grau de refinamento mais eficiente. Ou
seja, o presente trabalho tem o intuito de encontrar uma resposta convergente com o resultado
experimental, mas com uma malha que ndo apresente tanta diferenca no resultado se for mais refi-

nada, equilibrando assim o tempo de processamento do programa. Essa diferenca no refinamento
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das malhas serd avaliada por meio da aproximacdo das curvas geradas pelo CS-ASA com aquelas

obtidas experimentalmente.
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4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Nesta secdo, o procedimento numérico descrito € testado e comparado com os dados ex-
perimentais. Vale ressaltar que, os resultados experimentais descreveram os mesmos efeitos ndo
lineares abordados no presente trabalho, ou seja, plastificacdo, fissuracdo e deslizamento na inter-

face aco-concreto (interag@o parcial).

4.1 Aplicacao numérica 1: viga mista de aco-concreto simplesmente apoiada com interacio

parcial e um carregamento aplicado no meio do vao

O primeiro exemplo a ser estudado se encontra no trabalho de Chapman e Balakrishnan
(1964), que testaram vigas mistas de ago-concreto biapoiadas com interagdo parcial.

Nesta andlise, o trecho de viga ilustrado na Figura 4.1, é simulado usando a formulagao pro-
posta. Nesta mesma figura, cargas, geometria, malhas de elementos finitos e a se¢do transversal da
viga sdo mostrados. A interacdo parcial € feita por meio de conectores de cisalhamento, dispostos

em duplas e em 50 linhas igualmente espacadas.

Figura 4.1 — Viga mista biapoiada com interacdo parcial

AP
j{ V. bc L
o = 1 Ty 1
| 549 cm | hi ””‘." — . : TR .‘
Malha | A 3 3 i Code s e e
alha ® AN —— vy,
& : A s
------------ -------=-==
I 2 3y 5 o
Malha2 Ao . . . - N g
— SN 7272277277, armaduras :
u ! by ! 8¢8 mm
1 2 3 4 5 6 7 8 9 A
Malha3/ﬁ7 ——o—o—o—0—o—o—2 ‘ ‘
— b, =121,9 cm by = 15,24 cm hy = 26,84 cm
he=15,24cm tr=1,821cm £, =1,016 cm
u f
(a) Geometria, carregamentos e malhas de elementos fi- (b) Secao transversal
nitos

Fonte: (CARVALHO et al., 2019).

Os dados referentes aos materiais da viga de Chapman e Balakrishnan (1964) estdao expostos

na Tabela 4.1.
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Tabela 4.1 — Dados dos materiais da viga mista biapoiada com interag@o parcial (em kN, cm)

Concreto Conectores Aco Armadura

f c Eci Ecu ni f) Es f yr Esr
3.268 -0.0022 -0.00395 0.929 25.82 20200 32 20500

Fonte: (CARVALHO et al., 2019).

Na Figura 4.2, as trajetorias de equilibrio paras as malhas 1, 2 e 3 s@o plotadas e comparadas

com os resultados experimentais (CHAPMAN; BALAKRISHNAN, 1964).

Figura 4.2 — Trajetéria de equilibrio da viga mista biapoiada

[ | T
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600 N
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g 500 - | o Experimento ———— |
& 400 |
S 300 AP ,
<
© 200/ l |
100 - " 2
0 ,,,,,,,,,, I N B I N B B I
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Deslocamento vertical no meio do vao u (cm)

Fonte: Da autora (2020).

A partir da andlise da Figura 4.2, percebe-se que a rigidez inicial (inclinac¢do inicial da
curva) € condizente com o valor experimental para todas as trés malhas. Além disso, € possivel
observar que a capacidade resistente final encontrada pela formulagcdo proposta também converge
para o resultado determinado experimentalmente.

Outra observagdo que pode ser feita é que a formulacdo estudada apresenta baixa sensi-
bilidade a malha, pois as trés malhas adotadas apresentaram resultados préximos a curva gerada
experimentalmente. Ou seja, nesse caso, a malha menos refinada (Malha 1) ja seria suficiente para
descrever o experimento, representando assim o nimero ideal de nds para o exemplo estudado.

Apesar de as trés malhas apresentarem trajetorias bem proximas, percebe-se que elas apre-
sentam diferentes comportamentos apds o inicio da degradacdo da rigidez. Esse fato pode ser
explicado ao se analisar, separadamente, a constru¢do da matriz de rigidez para cada uma das ma-

lhas.
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A Malha 1 apresenta 3 nds, resultando em 9 graus de liberdade no total. Considerando que
ha 3 graus de liberdade restringidos devido aos apoios, a matriz de rigidez final possui a ordem de
6x6. Desses 6 graus de liberdade considerados na matriz, 3 estdo concentrados nos apoios (uma
rotacdo nos nés 1 e 3, e um deslocamento axial no n6 3), sendo essa uma regido de baixa solicita-
cdo de flexdo. Dessa forma, metade dos graus de liberdade considerados na matriz de rigidez, se
referem aqueles presentes no né 2. Esse nd, por sua vez, apresenta a maior solicitagdo a flexao e,
consequentemente, uma maior degradacao da rigidez. Nesse sentido, o comportamento da estrutura

¢ dominado pelas varidveis obtidas no n6 2.

Entretanto, observando as Malhas 2 e 3, percebe-se que elas possuem um nimero de nds
maior e, consequentemente, mais graus de liberdade para serem considerados na matriz de rigidez.
Sendo assim, a influéncia do n6 mais solicitado sobre a rigidez total da estrutura € reduzida a
medida que o niumero de graus de liberdade € aumentado. Consequentemente, pode-se observar na
Figura 4.2, que apds o inicio da degradacao da rigidez, as malhas mais refinadas apresentam um

comportamento de material mais rigido.

4.2 Aplicacao numérica 2: viga mista de aco-concreto simplesmente apoiada com interacio

parcial e dois carregamentos aplicados

Nesta secdo, analisa-se uma viga mista de aco-concreto simplesmente apoiada, mas agora
com dois carregamentos aplicados em seus vaos. O experimento do referido exemplo foi desenvol-
vido por McGarraugh e Baldwin Jr. (1971) e pode ser visto através da Figura 4.3. Nessa mesma
figura, também se encontram as cargas, geometria, malhas de elementos finitos e a secao transversal

da viga analisada.

Um ponto importante a ser analisado é que, a Malha 1 do experimento de McGarraugh
e Baldwin Jr. (1971) j& possui um nimero maior de nds do que a primeira malha analisada no
exemplo anterior (Secdo 4.1). Isso se deve ao fato de que, para a presente aplicacdo numérica,
foi necessdrio inserir um né em cada ponto de aplicagdo das cargas e na posi¢do referente ao
deslocamento maximo avaliado - o que acontecia em um mesmo nd para o exemplo com apenas

uma carga aplicada.
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Figura 4.3 — Viga mista de ago-concreto simplesmente apoiada com dois carregamentos aplicados
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l l : 2

s ‘ ‘ 2 X |
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T T T 1 h. ST e ey Lt S
| 2 3 4 5 T
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1 2 3456789 10 11 S
Malha 3 _A—e——e—e—s—e——s——o—n | ‘
— b, =182,9cm by =17,09 cm ho = 33,20 cm
u he=11,43cm ty=0,978 cm 1, =0,686 cm
(a) Geometria, cargas e discretizagdes adotadas (b) Secio transversal

Fonte: Da autora (2020).

Estudos numéricos englobando os efeitos ndo lineares dessa viga foram realizados, com o
intuito de validar a formulagdo descrita. Também foi realizado um estudo de refinamento de malhas
para avaliar a sensibilidade da formulagdao em questao.

O elemento estrutural é composto por um perfil de aco W 14 x 30, cuja tensao de escoa-
mento é de 24,41 kN/cm? e 0o Médulo de Young é de 20000 kN/cm? (sem efeitos de encruamento), e
por uma laje de concreto de 11,43 cm x 182,9 cm, cuja resisténcia a compressio é de 3,38 kN/cm?.
Com relacdo a interagdo parcial, foram utilizadas 14 linhas com 2 conectores de cisalhamento cada
(3/4” x 37), sendo que a resisténcia ao cisalhamento de cada conector é de 59,2 kN (AISC LRFD,
2016; IU, 2008).

Apesar de o trabalho de McGarraugh e Baldwin Jr. (1971) ndo indicar diretamente o grau de
interacao utilizado no experimento, foram fornecidos pardmetros que possibilitaram o seu célculo.
Esse foi realizado a partir da Equacdo 2.1, presente na Secdo 2.1, encontrando-se um valor para n
de 0.476. Vale ressaltar também que foram considerados conectores onde nio ha cisalhamento na
peca (trecho intermedidrio entre cargas).

Na Figura 4.4, as trajetorias de equilibrio paras as malhas 1, 2 e 3 sdo plotadas e comparadas
com os resultados experimentais (MCGARRAUGH; BALDWIN JR., 1971).

Analisando a Figura 4.4, percebe-se que as trés malhas apresentam proximidade com a

curva experimental com relacdo a sua forma.



53

Figura 4.4 — Trajetéria de equilibrio da viga mista biapoiada com duas cargas aplicadas
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Fonte: Da autora (2020).

O grau de interacdo de vigas ensaiadas experimentalmente é comumente fornecido pelo
push-out test. Especificamente nesse exemplo, esse dado ndo foi fornecido de forma direta, sendo
obtido de maneira aproximada por meio da metodologia proposta na ABNT (2008). Assim sendo,
€ possivel observar que a curva numérica ndo € totalmente condizente com a experimental no
inicio da trajetdria de equilibrio. Nota-se que os dados numéricos sd@o mais rigidos que aqueles
obtidos em laboratério, de forma que € possivel concluir que o valor de grau de interagdo calculado
foi superestimado. Ainda como consequéncia, o0 momento fletor resistente foi majorado gerando

cargas limites maiores nas andlises numéricas.

Apesar de o valor calculado para o grau de interagdo ndo se adequar perfeitamente a curva
experimental, o mesmo ndo foi modificado para evitar o uso de dados obtidos de forma aleatdria.

Ou seja, evitou-se determinar o grau de interacao por tentativas.

Com relagdo a andlise de refinamento de malhas, a formulacdo estudada apresentou baixa
sensibilidade, pois os trés niveis de refinamento adotados geraram curvas bem préximas entre si
- quando comparadas ao exemplo anterior. Sendo assim, € possivel dizer que a Malha 1 (menos
refinada) também j4 seria suficiente para descrever o experimento, representando o niimero de nés

ideal para o exemplo analisado.
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Outro ponto a ser observado é que, conforme justificado na Sec¢ao 4.1, as malhas refinadas
(Malhas 2 e 3) também apresentaram um comportamento de material mais rigido que a Malha 1

apos o inicio da degradagdo da rigidez.

4.3 Aplicacao numérica 3: vigas mistas continuas de aco-concreto com interacao parcial

Os proximos exemplos tratam de vigas mistas continuas com interacao parcial, cujos re-
sultados experimentais foram obtidos por Ansourian (1981). Duas vigas mistas continuas foram

testadas em laboratdrio pelo referido autor, sendo todas elas com dois vaos.

A primeira viga analisada, VMIP-1 (viga mista com interacao parcial 1), possui carga apli-
cada em apenas um dos seus vaos, sendo o valor do carregamento A P> igual a 0. J4 a viga intitulada

VMIP-2, possui os dois vaos sujeitos a0 mesmo valor de carregamento: AP; = A P;.

A Figura 4.5 representa uma situag@o genérica para as duas vigas mistas continuas analisa-

das. Os dados particulares das vigas VMIP-1 e VMIP-2 se encontram na Tabela 4.2.

Figura 4.5 — Vigas mistas continuas com interagdo parcial
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Fonte: (LEMES, 2018).

Na Figura 4.6, as trajetdrias de equilibrio das vigas VMIP-1 e VMIP-2 sdo plotadas para as
malhas 1, 2 e 3 e comparadas com os resultados experimentais (ANSOURIAN, 1981).
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Tabela 4.2 — Dados geométricos e dos materiais das vigas VMIP

. . . Viga
Varidvel e unidade Sigla VMIP-1 VMIP
AP AP 0.5AP
Carga (kN) AP - 0.5AP
. L 400 450
Comprimento (m) L 500 150
. A 8.00 8.04
_ 2 bl
Area das barras em M~ (cm”) yv 316 767
Area das barras em M (cm?) Ap1
Ap 1.60 1.60
. - . he 10.0 10.0
Dimensdes laje (m) b 20.0 0.0
ty 0.85 1.00
. - ho 18.30 17.00
Dimensdes do perfil (m) by 10.00 20.00
tw 0.56 0.65
fe 2.46 2.79
Concreto (kN,cm) & -0.00220 -0.00220
Eu -0.00484 -0.00452
i 29.109 23.770
E, 20600 20600
Aco dos perfis (kN,cm) Exn 0 0
Eus 600 300
&y 0.0287 0.0703
Soyd 43 43
Aco das barras (kN,cm) E; 20600 20600
Eg 600 300
ne 66 84
nel 2 3
Conectores (kN,cm) P 3 3
Hypax 110 110
i 0.886 0.882

Fonte: Adaptado de (LEMES, 2018).

Analisando a Figura 4.7(a), referente a viga VMIP-1, € possivel observar que a rigidez ini-
cial (inclinacdo) e a forma das curvas geradas pela formulagdo proposta sdo condizentes com a
curva determinada experimentalmente para todas as trés malhas. Além disso, a capacidade resis-
tente final encontrada pela formulacao proposta também converge para a determinada pelo experi-

mento.
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Figura 4.6 — Trajetorias de equilibrio das vigas mistas continuas

200 \ T
| |——Malha 1 o S %
--- Malha 2 -
150 - | —— Malha 3 > |
Z ¢ Experimento
=2 5 |
R
< 100 |- |
< AP AP
on
g 7 J’ l |
O
50 - |
e I A —
u
O | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Deslocamento vertical no meio do vao u (cm)
(a) VMIP-1
600
. - - ~ > r3 &>
Z 400 .
=2
A
< r i
<
oo
S 200 — Malha 1 .
--- Malha 2
- —— Malha 3 1
o Experimento
0 | | | | | | ! |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

Deslocamento vertical no meio do vao u (cm)

(b) VMIP-2
Fonte: Da autora (2020).

De forma geral, as trés malhas foram convergentes para o mesmo resultado, sendo pos-
sivel observar a coincidéncia dos dados numéricos com os experimentais. Sendo assim, a curva
gerada pela Malha 1 j4 seria capaz de descrever a curva gerada experimentalmente, representando

o "ndmero ideal de n6s"para o exemplo estudado.

Outro ponto relevante € que, conforme os exemplos anteriores, as malhas mais refinadas
(Malhas 2 e 3) também apresentaram um comportamento de material mais rigido que a Malha 1

apos o inicio da degradagdo da rigidez. Como justificado anteriormente, isso ocorre devido ao fato
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de que a influéncia do né mais solicitado vai sendo reduzida a medida que o nimero de nés no
elemento estrutural é aumentado, o que afeta diretamente a rigidez global da estrutura.

As mesmas andlises e observagdes podem ser realizadas também para a viga VMIP-2, refe-
rente a Figura 4.7(b).

Vale ressaltar que as andlises foram realizadas por meio de andlises visuais comparando
resultados experimentais e numéricos, como € realizado na maioria dos trabalhos da drea (LEMES,
2018; CHIOREAN; BURU, 2017; IU, 2008). Isso se deve ao fato de que diversos trabalhos experi-
mentais sdo antigos (CHAPMAN; BALAKRISHNAN, 1964; MCGARRAUGH; BALDWIN JR.,
1971; ANSOURIAN, 1981), nao fornecendo maiores detalhes a respeito das anélises realizadas nos
experimentos. Como a curva carga times deslocamento sempre € fornecida nesses trabalhos, ela se

torna o maior parametro comparativo e seus dados sdo retirados por meio de softwares graficos.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

5.1 Conclusoes

Observando os graficos gerados pelas andlises numéricas, percebe-se que em praticamente
todos os casos a inclinacdo inicial (rigidez) das curvas geradas pela formulacao proposta foi con-
dizente com o valor experimental para as trés malhas. Outro ponto importante € que a capacidade
resistente final pela formulag@o proposta também convergiu para o resultado experimental na mai-
oria dos exemplos analisados. Dessa forma, conclui-se que a formulacao implementada conseguiu
englobar os efeitos de fissuracdo, plastificacdo e interacao parcial nas vigas mistas analisadas, sa-
tisfazendo o objetivo principal do presente trabalho.

A curva que ndo apresentou uma aproximacao tao satisfatoria pode ser justificada devido a
uma divergéncia no grau de interacdo adotado. Entretanto, optou-se por ndo modificar o valor de
1n; para evitar o uso de dados obtidos de forma aleatdria.

Por fim, com relagdo a andlise de refinamento de malha, € possivel concluir que a formu-
lacdo estudada apresenta baixa sensibilidade a malha. Isso pode ser visto devido ao fato de que
as malhas menos refinadas testadas nos trés exemplos ja foram capazes de descrever o comporta-
mento das curvas experimentais - o que é uma vantagem, considerando o tempo de processamento

€ recursos computacionais.

5.2 Sugestoes para trabalhos futuros
Como sugestdo para trabalhos futuros, propde-se:

e Estudar a viabilidade da implementagdo de diferentes fun¢des de degradacdo da rigidez das
pseudo-molas para as diferentes regides de momento na viga mista, ou seja, alterar as equa-
¢Oes do pardmetro S, para 0s momentos positivos € negativos. Seria uma modifica¢do jus-
tificada, uma vez que nos exemplos em que as vigas foram submetidas a momentos fleto-
res positivos, a degradagdo da rigidez ocorreu de maneira mais lenta em relacdo aos dados
experimentais. Ja no exemplo em que as vigas foram submetidas a momentos negativos
primordialmente, essa degradag¢do ocorreu de maneira condizente com as curvas obtidas ex-

perimentalmente;
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Utilizar equagdes deduzidas analiticamente para os momentos fletores de plastifica¢ao, de ini-
cio de plastificacdo e de inicio de fissuracao, tornando o c6digo mais proximo as prescricoes

normativas;

Introduzir molas ficticias para simulacdo de ligacdes semirrigidas;
Realizar analises dinamicas;

Realizar andlises térmicas - situacdes de incéndio;

Estender as andlises para pilares e porticos mistos - que ja estdo sendo realizadas em outro

projeto de pesquisa.
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APENDICE A - Representacio vetorial das forcas externas
As estruturas sdo sistemas fisicos capazes de receber e transmitir esfor¢os, funcionando
como “esqueleto” para a edificagcdo, de forma que suas ligacOes garantem a estabilidade dos ele-
mentos. Portanto, elas devem ser projetadas para resistir a todas as acdes atuantes durante sua vida

util com seguranca e estabilidade.

As agdes, também conhecidas como cargas externas ou forgas ativas, podem ser classifica-
das em 3 categorias de acordo com a (ABNT, 2003). Elas podem ser acdes permanentes, varidveis
ou excepcionais. As agdes permanentes t€m valor constante ou variacdo desprezivel ao longo da
vida util da estrutura, e sdo divididas em diretas (como o peso proprio dos elementos construtivos)
e indiretas (como retracdo e recalques de apoio). Ja as agdes varidveis sdo aquelas que possuem
variagdes significativas ao longo da vida ttil da estrutura, geralmente decorrentes do préprio uso da
edificagdo; elas s@o divididas em normais (obrigatoriamente devem ser consideradas nos calculos
das solicitacdes. Por exemplo: cargas edlicas, utilizagdo da edificacao por pessoas, etc.) e especiais
(sdo agdes transitorias, de curta duracdo. Por exemplo: sismos, aplicagdo de cargas elevadas em
um curto intervalo de tempo, etc.). As agdes excepcionais sao aquelas de curta duracdo e baixa

probabilidade de ocorréncia, como incéndios, explosdes, enchentes, dentre outros.

Essas a¢des citadas, tdo importantes para o correto dimensionamento estrutural, sdo repre-
sentadas pelo vetor de forgas externas, presente na Equacao 2.2. As a¢des podem se referir a forcas

ou momentos e serem do tipo concentradas ou distribuidas.

O vetor de forcas externas possui o nimero de linhas coincidente com o nimero de graus
de liberdade da estrutura, respeitando a ordem definida pela conven¢do adotada (Figura 2.2). Além
disso, ndo sdo consideradas as forcas aplicadas sobre apoios que restringem 0 movimento provo-
cado pelas mesmas. Ou seja, se hd alguma forca aplicada no né sem restri¢cdes, o valor no vetor
¢ diferente de 0; mas se o nd possuir algum apoio/restri¢do, a linha referente a ele € anulada. J&
se ndo houver forca externa agindo sobre um nd, o valor da for¢a na linha referente ao grau de

liberdade € 0.

Para facilitar o entendimento da constru¢@o do vetor de forcas externas, um exemplo serd

feito.

Para o pértico presente na Figura A.1, a representacdo do vetor de forgas seria:
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Figura A.1 — Pértico com forcas externas aplicadas
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Fonte: Da autora (2020).
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F, = (A.1)
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Esse vetor de forgas F foi construido da seguinte forma: como no primeiro né ha um en-
gaste, nao ha nenhum grau de liberdade no mesmo, ou seja, esses graus de liberdade ndao foram
representados no vetor. Os trés primeiros termos do vetor F se referem aos 3 graus de liberdade
do né 2, obedecendo a ordem e a convencdo de sinais adotada (primeiro o vetor horizontal, que é
positivo quando aponta da esquerda para a direita, depois o vertical, que € positivo quando aponta
de baixo para cima, e por ultimo o referente a0 momento concentrado, que € positivo quando estd
no sentido anti-hordrio). As linhas 4, 5 e 6 também obedecem a mesma convengao, se referindo aos

graus de liberdade do n6 3. E o mesmo ocorre com os graus de liberdade do né 4. Entretanto, no
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ultimo nd, percebe-se que ha um apoio de segundo género, possuindo apenas 1 grau de liberdade

referente a rotagdo. Como ndo ha momento aplicado nesse no, o termo vale 0.

Quando as forcas sdo concentradas, quer dizer que o carregamento € aplicado em uma area
muito pequena comparada ao restante do elemento (por exemplo, a for¢ca exercida pela roda de
um veiculo em uma ponte de grande comprimento). Nesse caso, para facilitar a andlise vetorial,
inserimos nds em todos os pontos de aplicacdo de forgcas concentradas, de forma que o vetor de

forgas coincida com a representacdo dos graus de liberdade do problema.

Entretanto, a maioria das a¢des solicitadas as estruturas, tem comportamento distribuido,
ou seja, estdo aplicadas ao longo de um determinado comprimento. Nesse caso, para facilitar a
andlise do problema e a determinac¢do de uma solug@o para 0 mesmo, sdo utilizadas simplificacdes
que “substituem” as forcas distribuidas por concentradas e por momentos que possuem efeitos

equivalentes na estrutura.

Para fazer essa simplificacdo matemaética, a carga distribuida € substituida por 2 cargas con-
centradas (uma em cada extremidade/apoio) e por 2 momentos concentrados nos mesmos pontos
das cargas. Essa substitui¢do € possivel porque as cargas distribuidas geram forgas verticais nos
apoios/nds e também provocam momentos fletores nos elementos. Considera-se sempre que as
extremidades do carregamento estdo engastadas e calcula-se, em funcdo do carregamento g, as re-
acoOes provocadas pela carga. As 2 cargas concentradas geradas pela simplificagdo podem possuir
ou nao mesmo modulo, mas possuirdo o mesmo sentido de aplicag@o da carga distribuida original.
O modulo dessas forcas dependera da distribuicdo do carregamento: uniforme, triangular, senoidal,

dentre outros. A mesma andlise é feita na inser¢do dos momentos concentrados.

Para cargas uniformemente distribuidas, por exemplo, a simplificagdo sempre ocorrerd de
uma mesma forma. Para uma carga distribuida ¢ aplicada em um comprimento /, as cargas concen-

tradas equivalentes P nos 2 apoios terdo médulo de:

l
pP= % (A.2)
enquanto os momentos possuirdo valor de:
12
m=L (A.3)
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em cada um dos apoios, com o sentido referente ao provocado pelo momento da carga distribuida
nas extremidades no comprimento 1. Esses valores sdo os mesmos das reagcdes de apoio para o caso

de uma viga biengastada, como pode ser visto na Figura A.2.

Figura A.2 — Viga biengastada com carregamento uniformemente distribuido

10kN/m

glllllllllé

Fonte: Da autora (2020).

Com o auxilio do software Ftool foram desenhados os diagramas de esfor¢o cortante e

momento fletor da viga biengastada.

Figura A.3 — Diagrama de Esforco Cortante para a viga biengastada com carregamento uniformemente distribuido
obtido no software Ftool

5.0

-5.0

Fonte: Da autora (2020).

Figura A.4 — Diagrama de Momento Fletor para a viga biengastada com carregamento uniformemente distribuido ob-
tido no software Ftool

0s ]
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Fonte: Da autora (2020).
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Analisando o exemplo da viga biengastada explicito na Figura A.2, percebe-se que o carre-
gamento ¢ possui valor de -10 kN/m. Considerando o comprimento da viga / = /m, o médulo das
cargas verticais equivalentes nos apoios possuem o valor de:

ql 10.1

- _ - A4
9= > S5kN (A.4)

com o mesmo sentido da carga distribuida principal, ou seja, para a simplificacdo dessa carga, em
cada apoio uma carga no valor de SkN ¢ inserida apontando para baixo. Percebe-se que o médulo
¢ o mesmo da reacdo de apoio vertical nos engastes, como demonstra a Figura A.3.

Quando a andlise € feita para determinar o valor dos momentos concentrados para essa
mesma situacdo da Figura A.2, o resultado do cdlculo para os dois apoios pode ser demonstrado

por:

gl>  10.17
M = — =
12 12

= 0.833kN (A.5)

Percebe-se que os momentos também possuem o mesmo modulo que aqueles determinados
pelo Diagrama de Momento Fletor nas reacdes dos apoios na Figura A.4. O sentido dos momentos,
nessa situagdo, seria hordrio no apoio esquerdo e anti-hordrio no direito. Esse sentido é avaliado
baseando-se na influéncia que a carga teria em fletir a viga no ponto dos apoios.

Portanto, apds a simplificacdo da carga distribuida em cargas e momentos concentrados nos
nos da estrutura, € possivel montar o vetor de for¢as de maneira andloga a descrita na metodologia

para forcas concentradas.
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APENDICE B - Deduciio da matriz de rigidez
Para a dedu¢do da matriz de rigidez utilizou-se o Método dos Deslocamentos. Esta, por sua

vez, foi montada com base nos 6 graus de liberdade de um elemento de pdrtico plano (Figura 2.2).

Termos da matriz de rigidez referentes a rigidez axial

Para a andlise dos graus de liberdade 1 e 4 (referente as forcas horizontais nos nés 1 e 2: u;

€ up), utilizamos a relagao tensdo times deformagdo como referéncia:

o=FLe (B.1)

cuja varidvel o representa a tensao sofrida pelo material e € a deformacado provocada por ela. Se
tratando do regime eldstico, essa relacdo € linear e sua proporcionalidade é dada pelo médulo de

elasticidade ou médulo de Young (E).

Com relacdo a tensdo normal, o, esta também pode ser descrita por meio da Equacgdo B.2.

(B.2)

| Y

O =

onde P ¢é a for¢a normal aplicada no material e A € a drea correspondente ao plano de aplicagcdo da

forga.

J4 a deformacio, € pode ser calculada por meio da Equacao B.3.

0
€= I (B.3)

cuja varidvel O se refere ao alongamento/encurtamento sofrido pelo material apds a aplicag¢do da

forca P, e L representa o comprimento inicial do elemento analisado.

Sendo assim, ao substituir os termos o e € pelas Equacdes B.2 e B.3, respectivamente,

tém-se:

P 0
S=E2 (B.4)
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Isolando o termo P na Equacao B.4, € possivel descrever a forca aplicada em funcio dos

demais parametros do material (Equagdo B.5).

__EAS
L

P (B.5)

A partir da Equagdo B.5 € possivel observar que, quando uma forca axial P é aplicada
em um elemento, este ird se deslocar com um valor referente ao 6. O que ird influenciar se esse
deslocamento vai ser grande ou pequeno € justamente a rigidez da estrutura. Ou seja, quanto maior
a rigidez axial de um elemento estrutural, maior oposi¢do este apresentard ao movimento quando
submetido a um esforco axial P.

Se tratando do Método dos Deslocamentos, o raciocinio consiste em atribuir um valor uni-
tario para a variavel 8, com o intuito de determinar o valor da forca P que deve ser aplicada para
gerar esse deslocamento. Consequentemente, encontra-se também a for¢a de oposicdo ao movi-
mento gerado: a rigidez do material (k), que serd igual ao valor de P.

Dessa forma, atribuindo um deslocamento axial unitdrio de 6 = 1, temos:

EA

P= A (B.6)

Sendo assim, a rigidez axial (referente aos graus de liberdade 1 e 4) de um elemento de

portico plano (Figura 2.2) € dada por:

k= T (B.7)

Ou seja, os termos da matriz de rigidez referentes as componentes axiais (graus de liberdade
1 e 4) do elemento analisado, podem ser descritos pela Equacdao B.7. J4 os termos da matriz
referentes aos graus de liberdade 2, 3, 5 e 6 sdo nulos quando se trata de forcas axiais, pois ndo ha

deslocamento nessas direcoes.

Termos da matriz de rigidez referentes a rigidez flexional

Para a andlise do grau de liberdade 3, o procedimento para encontrar o termo referente a

rigidez a flexdo € realizado de forma diferente. A principio considera-se que o elemento de pdrtico
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plano anteriormente estudado, com propriedades e valores definidos para médulo de elasticidade
(E), area da secdo transversal (A), momento de inércia (I) e comprimento inicial (L), € engastado

nas duas extremidades:

Figura B.1 — Viga biengastada

Fonte: Da autora (2020).

Sendo assim, qualquer movimento em qualquer dire¢ao do plano estaria restringido. Entre-
tanto, na andlise em questdo, aplica-se condi¢des de contorno no problema, capazes de gerar como
resultado a forca ou 0 momento necessdrio para causar um deslocamento unitdrio em algum dos

graus de liberdade avaliados.
Por exemplo: considerando que hd, na Figura B.1, um momento fletor aplicado no no 1,

capaz de gerar um deslocamento angular unitirio no mesmo (referente ao grau de liberdade 3), o

problema pode ser esbocado da seguinte forma:

Figura B.2 — Viga engastada em uma extremidade e com momento M1 aplicado na outra

V1

A L

Fonte: Da autora (2020).

Considerando o método dos deslocamentos, o objetivo do problema € encontrar o valor do
momento M; aplicado no n6 1 responsdvel por gerar um deslocamento angular unitdrio (6 = 1)
no grau de liberdade 3. Consequentemente, os valores das outras reagdes Vi, M, e V, seriam

determinados para tal situacao.

Para o desenvolvimento dos calculos, partiu-se da equagdo da linha eldstica:

d*y

onde E representa o modulo de elasticidade do material, I o momento de inércia (definido pela drea
2

~ y .
da sec¢do transversal do elemento), 2 representa a curvatura e M(x) se refere momento reativo no
X
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ponto ¢ (ver Figura B.2), em resposta das for¢as que atuam na extremidade esquerda ou direita do
elemento.
Para alcancar o objetivo inicial, é preciso determinar o valor do momento M(x) provocado

devido as reagdes V| e M.

Figura B.3 — Viga referente a Figura B.2 cortada no ponto C

151
e

1 c
% °

Fonte: Da autora (2020).

Realizando o somatério no ponto C e adotando o sentido horario como positivo, t€ém-se:

Y M. =0 (B9)
My +Vix—M(x) =0 (B.10)
M(x) = My +Vix (B.11)

Substituindo a expressdao de M(x) da Equacdo B.11 na Equacgao B.8, tém-se:

d2y
d2
Elﬁ — M —Vix (B.13)

Integrando a Equacdo B.13 uma vez, € possivel encontrar a func¢do que descreve o desloca-
mento rotacional 0 (dy/dx), onde c; é uma constante de integracéo.
dy Vix?

EIZ = —myx— 22 B.14
e X= = +cq ( )

Isolando a varidvel 6 na Equacdo B.14, t€ém-se:
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dy 1 Vix?
0=—=—|-Mx——+ B.15
dx EI( 1 2 Cl) ( )

Ja se a Equacgdo B.13 for integrada duas vezes, obtém-se a fun¢do do deslocamento transla-

cional, 8, onde ¢; € outra constante de integragao.

dy 1 M1x2 V1x3
_,oP_ 1 Mx Wx B.1
0=y=1n El( 2 T Tarta (B.16)

Contudo, como pode ser observado, as equacoes estdo em fung¢do de duas constantes de
integracdo. Os valores dessas constantes podem ser descobertos a partir das condi¢des de contorno

do problema. Para a situacao analisada, € possivel verificar 4 condi¢des de contorno:

Condicao 1: No pontox=0,6 =0
Condic¢ao 2: No pontox =0,0 =1
Condic¢ao 3: Nopontox=L,0 =0
Condicao 4: No pontox =L,6 =0

Aplicando-se a Condi¢do 1 na Equacdo B.16, t€ém-se:

dy 1 ( M0*> V0’
_Y_ _ _ a7 B.1
0 T El ( > 6 +c10+c (B.17)

Sendo assim:

c=0 (B.18)
Ja ao aplicar a Condicao 2 na Equacao B.15, obtém-se o valor para c;.

1 V,02

1= — (—mo- = B.1
EI( 10 5 +C1) (B.19)

c1=EI (B.20)

Dessa forma as Equacdes B.15 e B.16 podem ser reescritas, respectivamente, como:

dy 1 Vix?
=—=—|-Mx——+EI B.21
dx  EI ( e ) (B-21)
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dy 1 Ml)C2 Vl)C3
Y= o T EI ( 7 e PN (522

Contudo, o objetivo inicial era encontrar os valores de Vi, M|, V, e M, para a situacdo

tratada (deslocamento rotacional unitdrio no né 1). Para alcanca-lo, as condi¢des de contorno 3 e 4

sdo fundamentais.

Aplicando a Condi¢do de contorno 3 na Equagdo B.21, tém-se:
o= L (oYY g (B.23)
TEI\ T2 '

Para que essa multiplicagdo seja nula, o segundo termo deve ser nulo (porque o termo EI

nao pode ser). Entdo, igualando o segundo termo a 0 e isolando V7, t€ém-se:

2
Vi= 3 (~MiL+EI) (B.24)

Por fim, aplicando-se a Condi¢do 4 na Equacdo B.22, t€ém-se:

1 ML v
0= 77 (— - T—i—EIL (B.25)

Considerando também que o primeiro termo dessa multiplicagdo ndo pode ser nulo, iguala-
se o segundo termo a 0.
ML w3

~ = LEIL (B.26)

0="-7 6

Percebe-se que as Equacgdes B.24 e B.26 tem duas incégnitas em comum: V| e M. Sendo
assim, € possivel determinar os valores dessas duas varidveis a partir da simples solucdo de um

sistema envolvendo as duas equacoes.

Utilizando o método da substituicdo e substituindo a Equacdo B.24 em B.26, tém-se:

ML 2 L?
0= —1———(—M1L+EI)F+EIL (B.27)

Simplificando a equacdo B.27:
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M L? N ML?> EIL
2 3 3

0= +EIL (B.28)

Por fim, isolando a variavel M;:

M) = — (B.29)

Entdo, para determinar o valor de Vi, basta substituir o valor de M; encontrado por meio da

Equacio B.29 na Equacio B.24.

2 4E1
=—|——L+EI B.30
V=13 ( 7L+ ) (B.30)
6E1
V) = -7 (B.31)

Portanto, com os valores de M| e V| definidos, € possivel determinar os valores de V; e M,
utilizando as equagdes de equilibrio. Para isso, utilizar-se-4 a Figura B.2 como base, considerando

que a mesma possui comprimento L do né 1 ao né 2.

e Determinar V; - considerando y positivo apontando para cima:

Y F=0 (B.32)

Vi+V2=0 (B.33)
6EI

Vo=-Vi = 17 (B.34)

e Determinar M, - considerando o sentido hordrio como positivo:

My +My— VoL =0 (B.35)
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My, = —M;+W,L (B.36)

Substituindo as Equacgdes B.29 e B.34 na Equagdo B.36:

4E1 6EI

My = ——— L B.37
2 . T2 (B.37)
Por fim, o valor de M, é determinado.

2ET

Esses valores encontrados se referem ao grau de liberdade 3, ou seja, preenchem as linhas e
colunas 3 da matriz de rigidez. Quando aplicamos um deslocamento rotacional unitdrio provocado
por um momento M1, ndo hd interferéncia nos deslocamentos axiais da estrutura, por isso 0s termos
1 e 4 sdo nulos.

Seguindo uma metodologia andloga a anteriormente descrita, os demais termos de matriz de
rigidez (K) s@o obtidos com a aplicacdo de deslocamentos unitdrios nos demais graus de liberdade
do elemento.

Portanto, com o auxilio da equacdo da linha eléstica e das condi¢des de contorno do pro-
blema, juntamente com as equagdes de equilibrio no plano, é possivel determinar todos os termos

da matriz de rigidez de um elemento de portico plano (Figura 2.2).
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APENDICE C - Matriz de rigidez expandida para mais de um elemento
Sabe-se que, na pratica, a maioria das estruturas € composta por mais de um elemento.
Consequentemente, os modelos matemdticos devem ser criados de forma que sejam aplicdveis a
estrutura como um todo, calculando deslocamentos e forcas internas localizados em qualquer um

dos nés dos seus componentes.

Essa integracdo dos elementos ¢é feita em todas as matrizes e vetores que participam das
equacgdes para encontrar os deslocamentos sofridos, dentre elas a matriz de rigidez. Entdo, ao invés
de se ter uma matriz de rigidez para cada elemento, t€m-se uma tinica matriz que engloba a estrutura

toda.

Matriz de rigidez para mais de um elemento

A principio € preciso analisar quantos graus de liberdade a estrutura possui, desconside-
rando as condi¢des de contorno que restringem movimentos. Ou seja, conta-se quantos nds a
estrutura completa possui, € esse nimero € multiplicado por 3, pois cada n6 possui 3 possibilidades
de movimento (2 de translacdo e 1 de rotagdo) no plano xy. Uma estrutura com 8 nds, por exem-
plo, possuiria no total 24 graus de liberdade, pois cada n6 de seus elementos € capaz de realizar 3

movimentos em sentidos diferentes.

Esse nimero é importante pois € ele quem define a quantidade de linhas e colunas que
irdo compor a matriz de rigidez. Ou seja, apOs contabilizar o niimero de nds, € importante que
os mesmos sejam numerados juntamente com os graus de liberdade, que devem estar em ordem
conforme a convencdo. Esse procedimento facilita o entendimento da matriz de rigidez da estrutura,
de forma que cada linha/coluna da matriz possa representar o movimento do respectivo grau de
liberdade no sistema de coordenadas global. E vélido ressaltar que, o posicionamento dos nds
da estrutura é feito a critério do responsdvel pela andlise; mas, por conveniéncia, indica-se que
sejam considerados nds nos pontos de ligacao entre barras, extremidades livres, locais onde hd

vinculos/apoios e em pontos de aplicacdo de uma forgas concentradas.

No caso de o n6 estar no ponto de ligacdo entre barras, percebe-se que nele ocorrerd a

sobreposicdo dos graus de liberdade de 2 elementos, como indicado na Figura C.1. Ou seja, os
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3 ultimos graus de liberdade do primeiro elemento deverdo ser somados com os 3 primeiros da

segunda barra.

Figura C.1 — Estrutura com dois elementos de barra

1 2 3
® ® °

Fonte: Da autora (2020).

Para determinar a matriz de rigidez da estrutura representada na Figura C.1, deve-se montar

uma matriz com 9 linhas e 9 colunas, pois hd 3 nés com 3 graus de liberdade em cada um deles.

No primeiro nd, percebe-se que sé hd os graus de liberdade 1, 2 e 3 do primeiro elemento,
ou seja, na matriz de rigidez (ver Figura C.1) s6 possui elementos K1 nas linhas e colunas 1, 2 e
3. O mesmo ocorre com o Ultimo nod, referente aos graus de liberdade 7, 8 e 9, que s6 possuem
influéncia do elemento 2 (s6 termos K2). Entretanto, no segundo né, hd o encontro dos elementos 1
e 2, o que interfere diretamente nos graus de liberdade 4, 5 e 6 da estrutura. Portanto, na montagem
da matriz de rigidez global, deve-se realizar a superposi¢do dos graus de liberdade referentes aos
elementos 1 e 2, ou seja, deve-se somar os 3 ultimos graus de liberdade do primeiro elemento (4, 5
e 6 de K1) com os 3 primeiros do segundo elemento (1, 2 e 3 de K2). Esse procedimento pode ser

visualizado na matriz a seguir.

[ K1, Klp Kliz Kl Klis Klis o 0 0 |
Klo; Klyp Kly; Kl Kl Kl 0 0 0
Kly, Kl Klzz  Klag K135 K136 0o 0 0

Kl Klp Kliy Klag+K21 Klus+K212 Klag+K213 K214 K215 K216

K= Kls; Klsp Kls3 Klss+K2y Klss+K2» Klse+K2:3 K234 K25 K296
Klei Klg Kles Klea+K231 Kles+K23 Kleo+K233 K234 K235 K236

o 0 0 K24 K24 K245 K244 K245 K246

O 0 0 K25 K25 K253 K254 K255 K2sg

0 0 0 K26 K2 K23 K264 K265 K2es

(C.1)
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A metodologia para montagem da matriz de rigidez € a mesma independentemente do nu-
mero de elementos que compdem a estrutura: deve-se contabilizar o nimero de nés do conjunto e
avaliar se ha superposicao dos graus de liberdade de 2 ou mais elementos em um mesmo no.

A matriz de rigidez anteriormente mostrada sé se aplica para elementos de barra posicio-
nados na horizontal, ou seja, se a barra ndo estiver horizontal, é necessario redefinir a matriz de
rigidez de forma que os elementos possam estar rotacionados conforme a realidade da estrutura.

Para a redefini¢ao dessa matriz, utiliza-se o conceito de coordenadas locais e globais. A ma-
triz de rigidez demonstrada anteriormente € feita em conformidade com o sistema de coordenadas
local, ou seja, ndo estd sendo comparada com outra referéncia a ndo ser o proprio elemento. Con-
tudo, para uma anélise conjunta de toda a estrutura, é preciso que todos os seus elementos estejam

com um mesmo sistema de referéncia, no caso, o sistema de coordenadas global.

Matriz de rotacao

Considerando que o sistema local de um elemento esteja rotacionado em um angulo o
com relagdo ao sistema de coordenadas global, os graus de liberdade do mesmo também estdo
rotacionados pelo mesmo angulo. Sendo assim, € necessdrio fazer a transferéncia desses graus de
liberdade do sistema local para o global por meio da multiplicagdo da matriz de rigidez pela matriz
de rotacdo. Essa ultima € responsdvel por rotacionar as coordenadas de um sistema ao outro de
acordo com o angulo « da situagdo.

A matriz de rotacdo € montada a partir da decomposi¢do das forcas na barra inclinada
referentes aos graus de liberdade de 1 a 6 do sistema local para o global. A matriz montada para

um elemento de pértico plano pode ser visualizada pela Equacao C.2.

[ cos(a) —sen(at) 0O 0 0 0
sen(at) cos(a) O 0 0 0
0 0 1 0 0 0
R— (C.2)
0 0 0 cos(a) —sen(a) 0O
0 0 0 sen(a) cos(a) O
o 0 0 0 0 1
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Por fim, para satisfazer os conceitos de propriedades matriciais, a relacao carga-deslocamento
deverd sofrer uma pequena modificacdo quando o problema tratar de estruturas ndo horizontais.
Cada termo da relacdo deverd ser multiplicado pela matriz de rotacdo, R, conforme indicado pela

Equacao C.3.

RF = K RX (C.3)

sendo K, a matriz de rigidez no sistema local, dada por:

K, = RrKR C4

onde R € a matriz de rotagdo (Equacdo C.2), Ry € a sua transposta, F € o vetor de forcas, K € a

matriz de rigidez e X € o vetor de deslocamentos.

Matriz de rigidez apds a insercao de apoios/restricoes

A matriz de rigidez trabalhada anteriormente se referia a um elemento de viga com as ex-
tremidades livres, ou seja, ndo havia nenhuma restri¢do para seus graus de liberdade. Contudo,
na realidade, todas as estruturas possuem apoios e ligacdes que restringem seus movimentos e,
consequentemente, eliminam alguns graus de liberdade.

Matematicamente, essas restricdes possuem um efeito significativo na matriz de rigidez. A
linha e a coluna referente ao grau de liberdade que foi restringido devem ser desconsideradas e

eliminadas da matriz.
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