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RESUMO

O trabalho baseia-se no estudo das curvas algébricas planas. Em um primeiro momento estudamos as curvas
em C? e suas propriedades. Com a motivagio de resolver um sistema de equagdes, que geometricamente
representa as intersecdes entre duas curvas, comegamos a estudar intersecdes entre duas curvas algébricas
através do método da resultante. Nesse contexto, um resultado importante sobre interse¢des entre curvas
algébricas é o Teorema de Bézout (versdo fraca). Tal resultado apresenta uma cota superior para 0 nimero
de intersecdo entre duas curvas. Com isso, foi possivel estudar algumas aplicacdes do Teorema de Bézout
como, por exemplo, o Teorema de Pappus. Outra aplicacdo € o Teorema do Hexdgono de Pascal, que diz que
os pontos de intersecdo dos lados opostos de um hexdgono inscrito numa conica irredutivel sdo colineares.
A continuidade do estudo deste tema foi motivada a partir dos exemplos nos quais o niimero de interse¢des
que encontrdvamos ndo chegava ao nimero maximo apresentado pelo Teorema de Bézout (versdo fraca).
Por exemplo, quando temos uma pardbola, de equacio y = x° e a reta, de equacdo x = I, temos apenas o
ponto de interse¢do P = (1,1). Mas, pelo Teorema de Bézout, o niimero maximo de pontos seria dois. Com
isso, demos sequéncia aos estudos com os pontos no infinito, o plano projetivo P2 e curvas projetivas que, a
partir desses conceitos, nos da condi¢cdes de encontrar todas as interse¢des entre duas curvas. Assim, temos:
Teorema de Bézout (versao forte): Sejam C e D duas curvas projetivas definidas por F e G, onde 0F = m
e dG = n. Suponha que C e D ndo tém componentes em comum, entdo C e D tém exatamente mn pontos de
intersecdo, ou seja, #C N D = mn.

Palavras-chave: Teoria de Polindmios. Curvas Algébricas. Plano Projetivo. Teorema de Bézout.



ABSTRACT

The project is based on the study of plane algebraic curves. At first we study the curves in C? and their
properties. With the motivation of solving a system of equations, which geometrically represents the in-
tersections between two curves. We began to study intersections between two algebraic curves using the
resulting method. In this context, an important result about intersections between algebraic curves is the
Bézout Theorem (weak version). This result has a higher quota for the number of intersection between two
curves. Thus, it was possible to study some applications of the Bézout Theorem, such as the Pappus Theo-
rem. Another application is Pascal’s Hexagon Theorem, which says that the intersection points on opposite
sides of a Hexagon inscribed in an irreducible conic are collinear. The continuity of the study of this theme
was motivated from the examples in which the intersections we found did not reach the maximum number
presented by the Bézout Theorem. For example, when we have a parable of equation y = x> and the line of
equation x = 1, we have only the intersection point P = (1,1). But by the Bézout Theorem, the maximum
number of points would be two. Thus, we continued the studies with infinity points and the projective plane
P2 which, from these concepts, allows us to find all intersections between two curves. So we have: Bézout
Theorem (strong version): Let C and D be two projective curves defined by F and G, where 0F = m and
dG = n. Suppose C and D have no components in common, so C and D have exactly mn intersection points,
that is #CN D = mn.

Keywords: Polynomial theory. Algebraic Curves. Project Plan. Bézout Theorem.
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1 INTRODUCAO

Um dos campos mais amplos da Matemadtica é a Algebra que, ao generalizar a aritmética, introduz
varidveis através de simbolos que representam os nimeros. Dentro do estudo da Algebra, os polindmios
ocupam lugar fundamental, pois sdo expressdes algébricas que envolvem as quatro operagdes bdsicas da
Matematica: adicdo, subtragdo, multiplicacdo e divisdo, além da potenciacdo. Uma das aplica¢des dos
polindmios € o estudo das Curvas Algébricas Planas.

A ideia dessa pesquisa surgiu para dar sequéncia ao estudo nessa drea especifica, abordada durante o
curso de Graduagdo em Matematica. Deste modo, este trabalho tem o objetivo de estudar os conceitos dessas
curvas no ambiente real, complexo e projetivo, além de apresentar algumas de suas aplicacdes. A principio,
é apresentada a Teoria dos Polindmios, com o estudo de alguns conceitos indispensdveis para dar sequéncia
ao trabalho com a defini¢do das Curvas Algébricas e exploracdo de suas propriedades.

No capitulo seguinte, o trabalho concentra-se na definicdo das Curvas Algébricas, com alguns exem-
plos para fundamentar o estudo dos pontos de intersecdes entre Curvas Algébricas e buscar esses pontos,
através da utilizacdo do Método da Resultante. Aborda-se, entdo, o Teorema de Bézout, que relata o nimero
maximo da quantidade de pontos de intersecdo entre duas curvas. Em sequéncia, apresenta-se um novo es-
paco, o Plano Projetivo, com foco nos Pontos no Infinito, elementos que fundamentam a busca pela exatidao
no nimero de intersecdo de duas curvas.

A relevancia desse estudo estd na comprovacdo de que a possibilidade de se encontrar o nimero
exato de pontos de intersecdo entre duas curvas € real. Comprova-se, entdo, a importancia do Teorema
de Bézout para o estudo dos polindmios, para a dlgebra e, enfim, para o desenvolvimento matemadtico da

humanidade.
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2 TEORIA DE POLINOMIOS

Nesse capitulo vamos trabalhar alguns conceitos sobre polindmios necessarios para o desenvolvi-
mento do trabalho, pois a partir desse estudo podemos definir Curvas Algébricas e explorar suas proprie-
dades. Para esse estudo usaremos como referéncia (LEIMANN, 2003) e (DOMINGUES; IEZZI, 1982) no

qual trabalha-se os conceitos sobre anel.

2.1 Polinomio

Definicao 2.1.1 Seja A um anel comutativo com unidade. Chamamos de Polindmio, com varidvel x, a

expressdo p(x) = ag+ a1x +axx* + ...+ a,x", onde cada a; € A.
Obervacao 2.1.1 Denote Alx] como o conjunto de todos os polinémios sobre a indeterminada x.

Dois polindmios sdo iguais se, e somente se, os coeficientes correspondentes a mesma poténcia forem iguais.
Definiremos as operacdes de adi¢do e multiplica¢do entre dois polindmios. Sejam:
p(x) =ap+aix+ax*+...+aux" e
q(x) = bo+b1x +box> + ...+ bpx".
Temos que,
(p+q)(x) := p(x) +q(x) = (ao +bo) + (a1 + b1)x+ (a2 + b2)x* + ...+ (a, + b, )x"
e
(pq)(x) := p(x)q(x) = co+c1x+cox® + ...+ cpxk,

onde

co = apbo
c1 = aob; +a1by
k

cx = apby +aiby_1+ ...+ arbyg, isto €, Z a;b_;.
i=0

Definiciio 2.1.2 O polinémio 0 = 0+ 0x +0x% + ... + 0x" é chamado de polindmio nulo e o polindmio

1(x) =14+0x+...40x" é chamado de polinémio neutro para multiplicagdo.

Teorema 2.1.1 O conjunto Ax] é um anel comutativo com unidade.



Demonstracao:
Considere os polindmios p(x) = ag +a1x+ax*> + ... +anx™, q(x) = bo+bix +box*> + ...+ byx" e
h(x) = co+c1x+cax® + ... +cx" em A[x].

e Associatividade da adicdo:
p(x)+(q(x) +h(x)) =
= (ao+arx+a? +...)+ ((bo+co) + (b1 +c1)x+ (br+ ) +...) =
= (ao+ (bo+ o)) + (a1 + (b1 +c1))x+ (a2 + (br +2))x* + ... =
= ((ao+bo) +co)+ ((a1 +b1) +c1)x+ (a2 +b2) +c2)x* +... =
= ((ao+bo) + (a1 +b1)x+ (ar +by)x> +...) + (co+crx+cx* +...) =
= (p(x) +4q(x)) +h(x).

e Comutatividade da adicdo:
p(¥) +4(x) =
= (aop +arx+ax® 4+ ...+ apx™) + (bo +b1x +box* + ...+ b,x") =
= (ao+bo) + (a1 +b1)x+ (a2 +br)x* + ... =
= (bo+ao) + (b1 +ai)x+ (by+ar)x* +... =
= (bo+b1x +box> + ...+ byx") + (ag +arx+ ayx* + ...+ aux™) =
=q(x)+p(x).

o Existéncia do elemento neutro para adig¢do:
Considere o polindmio 0(x) = 0+ 0x+ 0x> + ...+ 0x™, temos que:
0(x) + plx) =
= (04 0x+0x% +... +0x™) + (ag + a1x + axx® + ... + @uxX™) =
= (0+ag) +(0+ap)x+ (0+a)x*+ ...+ (0+ay)x" =
= (ap+aix+ax*> + ...+ apx™) =
= p(x).
e Todo elemento de p é simetrizavel:
Tome o polindmio —p(x) = (—ap) + (—ay)x + (—az2)x> + ...+ (—a,)x™. Temos que

p(x)+(=p)(x) =
:(a0+a1x+a2x2+...+amxm)+((—ao)—|—(—a1)x—i—( az)x +.. A (—ap)X™) =

11
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= (ap+ (—ao)) + (a1 + (—a1))x+ (a2 + (—a2))x* + ...+ (am + (—am) X" =
=0+ 0x+0x2 4 ... +0x" = 0(x).

Para os proximos itens, considere a seguinte notacdo :p(x) = (a;), g(x) = (b;), h(x) = (cx).

e Associatividade da multiplicacao:

Sejam g(x)h(x) = (di), p(x)(q(x)h(x)) = em, p(x) -q(x) = fa, (P(x)q(x))(x) = gm-

Assim (ey,) Z a;d; = Z a;( Z bjcy) = Z ai(bjck) = Z (aibj)cx = Z Zab Cr=

i+l=m i+l=m  j+k=I i+j+k=m i+j+k=m n+k=m i+j

Z fnck = &m-

n+k=m

e Distributividade:
Sejam p(x)g(x) =ko+kix+... +kx"+ ..., p(x)h(x) =go+gix+... +gnx" e
p(x)-(q (x)+h(x)) =eytex+...+ex,+....
Assim ( Za, n—i+Cn—i) Xn:aibn—i-l-aicn—i = (kn) + (gn)-
i=0

e Comutatividade da multiplicacao:
Sejam p(x)g(x) =ko+kix+...+kx"+...e qx)p(x) =eotex+...+epx,+....
n

Assim temos (k,) = Z aib;, como a; e b; € A entdo podemos comutar a; e b;.
i=0

Logo Za,b = Zba, = (ey).

o Existéncia do elemento neutro para multiplicacio:
Tome 1(x) =dp+dix+...d,x" € Alx],onde dy =1 ed; =0paratodoi=1,...,n
Assim 1(x)p(x) = ep+e1x+ ...+ e,x", onde ey = apdy = ag, e = aod) + aido = ay, ex = apdr +

ard| +axdy = ar e e; = a;dy = a;.

2.2 Grau de Polindmio

Nessa secdo serd definido o grau e a raiz de polindmio seguindo de alguns resultados envolvendo
esses conceitos. A definicdo de grau € indispensdvel para o desenvolvimento do trabalho, uma vez que serd

utilizada para encontrar o nimero de interse¢des entre duas curvas.
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Defini¢io 2.2.1 Seja p(x) = ag +ajx+axx* + ... +ax' € Ax] tal que a; # 0 entdo o graude p é i.
Notacdo: dp =i.
Obervacao 2.2.1 O polindémio nulo ndo tem grau.

Vamos apresentar agora dois resultados sobre o grau de polindmios. Sejam p e g polindmios perten-
centes a A[x], onde A é um anel, temos:
1-d(p+q) < mdx{d(p),d(q)}-
Demonstracao:
Sejam dois polindmios p(x) = ap+aix+...+aix' e g(x) =bo+bix+ ...+ b;x’ tais que p,q € A[x]. Assim

temos dois casos:

1°: Suponha que i > j, entdo:

p(x)+q(x) =ao+bo+ (a1 +b1)x+...+(aj+bj)x) +... +ax

Logo d(p+q) =i=mix{d(p),d(q)}.
2°: Suponha que i = j, entdo:

Se a; +b; = 0, temos: p(x) +q(x) = ap+bo + (a1 +b1)x+ ...+ (ai_1 +bi_1)x ' + (a; + b;)x' =
ag+bo+ (a1 +by))x+...+ (a1 +bi)x 1 +0x' =ag+bo+ (a1 +by)x+...+ (a;_1 +bi_1)x L.

Logo d(p-+q) <i— 1< mix{d(p),(q)}.

Se a; +b; # 0, temos: p(x) +q(x) =ao+bo+ (a1 +b1)x+ ...+ (aj+bj)x +...+ (a; + b;)x'.
9)}
q)

)
Logo d(p+¢q) =i=max{d(p),d(
Portanto, d(p+¢) < max{d(p),d(q)}

2-9(pq) < 9(p)+9(q).
Para demonstracdo desse resultado, veja (LEIMANN, 2003).

Para destacar os casos acima temos alguns exemplos.

Exemplo 2.2.1 Sejam f(x) = 2x> + 1 e g(x) = —2x> + x — 3 polinémios pertencentes a R[x]. Note que
f)+egx) =23 +1)+ (-2 +x-3)=x—2assim d(f+g) =1 < max{d(f),d(g)}.
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Exemplo 2.2.2 Considere os seguintes polinomios em Rlx]: p(x) =x>* —x+1e gx) =x>+x—2. A
soma entre os dois polindmios é: p(x) +q(x) = (> —x+ 1)+ (P +x-2)=x*+x>—1ed(p+q) =3 =
mdx{d(p),d(q)}

Exemplo 2.2.3 Sejam os polinomios a,b € R[x] da forma a(x) = —x+1 e b(x) =x* +x—2.
Temos a(x) -b(x) = (—x+1)- (X +x—2) = - x> + 20+ x> +x—2=—x>+3x—2.
Assim d(a(x)b(x)) =3 =14+2=23d(a)+d(b).

No préximo exemplo usaremos a classe dos restos Z,,, onde esse anel é o conjunto dos restos da

divisdo por m.

Exemplo 2.2.4 Considere s(x) = 2x*> +3x+ 1 e t(x) = 2x +2 polinémios em Z4|x].
s(0)t(x) = (22 +3x+1)- (2x+2) =4 + 4 + 6x> + 6x+2x+2 = 10> +8x+2=2x>+2 ¢
d(st) =2<3=2+4+1=279(s)+d(1).

Teorema 2.2.1 Se A é um dominio de integridade entdo Alx] é dominio de integridade.

Demonstracao:
Sejam dois polindmios p(x) = ag+aix+...+ax' e g(x) = bo+bix+...+bjx/ coma; # 0,b; # 0 tais que
p,q € Alx].
Considere a multiplicagio p(x)q(x) = co+c1x+cox® + ... +¢ip jxi T

Como A é dominio e a; # 0,b; # 0 implica que a;b; # 0. Concluimos que c;1 j # 0. Logo p(x)g(x) #
0. Portanto A[x] é dominio. O

A proposi¢ao a seguir diz a respeito a Divisdo Euclidiana.

Proposicio 2.2.1 Sejam (A,+,-) um anel comutativo com unidade e A[x] o anel de polinémios numa varid-
vel sobre A. Considere f(x) =ap+aix+...+anx" e g(x) =bo+bix+...+bux™ polinémios em Alx], com
b,, inversivel em A e n > m. Entdo:

i) Existem t,r € Ax] tais que f(x) = g(x)t(x) +r(x), com dr < dg ou r = 0.

ii) Tais t e r podem ser efetivamente calculados.

Demonstracao:
Vamos dividir em dois casos:

1°caso: Se f =0ouse df < dg,tomer=0er=f.
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2° caso: se df > dg =m.
Como b,, é inversivel em A, existe i c€Ae ia,,x"_m € Alx| sendo ianx”_mbmx’" =a,x".
Temos f(x) — iang(x) = (%)x”*1 +.+ (W)x’“m +h(x) (onde h=00u dh <n—m) =

£1(x) € Al Assim £(x) = g(¥) ;L Jan™ "+ fi (x).

Se fi=00udf; <dg=m,tomet(x)= ianx”_m er=fi.

Se p=0dfi > m escreva fi(x) =cpx’ +...+cpcomn—1>p>mec,#0 tome fo(x) = fi(x) —
b‘:cpxp*mg(x) temos f(x) = g(x)[bl:anx”’m + bl;c,,xp’m] + f2(x).

Repete-se esse processo até que f; =0 ou d f; < m. U

Exemplo 2.2.5 Sejam f(x) = 3x* —9x* +7x? — 3 e g(x) = 3x*> — 3x — 2 polindmio em R[x], calcule a divisdo
de f por g.

Figura 2.1 — Algoritmo da divisdo

Fonte: Do autor (2019).

Com isso concluimos que 3x* —9x> +7x* =3 = (3x* = 3x —2)(x* = 2x+ 1) + (x — 1).

Defini¢do 2.2.2 Se f(x) =ap+aix+ ...+ a,x" é um polinémio ndo nulo em Alx| e o0 € A definimos f(a) =

ap+a 0+ ...+ a,a" € A. Dizemos que o é uma raiz de f em A se tivermos f(o) = 0.

Proposicdo 2.2.2 Sejam A um anel, f € A[x| ndo identicamente nulo e @ € A, entdo existe q € A[x] tal que

f(x) = (x—a)g(x) + f(a).

Demonstracao:
Seja (x — o) € A[x], assim pela Proposi¢do 2.2.1 existem g, r € A[x] tais que f(x) = g(x)(x — &) +r(x) onde
r=0oudr<1,ouseja, r € A. Assim temos que f(a) = g(a)(a — a)+rentdo f(o) =r.

Portanto f(x) = g(x)(x— o) + f(a). O

Corolario 2.2.1 Seja A um anel, @ € A é raiz de [ se, e somente se, (x — o) divide f, ou seja, o € A,

f(a) =0 se, e somente se, f(x) =g(x)(x— ), com g € Alx].
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Demonstracao:

(—) Aplicando a proposi¢do anterior temos que f(x) = (x — a)g(x) + f(a). Como f(a) =0, entdo f(x) =
(v @)g(x) + (@) = (x— @)g(x) +0.

Portanto f(x) = (x — a)g(x).

(«) Nossa hipétese é f(x) = g(x)(x — &) e pela proposicdo anterior temos que f(x) = (x — a)g(x) + f(@).
Assim £(x) = g(x) (v — @) = (x— @)g(x) + £(@). Logo f(0t) = 0. O

Defini¢do 2.2.3 Sejam A um anel, f € Alx] e a € A. Dizemos que & é uma raiz de f com multiplicidade

k> 1se (x— o)k divide f mas (x — a)*"! ndo divide f.

Coroléario 2.2.2 Sejam A um anel, f € A[x] e o0 € A. Entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
i) a é uma raiz de f com multiplicidade k.

ii) Existe h € Alx] tal que f = (x — o)*h com h(a) # 0.

Demonstracao:

i) = ii) Como « é raiz de f com multiplicidade &, entdo (x — o )* divide f, assim existe & € A[x] tal que
f(x) = (x— a)*h(x). Suponha () # 0, entdo existe g € A[x] tal que A(x) = (x — a)g(x). Substituindo em
f temos f(x) = (x — a)**'g(x). Absurdo! Pois (x — &)**! nio divide f.

ii) = i) Como f(x) = (x — a)*h(x) temos que o é raiz de f com multiplicidade maior ou igual a k, assim
(x — a)* divide f. Devemos mostrar que (x — o)**! ndo divide f. Suponha (x — or)k*!
(x — a)fh(x) = f(x) = (x— a)**1g(x),g € A[x]. Logo (x — ot)*h(x) — (x — &)*g(x) = 0 0 que implica em
(x — o)k[A(x) — (x — a)g(x)] = 0. Assim [i(x) — (x — &t)g(x)] =0 = h(x) = (x — @)g(x) entdo h(a) = 0.
Absurdo! Pois, por hipétese, () # 0. O

divide f, assim

Definicdo 2.2.4 Considere K um corpo e K[x| o conjunto dos polinémios sobre K na indeterminada x. Seja

f € Kx] tal que f > 1. Dizemos que f é polinémio irredutivel sobre K se toda vez que f(x) = g(x)h(x)

sendo que g,h € K[x| entdo g(x) =a# 0 € Kouh(x) =b# 0 € K. Se f ndo for irredutivel sobre K dizemos

que f é redutivel sobre K.

Exemplo 2.2.6 Considere f(x) = x>+ 3x, onde f € R[x], vamos verificar se esse polinémio é irredutivel ou
ndo.

Podemos escrever f como um produto entre dois polindmios, ou seja, f(x) = g(x)h(x), onde g(x) = x e
h(x) = x+ 3. Nesse caso nenhum dois dois polindmios sdo constantes, portanto f é um polindmio redutivel

sobre R.
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Para dar sequéncia ao trabalho vamos definir anel de polindmio para duas varidveis e uma proposi¢ao

sobre esse contetdo.

Defini¢do 2.2.5 Seja A um anel comutativo com unidade. O conjunto Alx,y| é o conjunto de todos os po-

linémios sobre as varidveis x e y.

Definicdo 2.2.6 Seja p € Alx,y|, o grau de p é o maior expoente entre os mondmios desse polinémio. Em
alguns casos temos x multiplicando y, entdo temos que somar os expoentes de cada varidvel para obter o

grau desse monomio.

Definiciao 2.2.7 Um anel A é chamado de anel de fatoracdo iinica se ele ¢ um anel de integridade tal que:

e Todo elemento ndo nulo de A que ndo é uma unidade de A pode ser decomposto em um produto de

irredutiveis.

o A decomposigdo da parte 1 é tinica além da ordem e multiplicacdo por unidades.

Como podemos escrever o anel A[x,y] como A[x]([y]), essa definicdo pode se estender para esse

conjunto, que é o conjunto de todos os polindmios sobre as varidveis x e y.
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3 CURVAS ALGEBRICAS

Nesse capitulo vamos definir uma curva algébrica através dos conceitos de polindmio, explorando
alguns exemplos. Feito isso podemos estudar os pontos de interse¢des entre curvas algébricas e encontrar
esses pontos através do método da resultante. Para esse capitulo veja (GERD, 2001), (FULTON, 2008),
(SALEHYAN, 2008) e (VAINSENCHER, 1996).

Definicdo 3.0.1 Considere o anel de polinémio K|x,y| em duas varidveis, uma curva algébrica é o conjunto
dos zeros de um polinémio qualquer, ou seja, é um conjunto C = {(a,b) € K?|p(a,b) = 0} C K? onde

p € K[x,yl.

Exemplo 3.0.1 Seja f(x,y) = "72 —3y? — 1 um polinémio em R|x,y]. Vamos construir o grdfico da curva
gerada por esse polinémio. Considere como C a curva gerada por f, entdo C = {(a,b) € R?|f(a,b) =0},

. . ~ 2 . . z
ou seja, C tem os pontos que satisfazem a equagdo 0 = 5 — 3y? — 1. Assim temos o seguinte grdfico:

Figura 3.1 — Exemplo de curva algébrica

Fonte: Do autor (2019).

Definicao 3.0.2 O grau de uma curva D gerada pelo polinémio p é igual ao grau do polinémio, ou seja,

dD :=dp.

Uma motivagéo para continuar o estudo é o seguinte problema: dadas duas equagdes p(x,y) =0e
q(x,y) = 0, devemos encontrar se estas possuem solugdes em comum. Geometricamente estamos verificando

se existe intersecdo entre duas curvas C e D geradas pelos polindmios p e g.
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3.1 Intersecao entre Curvas Algébricas

Seja C uma curva definida por f € C[x,y|, f admite uma fatora¢do f = ff' + fé‘z +...4 f&, com f;

polinémios irredutiveis. Cada curva C; gerada por f; ¢ chamada de componente de C.

Definicao 3.1.1 Um curva algébrica C é chamada redutivel se existem curvas algébricas distintas C e C,
tais que C = CyUGC,. Irredutivel significa ndo redutivel, ou seja, qualquer decomposigcdo C = C1UC, implica

C =0

Exemplo 3.1.1 Considere f(x) = x* —y? o polinémio que gera a curva C. Podemos escrever esse polinomio
como f(x) = (x—y)(x+y), logo a curva C é redutivel, pois considere C; = {x —y} e C; = {x+y} sendo
C=CUGC,.

Teorema 3.1.1 Qualquer curva algébrica C C C? admite uma representagdo tinica C=C UG U...UC,

com C; irredutivel para todo i.

Demonstracao:

Consequéncia direta do fato que Clx,y] é um anel de fatoragdo unica. 0

Lema 3.1.1 Sejam f, g € C|x,y| polinémios sem fatores irredutiveis em comum. Entdo existem r,s € C[x,y]

et € Clx]\ {0} tais que rf +sg =t.
Demonstracio: Para a demonstracido veja (SALEHYAN, 2008). O

Proposicao 3.1.1 O conjunto das solucdes de um sistema de duas equagoes polinomiais a duas varidveis
sem fator irredutivel comum ¢é finito, ou seja, a intersegdo de duas curvas algébricas planas sem componente

em comum € finita.

Demonstracao:
Considere C e D curvas sem componentes em comum sendo f e g os polindmios que as definem.
f (-x():y 0) =0

g(x0,y0) = 0.
Pelo Lema 3.1.1 existem a,b € Clx,y] e ¢ € Clx] \ {0} tais que af + bg = ¢ o que implica a(xo,yo) f (x0,y0) +

Se (x0,y0) € CND entdo

b(x0,Y0)8(x0,¥0) = ¢(x0) = c(x0) = 0.
Analogamente existem d’,b’ € Clx,y] e ¢ € C[y]\ {0} tais que &' f +b'g = ¢’ 0 que implica em ¢/(yg) = 0.
Logo {(x0,y0)|(x0,y0) € CND} C {xplc(x0) =0} x {yo|c(yo) = 0}. Portanto C N D é finito. O
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Demonstrada essa proposi¢do, podemos determinar os pontos de interse¢do entre duas curvas, para
isso usaremos o método da resultante. Esse método pode ser encontrado em (TURA, 2006).

Sejam f, g € Clx,y], vamos escrever f e g como polindmios na varidvel y com coeficientes em Clx],
entéo temos: f(y) =aopy" +...+am, comm>1e g(y) =boy"+...+ by, comn > 1.

Tentaremos encontrar os valores de a para os quais f(a,y) e g(a,y) admitem raiz em comum. Geo-
metricamente queremos encontrar os valores de x dos pontos CN D. Para dar sequéncia ao método usaremos

0 seguinte teorema.

Teorema 3.1.2 Sejam f, g € C[y]\ C com df =m,dg = n. Entdo f e g possuem componentes em comum

em Cly] se, e somente se, existem u,v € C[y| tais que uf = vg com du < n,dv < m.

Demonstracao:
: . J="hm
(—) Seja h um fator em comum de f e g. Assim: :
g =hhy
- o Sfho = hhihy
Multiplicando a primeira equacgao por /i, e a segunda por /; temos: .
ghi = hhyhy

Logo fhy = gh;. Podemos considerar iy =ue h; = v, assimdu < dg=nedv<df=m.

(«) Se existem u,v tal que du < n,dv <me uf =vg entdo f|vg e gluf. Como dv < df, logo existe A tal

que h|f e h|g. Portanto f, g possuem componentes em comum. O
Agora podemos aplicar o Teorema 3.1.2 em f,g € C|x,y| tais que f(a,y) e g(a,y) possuem raizes

em comum. Escrevemos u(y) = coy" ' +...+coo1 e v(y) =doy™ ' +... +dp1.

apco = bodp

aico+aopcy = bidy + bod,
Assimuf =vg =

n—1 m—1
Z aiCp_1-i = Z bidy—1-;.
\ i=0 i=0



Em forma matricial temos:

(co ee. Cp—1 —do

ap ay ... a4y

0 ay a

—m_l) 0 0 ... 0
bo bi ... by
0 0 ... 0
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am | — le(m-‘rn)'

by

Devido a existéncia de u e v temos uma solug¢do ndo nula para esse sistema, o que € possivel somente

quando:
ap ai
0 ap
det| 0 0
by by
0 O

am

ai

0

0o ... O
an, 0
ag a, | =0
0o ... O
by ... by

Definicao 3.1.2 Sejam f(y) = apy™ + ...+ am e g(y) = boy" + ...+ by, com m,n > 1 dois polinémios com

coeficientes em C|x|. A resultante de f e g é:

Ry o(x) =det

ap ai
0 ap
0 O
by b
0 0

a, O 0

ap an 0
0 ag am

b, O 0

0 by ... by,

Essa resultante ¢ um polindmio na varidvel x e suas raizes representam os valores de x para f N g.

Quando encontrado esses valores podemos substitui-los em f ou g para descobrir o valor de y e por fim

chegar nas coordenadas dos pontos de interse¢c@o. Veja a seguir um exemplo desse cdlculo.
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Exemplo 3.1.2 Sejam as curvas C e D geradas por f(x,y) =xy — 1 e g(x,y) = y> +x> — 4, respectivamente,

encontre os pontos de intersegdo.

Escrevendo f,g como polinoémios em y, temos: f(y) =xy—1 e g(y) =y*>+0y + x> — 4. Assim:
1 0 x*—4

Rfvg(x):det x —1 0

0 x -1
1 0 x*—4
Calculando o determinante: Ry 4(x) =det |x —1 0 | =x*—4’+1.
0 x -1
As raizes dessa equacdo sdo: x| = — V342 0=VV3+2 x3=—V2—V3, xs =12 —3.
Aproximadamente, temos: x; = —1.93, x = 1.93, x3 = —0.52 e x4 = 0.52. Substituindo esses valores

em g(x,y) = 0, obtemos os pontos: P = (—1.93,-0.52), P, = (1.93,0.52), P; = (—0.52,—1.93), P, =

(0.52,1.93) representados no grdfico a seguir.

Figura 3.2 — Gréfico das curvas C e D

Fonte: Do autor (2019).

Definicao 3.1.3 Um polinémio homogéneo é um polinémio onde os mondmios com coeficientes ndo nulos

tém o mesmo grau.

Exemplo 3.1.3 Considere os polinomios f(x,y) = x> —3x%y* + 2xy* e q(x,y) = 4x> + x> — 2. O polinémio f
é homogéneo, pois todos os mondomios tem grau 5, jd o polindmio q ndo é homogéneo, pois o grau de cada

mondmio é diferente.
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Definicdo 3.1.4 Seja f € Clx,y]\C com f = fo+ ...+ f4 onde cada f; é homogéneo de grau i e f; # 0.

Cada componente ax+ by de f; é chamada de uma direcdo assintotica de f.

Exemplo 3.1.4 Considere os polinomios p(x,y) = xy — 1 e q(x,y) = y*> —x. O polindémio p possui duas
direcdes assintoticas dadas por x e y, jd o polindmio q possui uma: y.

Para os proximos resultados vamos fazer uma breve construcdo. Sejam f, g dois polindmios podemos
n m

escrevé-los como f = Z fieg= Z gj> com f; homogéneo de grau i, f, # 0 e g; homogéneo de grau j,
i=0 j=0
gm # 0. Escrevemos f*(x,v,2) = 2 fo+2"" ' fi +... +zf" ' + f,, sendo z uma nova varidvel independente

de x e y. Note que f* é um polindmio homogéneo de grau n = df e f*(x,y,1) = f(x,y). De forma andloga,
fazemos essa construg@o para g.
Reescrevemos f* e ¢g* naforma f*(y) = agy"+...+a, e g*(y) = boy™ +...+ by, onde a;,b; € K[x, 2]

s3o homogéneos com da; =i e db; = j. Calculando a resultante entre esses dois polindmios, temos:

ag a ... ap 0 ... 0

O 0 ... 0 a ... ay
R(x,z) =det

by b ... b, 0 ... O

0 0 0 by bm

Lema 3.1.2 O polindémio R(x,z) dado pela resultante acima é homogéneo de grau nm, se ndo for identica-

mente nulo.
Demonstracio: A demonstracio desse Lema se encontra em (VAINSENCHER, 1996). O

Proposicao 3.1.2 O grau da resultante de duas curvas sem direcdo assintotica em comum é igual ao produto

do grau das duas curvas, ou seja, Ry s = d fdg.

Demonstracao:
Seguindo da construgdo e o lema feitos acima, vamos comparar R(x,z) com R(x) e sabemos que R(x,1) é a
resultante de f,g considerados polindmios na varidvel y de grau n,m. Note que ag € constante em f™*, sendo

nulo se, e somente se, y? ndo ocorre em fy, nesse caso x é um fator de f;.
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Como f, g ndo tem direcdes assintéticas em comum, segue-se que ag = 0. Seja j o menor indice tal
que b;j # 0, desenvolvendo o determinante que define R(x,z) para j colunas, temos que R(x, 1) = aéR(x).
Como f,g ndo tem componentes em comum, R(x) # 0 e portanto R(x,z) também ¢ diferente de zero. Entéo

0 dR(x,z) = nm. O

Teorema 3.1.3 (Teorema de Bézout, versdo fraca) Sejam C e D duas curvas algébricas definidas por f e g
pertencentes a K|x,y|, onde d f =m e dg = n. Suponha que C e D ndo tém componentes em comum, entao
C e D tém no mdximo mn pontos de intersecdo, ou seja,

#CND < mn.

Demonstracio:

Usando a Proposicao 3.1.2 temos que #C N D < mn. O

Exemplo 3.1.5 Sejam f(x,y) = % + % —1 e g(x,y) =x*>—y* — 1 polinémios em R|x,y] que geram as curvas
algébricas C e D, respectivamente. Note que df =2 e dg = 2. Assim as curvas C e D podem ter no mdximo
quatro intersecoes como mostra a Figura 3.3.

Figura 3.3 — Gréfico das curvas C e D

Fonte: Do autor (2019).

Exemplo 3.1.6 Sejam M e N curvas algébricas geradas pelos polinémios h(x,y) = x> +1—y e p(x,y) =
x — 1 pertencentes a R[x,y|. Note que dh =2 e dp = 1. Assim as curvas M e N podem ter no mdximo duas

intersecoes. Podemos verificar através da figura 3.4 que apresenta apenas uma interse¢do.

Os Exemplos 3.1.5 e 3.1.6 s@o fundamentais para continuar o estudo da intersecio entre duas curvas,
pois podemos notar que um deles atingiu a cota maxima dada pelo Teorema de Bézout, ja no outro esse fato

nao acontece.
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Figura 3.4 — Gréfico das curvas M e N

2 ] [ 2

Fonte: Do autor (2019).

3.2 Aplicacoes

Nessa secdo apresentaremos algumas aplicacdes do Teorema de Bézout, sendo Proposi¢oes e Teo-
remas cuja demonstrag¢do necessitam do auxilio do Teorema de Bézout. Para essas aplica¢des usamos como

referéncia (LEIMANN, 2003) e (VAINSENCHER, 1996).

Defini¢do 3.2.1 Uma conica no plano é definida como o conjunto dos pontos P; = (x;,y;) que satisfazem a
equagdo ax* +bxy+cy* +dx+ey+ f =0, onde a,b,c,d, e, f sdo niimeros reais, com a,b,c ndo simultane-

amente nulos.

Proposicao 3.2.1 Sejam Py, P,, P5, Py, Ps cinco pontos distintos em posicdo geral no plano. Entdo existe no

mdximo uma conica passando por todos eles.

Demonstracao:

Sejam C # C, duas conicas tais que { P, P>, P3, Py, Ps} C C; NC,. Pelo Teorema de Bézout C; e C; apresen-

tam componentes em comum. Assim C; =LNLj e

C,=LNL,,onde L,Ly,L, sdo retas. Logo C; NC, = LU (L;NLy), o que implica em {P;, P>, P3, Py, Ps} C L.

Absurdo, pois os pontos estdo em posi¢do geral. Portanto existe no maximo uma cdnica contendo esses

pontos. g
Podemos trabalhar com um exemplo dessa aplicagdo, onde dados cinco pontos em posicdo geral

vamos descobrir qual a cOnica que passa por todos.

Exemplo 3.2.1 Sejam os pontos P, = (1,0),P, = (2,0),P5 = (0,1),P, = (0,2) e Ps = (—1,—1). Considere
um curva C gerada pelo polinomio f(x,y) = ax* + bxy + cy?> 4+ dx + ey + f, nosso objetivo é encontrar os

coeficientes de f tal que Py, P>, P;,Py,Ps € C.
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Por hipdtese temos Py, P>, P3, Py, Ps € C, entdo se aplicarmos esses pontos em f temos f(x,y) =0,

assim temos o seguinte sistema:

( at+d+f = 0 at+b+c—d—e+f = 0
4a+2d+f = 0 atd+f = 0

cte+f = 0 ~ 4da+2d+f = 0

4c+2e+f = 0 ctet+f = 0

(| atbt+c—d—etf = 0 4e+2e+f = 0.

Agora faremos duas operagoes (3¢ linha - 4 x 2% linha — 3% linha) e (5¢ linha - 4 x 4 linha — 5¢

linha), ficando:

at+b+c—d—e+f = 0
atd+f = 0
—2d-3f = 0
cte+f =0
—2e—-3f = 0.

Isolando “d” na 3% linha obtemos d = _T3f e substituindo na 2¢ linha temos a = g Na 5 linha
podemos isolar “e” tendo e = %f e fazendo a substituicdo na 4° linha c = sz Logoa=c=5ed=e= 773}[,
substituindo esses valores na primeira linha obtemos b = —5f. Assim todos os coeficientes estdo em funcdo
de f, entdo considerando f =2, temosa=c=1, b= —10 e d = e = —3. Portanto a equacdo do polinémio

é f(x,y) = x> — 10xy +y? — 3x — 3y +2 e podemos ver na Figura 3.5 que os cinco pontos pertencem a curva

gerada, uma hipérbole.

Definicao 3.2.2 Seja C uma curva definida por f € K[x,y|. Um ponto P € C é chamado de um ponto singular

Of oy _ Of oy _
de C, se E(P) = a—y(P) =0.

Obervacao 3.2.1 O conjunto de todos os pontos singulares de C é denotado por Sing(C).

Exemplo 3.2.2 Seja o polindémio f(x,y) = x> +2y* +4xy+4x+ 1 e o ponto P = (2,3), vamos verificar se
esse ponto ¢é singular.

d d
Primeiro calculamos as derivadas parciais de f, assim of (x,y)=2x+4y+4e of (x,y) =4y+4x.

ox dy
af af o o
Calculando em P temos = (P) = a—y(P) = 20. Podemos afirmar que elas séo iguais, mas sdo diferente de

ox

0, logo P ndo é um ponto singular de f.
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Figura 3.5 — Curva C - Aplicacdo 1 do Teorema de Bézout

-3

Fonte: Do autor (2019).
Proposicao 3.2.2 Seja C um curva algébrica. Entdo Sing(C) é finito.

Demonstracao:

gf( P)=0}eC = {Pec,aaf( P) =0}.

Entdo Sing(C) = CNC;NC,. Como uma reta ndo possui pontos singulares, entdo d f > 2 o que implica em

Seja f o polindmio minimal que gera a curva C, C; = {P € C

d d
a—f:(x,y) >1ou aij(x,y) > 1.
d
Suponha a—f(x, y) > 1, entdo C; é uma curva algébrica e sabemos que Sing(C) C CNCj, basta
X

mostrar que CNCj é finito. Pelo Teorema de Bézout € suficiente mostrar que C e C; possuem componentes

em comum.
d d
Seja g um fator primo comum de f e —f Entdo f=ghe of = gh;. Derivando f = gh em
o 9 dx 5 dx
relacdo a x temos 8f 8 +h 8g substituindo 3—f por gh; e colocando g em evidéncia ficamos com
X X
dh d d
g(h — 8x> h 8g’ portanto g divide h 8g ;
Se a— # 0 entdo g|h logo g2|f que é absurdo, pois f é polindmio minimal. Se (Tg = 0, entdo
X X

=y+a. Isto é C possui uma reta paralela ao eixo dos x. Fazendo uma mudanca de coordenadas podemos
supor que C ndo possui nenhuma reta paralela ao eixos. Portanto pelo Teorema de Bézout, Sing(C) é finito.
g
Na demonstra¢do dos Teorema 3.2.1 e do Teorema 3.2.2 a seguir usaremos a notagdo M), para

representar o conjunto {(a,b) € R, h;(a,b) = 0}.
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Teorema 3.2.1 (Teorema do Hexdgono de Pascal) Sejam {Py,P;,Ps,Py,Ps,Ps} seis pontos distintos em R?
sobre uma conica irredutivel C. Se as retas PP, e P,4Ps se intersectam em Qq, se as retas PoPs e PsPg se

intersectam em Q» e se as retas P3Py e PsPy se intersectam em Q3, entdo os pontos Q1, Q2,03 sdo colineares.

Figura 3.6 — Teorema do Hexdgono de Pascal

Fonte: Do autor (2019).

Demonstracao:
Sejam L; a reta PPy comi=1,...,6 onde P, = P; e [;(x,y) a equagdo da reta passando pelos pontos P; e
P11 Escolhe se um ponto A sobre C diferente de Py, P, P3, Py, Ps, Ps com coordenadas (¢, ).
Afirmacdo: A ¢ L; paratodoi=1,...,6.

Se A € L;, contradiz o Teorema de Bézout, pois dL; =1 e dC = 2.

Considere o polindmio g(x,y) = I113l5 + ulplsle com u € R*.
Afirmacdo: dg = 3.

Sabemos que dg < méx {l; + 3+ 15,1, + 14+ I }. Por outro lado os pontos Py, P, Q; estdo sobre a
curva M, determinada por g e também sobre a reta L;. Logo pelo Teorema de Bézout dg > 3 ou /; divide g.

Se [, divide g entdo /; divide ulyl4ls. Absurdo, pois R[x,y] é um dominio fatorial. Logo dg = 3.
_ll(aaﬁ)l3(avﬁ>15(aaﬁ)
ZZ(aaB)l4(a7ﬁ)lﬁ(avﬁ)

A¢ L;paratodoi=1,...,6. Assim P, P, P3,P;,P5,Ps e A € CN"\M,. Denote a equagao da conica irredutivel

Agora tome u de maneira que A € Mg, ou seja, u =

. Note que u € R* pois

C por f(x,y). Pelo Teorema de Bézout dg = 3 e df = 2, mas existe sete pontos na intersecéo entre essas
duas curvas, logo f|g entdo existe /(x,y) de grau 1 tal que g = fh o que implica em My = My UM,
Afirmacao: Q1,0;, 03 sdo colineares (Q1, 02,03 € My,).
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Como Q1,0»,0Q3 € M, basta mostrar que Q1, 0>, 03 ¢ My =C. Suponha que Q; € C, entdo P, P>, P4,P5,Q; €
M;,;, UC contradizendo o Teorema de Bézout, pois dM;,;, =2 e JC = 2. De forma andloga podemos supor

0,,03 € C. Portanto Q1,Q», Q3 sdo colineares. O

Teorema 3.2.2 (Teorema de Pappus) Sejam r\ e r, duas retas concorrentes (pretas), Py, Ps,Ps pontos dis-
tintos sobre ry e P», Py, Ps pontos distintos sobre ry. Se as retas PP> e PyPs (verde) se intersectam em Q1, se
as retas P,P; e PsPs (vermelho) se intersectam em Q; e se as retas P3Py e PsP) (azul) se intersectam em Q3,

entdo Q1,Q», 03 sdo colineares.

Figura 3.7 — Teorema de Pappus

Fonte: Do autor (2019).

Demonstracao:
Sejam hj(x,y) a equagdo de r| e hy(x,y) a equagdo de rp, L; areta PPy comi=1,...,6 onde P, =Py e
li(x,y) a equagdo da reta L;. Considere A = (a,3) a interse¢do de r; e r, com A # P, para todo i. Note que
A ¢ Ly, pois se A € L, entdo teria dois pontos na interse¢do entre L; e rj, o que contradiz o Teorema de
Bézout. Analogamente, A ¢ L; Vi=2,...,6.

Considere o polindmio g(x,y) = l113l5 + ulplsle com u € R*.

Afirmacdo: dg = 3.

Note que d/; = 1 para todo i = 1,...,6, entdo pela propriedade de grau do produto de polindmios
dg < 3. Por outro lado P;,P>,0; € M, determinada por g e Pi,P,Q; € L;. Logo pelo Teorema de Bézout
dg >3 oul; divide g. Suponha /; g, entdo [, |ulzl4ls 0 que seria absurdo, pois R[x,y] é um dominio fatorial.

Logo dg =3.
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—l(a,B)i (e, B)ls(a,B)

12(a7B)l4(aaﬁ)l6(a7B)
pois A ¢ L; para todo i = 1,...,6. Assim Py, P>, Ps,P4,Ps,Ps,A pertencem a (ri N"\M,) U (r,NM,). Como

Agora tome u de maneira que A € Mg, ou seja, u = . Note que u € R*,

Pi,P;,P5,A € M, e por hipétese P, Ps,Ps,A pertencem a i (x,y), segue pelo Teorema de Bézout que:
hi(x,y)|g(x,y) implica g(x,y) = hi1(x,y)h(x,y), com dh(x,y) = 1.

De forma andloga P»,P4,Ps,A € M, e por hipétese temos que A,P>, P4, Ps € hy(x,y), logo pelo
Teorema de Bézout, hy(x,y)|g(x,y) implica g(x,y) = hsa(x,y)h(x,y), com dhs(x,y) = 1. Entdo g(x,y) =
hy(x,y)ha(x,y) = hi(x,y)h(x,y) o que implica em h(x,y) = chy(x,y), onde ¢ é uma constante ndo nula,
ou hy(x,y) divide h4(x,y). Se ocorresse hj(x,y) = chy(x,y) entdo r; = rp contrariando a hipdtese, portanto

g(x,y) = hi(x,y)h2(x,y)h3(x,y), onde h3(x,y) tem grau um e portanto M, = M, UM, UMj,. O

3.3 Multiplicidades

3.3.1 Intersecao de uma curva com uma reta

Nessa subsecdo vamos definir o que ¢ multiplicidade de uma reta com uma curva e qual a sua
importancia no estudo de interse¢des entre curvas. Para isso comecamos estudando sobre uma curva qualquer
€ uma reta.

Sejam C um curva definida por f € K[x,y] e L uma reta de equagdo y = ax+ b. Os pontos de CNL
podem ser obtidos eliminando y e resolvendo a equacdo f7(x) := f(x,ax+b) = 0. Nesse caso, podemos ter

as seguinte possibilidades:

e f1(x) é identicamente nulo, caso em que L é uma componente de C.
e f1(x) é uma constante diferente de 0, quando CNL = ¢.

e f1(x) é um polindmio ndo constante, decompondo-se na forma:
fL(x) = cIT(x—x;)™, onde ¢ € uma constante e 0s x; sdo as abscissas (duas a duas distintas) dos pontos

de intersecao.
Lema 3.3.1 Os inteiros m; independem do referencial afim.

Demonstracdo: Demonstragdo no livro (VAINSENCHER, 1996). O
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Definiciao 3.3.1 Sejam C uma curva e L uma reta, a Multiplicidade de L, C no ponto P é dada por:
0, seP¢LNC,

(L,C)p= o, sePeLCC,
mj, se P= (xj,ax;+D).

-
Se L C C, chamamos o inteiro m. = dC — Z m; de multiplicidade no ponto infinito de L. O signi-

i=1
ficado dessa multiplicidade é que pr6ximo a curva C, existem curvas do mesmo grau que cortam L em dC

pontos distintos.

Exemplo 3.3.1 Sejam a curva C gerada pelo polinémio f(x,y) =y — x> e duas retas Ly e L, com equagdes
Lx,y)=y—2x+1lebh(xy) =y—x—2.

Escrevendo as equagdes das retas na forma'y =2x—1 e y = x+2, podemos calcular fi, (x) e fi,(x).
Entdo: fi,(x) = f(x,2x—1) = 2x— 1 —x? = —1(x — 1)%. Nesse caso a multiplicidade no ponto P = (1,1) é
dois.
fro(x) = f(x,x+2) =x+2—x> = —1(x—2)(x+ 1). Nesse exemplo temos dois pontos de interse¢do P; =

(—1,1) e P, = (2,4), nos dois casos a multiplicidade é um.

3.3.2 Pontos miiltiplos

Proposicio 3.3.1 Sejam C uma curva gerada por f e P um ponto de C. Existe um inteiro m =my(f) > 1 tal
que para toda reta L contendo P, temos que (L,C)p > m, ocorrendo a desigualdade estrita para no mdximo

m retas e no minimo uma.

Demonstracao:

Demonstragao no livro (VAINSENCHER, 1996). ]

Definicdo 3.3.2 O inteiro m = m,(f) descrito na proposigdo 3.3.1 é a multiplicidade do ponto P na curva C.

Se P ¢ C convencionamos my(f) = 0. Se P = (a,b) € C escrevemos f(x+a,y+b) = fu(x,y)+(termos de

grau maior que m).

O polindémio homogéneo f,,(x,y) pode ser decomposto da forma
[T(aix+biy)™,

onde cada (a;x + b;y) sdo retas distintas. As retas [; = a;(x —a) + b;(y — b) sdo retas tangentes a f em P e
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o expoente m; é a multiplicidade da tangente. Na Proposicéo 3.3.1 tem-se que (L,C)p > m = mp(f) para L

sendo uma reta tangente a C no ponto P.

Definimos que uma curva C € lisa em P se mp(f) = 1, se mp(f) # 1 dizemos que é singular. Se
mp(f)=2,3,...,m, P édito ponto duplo, triplo, ..., m-uplo. Um ponto é ordindrio se f admitir m tangentes
diferentes em P. Temos uma cuspide quando P é um ponto duplo com tangentes coincidentes e um né

quando temos um ponto duplo ordindrio.

Proposicao 3.3.2 Temos duas consequéncias da definicdo de ponto liso:

e Um ponto P € C é liso se, e somente se, uma das derivadas parciais fy, f, ndo se anula em P.
e Se P = (a,b) € C é liso entdo a uinica tangente a C em P ¢é dada por fi(P)(x—a)+ f,(P)(y—b) =0.

Demonstracdo: Consequéncia direta da férmula de Taylor de uma funcdo f dada por: f(x+a,y+b) =

f(a,b)+ fi(a.b)x+ fy(a,b)y+g(x,y) onde todos os termo de g tém grau maior ou igual a 2. O
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4 PLANO PROJETIVO E PONTOS NO INFINITO

Podemos analisar o grafico de duas retas paralelas e afirmar que nfo existe interse¢do entre elas.
Pelo Teorema 3.1.3 sabemos que duas retas paralelas podem ter no méximo uma intersecdo. Entdo para dar

um significado para essa intersecao que estd faltando vamos estudar sobre os pontos no infinito.

4.1 Pontos no infinito

Vamos considerar um plano 7 no espago tridimensional R de equacio z = 1, como representado na
figura 4.1.

Figura 4.1 — Plano &

Fonte: Do autor (2019).

Cada ponto desse plano determina uma reta que passa pela origem e por um ponto dado, como
mostrado na figura 4.2.

Figura 4.2 — Ponto de P?

Fonte: Do autor (2019).
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Cada reta de 7 determina um plano passando pela origem. Dado duas retas [,/’ pertencentes a 7, se
elas se intersectam, seu ponto de interse¢do dd origem a reta de interse¢@o dos dois planos associados a 7,1’
Se INI' =0, os planos que elas definem ainda se intersectam e definem uma reta contida no plano z = 0 que

passa pela origem.

Definicdio 4.1.1 O Plano Projetivo denotado por P? é o conjunto das retas no espaco tridimensional pas-

sando pela origem.

Pela figura 4.1 podemos afirmar que 7 é um subconjunto de P2. Os pontos de P? — 7 serdo chamados

de pontos no infinito. Denotaremos por (x : y : z) um ponto de P? que representa a reta ligando a origem ao

ponto (x,y,z) # 0. Dizemos que x,y,z sdo coordenadas homogéneas do ponto (x :y : z) relativas a base

candnica {(1,0,0),(0,1,0)(0,0,1)}.

Podemos definir (x:y:z) = (x 1y : Z) se, e somente se, existir uma constante ¢ diferente de zero
tal que (x,y,z) =¢(x’,y’,7’). Essa defini¢do nos diz que dado um ponto néo pertencente ao plano z = 0 existe
sempre um representante desse ponto no plano z = 1. A figura 4.3 mostra que o ponto P tem um representante

Q pertencente ao plano 7.

Figura 4.3 — Relacdo de igualdade entre dois pontos de P2

Fonte: Do autor (2019).

Exemplo 4.1.1 Vamos analisar se os pontos Py = (2:3:0) e P, = (10 : 4 : 2) pertencentes a P* sdo pontos
no infinito. Observe que o ponto P ndo pertence ao plano 7z =1, logo ele é um ponto no infinito. O ponto
P,=(10:4:2)éiguala (5:2:1) pois (10,4,2) = 2(5,2,1), assim existe um representante de P, no plano

z=1, portanto P> ndo é um ponto no infinito.
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Vamos considerar a aplicagio ¢ : R* — {0} — P? definida por g(x,y,z) ~ (x :y: z) para introduzir
a topologia quociente em P2. Um conjunto U C P? ¢ aberto se ¢! (U) é aberto em R* — {0} com sua
topologia usual de R3. Essa defini¢dio estabelece uma vizinhanga em P2, ou seja, se duas retas formam um
angulo pequeno entre elas ento os dois pontos em P? associados a essas retas sdo considerados préximos.
O conjunto A% = {(x:y:7)/z# 0} contido em IP? é aberto e denso em IP», pois g~ ! (A?) é todo o R?
exceto o plano z = 0 e podemos afirmar que é aberto e denso em R — {0}.
Vamos mostrar que a aplicagdo
p: R? — A2CP?
() = (x:y:l)
é uma bijegdo. Primeiro mostraremos que ¢ é injetora. Seja (a,b) # (a',b') € R?, assim @(a,b) = (a:b: 1)e
o(d,b')=(d :b':1). Para (a:b:1)seriguala (a':b'": 1) deve existirum ¢ # 0 tal que (a,b,1) =1(d’,b', 1),
ou seja, (a,b,1) = (td',tb',t). Se t =1 temos que (a,b,1) = (td',tb',t) = (d’,b',1) o que é absurdo, pois
(a,b) # (d',b'). Set #1 (a,b,1) # (td',tb’ ;). Logo a aplicagdo é injetora.
Agora mostraremos que @ & sobrejetora. Seja (x:y: 1) € A? entdo z # 0. Considere (3,2) € R?,
Xx.Y

@(%,%) = (2:%:1). Podemos afirmar que (x:y:z) = (3

720z Z .Eil) pois tomado 7 = z entdo (x,y,z) = z(* Y 1).

2’z
Logo todo elemento do contradominio estd na imagem. Portanto, a aplicagdo ¢ ¢é bijecdo. Desta forma

podemos considerar o plano R? como contido em P?.

4.2 Curvas Projetivas

Proposicio 4.2.1 Sejam | = ax+by+c (com a # 0 ou b #0) e | a aderéncia de | em P?. Entdo temos:
[=1U{(b:—a:0)} ={(x:y:z)/ax+by+cz=0}.

Demonstracao:
A demonstragao estd no livro (VAINSENCHER, 1996). ]
d
Definiciao 4.2.1 Seja f = Z fi, onde cada f; € K[x,y| é homogéneo de grau i, com f; # 0. A homogeneiza-
i=0
d
¢do de f € o polinomio f* homogéneo de grau d = d f da forma f*(x,y,z) = sz_’f,-(x,y).
i=0

Exemplo 4.2.1 Considere os polinémios f(x,y) =y —2x*+3 e g(x,y) = y* +x — 1 vamos calcular sua ho-
mogeneizagdo.
O polinémio f homogeneizado é igual a f*(x,y,z) = yz — 2x> + 32> e o polinémio g homogeneizado é

g (x,y2) =y +az’ - 2.
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Definiciao 4.2.2 Uma curva plana projetiva é uma classe de equivaléncia de polindmios homogéneos ndo

constantes, f € Kx,y,z] modulo a relagdo que identifica dois tais polindmios f,g se um for miiltiplo cons-

tante do outro.

De forma andloga ao Capitulo 3, podemos definir trago, equag¢do, componente irredutivel e grau para
curvas planas projetivas.

Se f é um polindmio homogéneo, a relagdo f(tx,ty,tz) = 1of f (x,,z) mostra que a condigdo para que
um ponto (x :y: z) pertenga ao traco de uma curva projetiva é independente das coordenadas homogéneas.

Olhando em P? a reta projetiva z = 0 é usualmente chamada de reta no infinito. Mudando a base de
R3 podemos decretar que qualquer reta de P? previamente estipulada seja a reta no infinito. Seu complemen-
tar (z # 0) é o plano A2, cujos pontos sdo ditos estarem a distincia finita /. O fecho projetivo de uma curva
afim f € a curva projetiva definida pela homogeneizacdo f*.

Os pontos a distancia finita sobre uma curva C gerada pelo polindmio f sdo dados pela equagdo
f(X,Y,1) =0. O polindmio no primeiro membro desta equacdo é a desomogeneizacdo de f com respeito a

Z, denotado por f,.

Exemplo 4.2.2 Considere duas curvas definidas pelos polinomios f(x,y) = x*> —y e g(x,y) = x — 1 vamos
encontrar suas intersecoes em P2,

Homogeneizando esses polinémios temos F(X,Y,Z) = f*(X,Y,Z) =X*~YZ e G(X,Y,Z) = g"(X,Y,Z) =
X —Z. Igualando as duas funcoes a zero damos origem as curvas, e pela segunda equacdo ficamos com
X = Z. Substituindo na primeira equagdo temos X*> —YX = X(X —Y) = 0. Logo se X —Y = 0 temos que
X =Y =Z e fazendo X = 1 obtemos o ponto Py = (1:1:1). Se X =0 implica que Z = 0, obtendo o ponto
P, = (0,Y,0). Podemos considerar Y =1 assim temos o ponto P, = (0: 1:0). Note que o ponto P, estd a

uma distdncia finita e o ponto P> é o ponto no infinito.

4.3 Intersecao entre Curvas Projetivas

Na secdo anterior podemos ver que, duas curvas, quando olhadas no plano P> sempre se intersectam.
Agora veremos que para duas curvas projetivas encontraremos o nimero exato de interse¢des entre elas. Para
esse estudo comegaremos olhando a interse¢do entre uma reta e uma curva.

Sejam L uma reta e C = {f = 0} um curva de grau d. Suponhamos L = {X = 0} entdo um ponto

P=(0:a:b)pertence a LNC se, e somente se, f(0,a,b) =0. Assim ou o polindmio F(0,Y,Z) é nulo, caso
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onde L C C ou € um polindmio homogéneo de grau d que pode ser decomposto da seguinte forma:
f(O7Y)Z) = H(aiY _biz)m[9
onde P, = (0: a; : b;) sdo dois a dois distintos e pertencem a LNC. O expoente m; é chamado de multiplicidade

de intersecdo de L,C no ponto P;. Essas multiplicidades coincidem com as definidas na sec¢do 3.3.

Definicio 4.3.1 A aplicacdo T : P> — P? é chamada de projetividade ou mudanca projetiva de coordenadas

em P, tal que para T.f (x,y,2) = f(t ' (x,7,2)).

Proposicao 4.3.1 Sejam L uma reta e C uma curva com grau d. Se L §Z C entdo LNC ={Py,...,P.} onde
P, # Pj se i # j e existem inteiros m > 1 bem determinados pela seguinte condi¢do: se T é uma projetividade
r
tal que T,L = X entdo (T,C)(0,Y,Z) = H(a,-Y —biZ)", onde TP,= (0:a;:b;) parai=1,...,r.
1

Demonstrac¢ido: Para a demonstracio dessa proposicdo, veja (VAINSENCHER, 1996) n

Definiciao 4.3.2 A multiplicidade da reta L com a curva C no ponto P ¢é definida por:
0, seP¢LNC
(L,C)p= o, sePeLCC

m;, se P =P, nas condicdes da Proposicdo 4.3.1.

Podemos reescrever a Proposicdo 4.3.1 dizendo que a interseco entre uma reta L e uma curva C tem
dC pontos contados com multiplicidade. Esse exemplo é um caso particular do Teorema de Bézout € o caso
geral serd apresentado mais adiante.

A mesma proposi¢do revela, que com o emprego de um projetividade conveniente, podemos supor,
para o calculo de (L,C)p, que P se encontra a distincia finita e que L,C sdo distintos da reta no infinito.
Nestas circunstancias, é imediato que

(L,C)p = (L+,Cy)p,
onde o segundo membro é a multiplicidade de intersecdo definida no caso afim.
Assim, os resultados apresentados na Secdo 3.3 podem ser estudados para curvas projetivas. Um

desses resultados é o seguinte.

Proposicao 4.3.2 Sejam C uma curva projetiva e P um ponto de C. Existe um inteiro m = mp(C) > 1 tal
que, para toda reta C passando por P, (L,C)p > m, ocorrendo desigualdade estrita para no mdximo m retas

e no minimo uma.
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Demonstracio: Podemos mover C e P com uma projetividade para que a reta no infinito nao contenha P.

Assim chegamos ao caso da curva algébrica seguindo a demonstragdo da Proposicao 3.3.1. 0

Defini¢do 4.3.3 O inteiro mp(C) descrito na Proposicdo 4.3.2 é a multiplicidade de C em P. Se P ¢ C,
definimos mp(C) = 0.

De forma andloga ao capitulo anterior podemos definir ponto liso, singular, duplo, triplo e m-uplo.
Se C é uma curva afim gerada por f e D uma curva gerada por F = f*, podemos afirmar que mp(C) = mp(D)

para cada ponto P € A, Portanto, as definicdes dadas acima sdo consistentes com as do capitulo 3.

Lema 4.3.1 Sejam C,D curvas planas projetivas. Entdo C N\ D é finita se, e somente se, C,D ndo admitem

componentes em CoOmum.

Demonstracio:

(«) Suponha que F e G possuem componente em comum, logo existe H € K[X,Y,Z] tal que F = H;H e
G = HH. Assim a intersecdo entre F' e G possuem infinitos pontos, que sdo os pontos que zeram o polindmio
H.

(—) Pela hipétese se C,D ndo admitem componentes em comum em K[X,Y,Z] entdo F,,G, também ndo
admitem em K[X,Y]. Logo podemos escrever F, = fhe G, = gh, com f,g,h € K[X,Y] e h ndo constante.
Entdo F = (F.)" = f*h* ¢ G = (G,)* = g*h*, ou seja, F,G tem h em comum, o que contradiz a hipétese.

Assim segue que F NZ ou GNZ ¢ finita, portanto F N G ¢ finita. g

Definicao 4.3.4 Sejam P, = (x; :y; : z;),i = 1,...,r pontos distintos de F N G. F, G estdo em boa posi¢do ou

bem posicionados se Py ¢ F NG e se, para cada P;,Pj € F NG, P,, P, P; sdo ndo colineares.

Agora, vamos supor que F, G ndo possuem componente em comum. Escrevemos
F(Y)=A)Y"+AY" ' +...+A,e G(Y)=BoY"+...+B,, onde A;, B; € K[X,z] sdo homogéneos de grau

ij.

Definicio 4.3.5 A Multiplicidade de F, G no ponto P é definida por:
0,seP¢LNC

(F ’ G)P -
m;, se P = P; nas condicdes anteriores.

Podemos observar que o somatério de m; € igual ao produto do grau de F e G, chegando assim ao

préximo resultado.
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Teorema 4.3.1 (Teorema de Bézout, versdo forte) Dadas duas curvas projetivas C,D sem componentes em
comum geradas por f,g pertencentes a K|x,y|, respectivamente, onde dC = m e dD = n. Entdo a interse¢cdo
entre C e D tem exatamente mn pontos, ou seja,

#CND = mn.

Demonstracao:
Suponha que C e D nio tém componentes em comum. Escrevemos f(Y) = aol” +a Y™ '+ ... +ay e
g(Y)=boY" +...b, com ag;,b; € K[X,Z] sdo homogéneos de grau i, j.

Podemos afirmar que (0: 1 :0) pertence a C se, e somente se, ag = 0. Logo estando C e D bem
posicionadas temos ag = 0 ou by = 0. Pelo lema 3.1.2, a resultante R(X,Z) é homogénea de grau mn. Como
ap # 0 ou by # 0 para (x : z) € P! temos R(X,Z) = 0 se, e somente se (x:y:z) € CND.

Suponha C, D muito bem posicionadas, entdo podemos escrever R(X,Z) = cﬁ(ciX —a;Z)™, onde
¢ € uma constante diferente de zero, m; sdo inteiros maiores ou iguais a um com soméltc’)rio de m; € igual a

mne P, = (a;:b;:c;),comi=1,...,r, sdo os pontos de C N D. Portanto #C N D = mn. O

Exemplo 4.3.1 Retomando o Exemplo 3.1.6 onde encontramos apenas uma interse¢do para as curvas M e
N geradas pelos polinomios h(x,y) = x*>+ 1 —y e p(x,y) = x — 1, respectivamente. Vamos encontrar todas
as intersecdes para h(X,Y) e p(X,Y), agora polinémios em P,

Primeiro vamos homogeneizar os dois polindmios, obtendo: h*(X,Y,Z) =X*+Z7*—ZY e p*(X,Y,Z)
X — Z. Igualando os dois polinémios a zero temos X*+2> —7ZY =0, X —Z = 0 e da segunda equacdo
podemos afirmar que X = Z. Substituindo na primeira equacdo ficamos com X* +X* — XY =0, logo

X(2X —Y) = 0. Entdo temos dois casos:

o Se2X —Y =0, temos Y = 2X, assim encontramos o ponto P = (X : 2X : X ) fazendo X =1, temos
Py = (1:2:1). Note que a coordenada Z desse ponto é 1, entdo esse ponto pertence a R?, ou seja,

ndo estd no infinito.
e Se X =0, obtemos o ponto P, = (0:1:0), nesse caso Z =0, logo esse ponto estd no infinito.

Portanto encontramos os dois pontos de intersecdo entre as curvas C e D, previsto pelo Teorema de Bézout,

uma vez que OM =2 e IN = 1, logo #M NN = 2.

Sabemos que nio existe interse¢do entre duas retas em R?. Mas pelo Teorema de Bézout, se tomar-

mos duas curvas em P? o nimero de intersecdes entre elas sera igual ao produto de seus graus. Assim como
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o grau de um reta é um, tomados duas retas em P? temos que encontrar um ponto de intersecio. Nesse caso

encontraremos um ponto no infinito, como mostra o exemplo a seguir.

Exemplo 4.3.2 Considere duas retas Ly e L, pertencentes a P* de equacoes 1)(X,Y) =Y —2X +6 e
L(X,Y) =Y —2X + 12, respectivamente. Encontraremos todos os pontos de Ly N L.
Homogeneizando as duas retas, temos: I{(X,Y,Z) =Y —2X +6Z e I5(X,Y) =Y —2X + 12Z. Para

determinar a intersegdo entre as duas retas devemos resolver o seguinte sistema:
0=Y-2X+6Z
0=Y-2X+412Z.

Isolando Y nas duas equacgées temosY =2X —6Z eY =2X —12Z, assim2X —6Z =2X — 127 o que
implica que 6Z = 0, logo Z = 0. Substituindo o valor de Z em um das equagées obtemos Y = 2X. Portanto
temos o ponto P = (X :2X : 0) e tomando X = 1 temos P = (1: 2 : 0) sendo o ponto de intersecdo entre as

duas retas paralelas Ly e L.
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5 CONCLUSAO

Este estudo apresentou conceitos das Curvas Algébricas, algumas aplicacdes e exploracdo de suas
propriedades. Assim, pdde-se comprovar a real possibilidade de se encontrar o nimero exato de pontos
de intersecdo entre duas curvas. Bézout é criador de vérias proposi¢cdes matemadticas, que sdo utilizadas
nos estudos matematicos, em especial, na area da Algebra. Contudo, o Teorema de Bézout abordado neste
trabalho ndo é frequente nos cursos de graduacdo. Diante disso, recomenda-se que mais pesquisadores
dediquem seus estudos a esse tema, dada a importancia do Teorema de Bézout no estudo da Teoria dos

Nimeros e para a Matematica, em geral.
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