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RESUMO

A utilizacdo de ferramentas computacionais na analise de estruturas € uma préatica que eleva a
produtividade e a seguranca no processo. No entanto, ferramentas gratuitas geralmente
apresentam-se limitadas quanto a forma da estrutura ou sdo pouco intuitivas. Portanto, o
objetivo deste trabalho foi desenvolver um software para andlise linear elastica de estruturas
tridimensionais formadas por elementos reticulados prismaticos. A metodologia de analise foi
0 método dos deslocamentos formulado matricialmente. O programa recebeu o nome de
Ftufla, que foi desenvolvido em linguagem Java utilizando-se o paradigma de POO. Para
melhor interacdo com o usuario, objetivando mitigar erros de modelagem e de interpretacéo
de resultados, foram desenvolvidas interfaces gréficas intuitivas, além de uma entrada de
dados possibilitando alteracbes no processo de modelagem. A fim de verificar o
funcionamento do Ftufla, foram desenvolvidas analises de cinco estruturas, sendo duas planas
e as outras tridimensionais. Os resultados (esforgos internos nas extremidades das barras e
reacdes de apoio) foram comparados com os resultados do software MASTAN2®,
apresentando-se numericamente idénticos ou muito préximos dos valores. Para os esforcos
internos, foram plotados diagramas com os resultados dos dois programas a fim de facilitar a
comparacdo. No diagrama de esfor¢o cortante segundo o eixo z', foi observado que os
programas adotaram convencdes de sinais diferentes para esse esfor¢o, apresentando valores
com sinais contrarios em todas as barras, exceto nas barras verticais cujo nd inicial
apresentava-se acima do né final. Para esse caso particular de orientacdo de barras, foi
percebido que os dois programas consideram as orientacGes dos eixos de barras verticais de
formas diferentes: no Ftufla, as posi¢des dos ndés inicial e final, que sdo definidas na insercao
das barras, influenciam na orientacao dos eixos; ja no MASTAN2®, as barras verticais sempre
apresentam o nd inicial abaixo do n6 final, ndo alterando a orientacdo dos eixos com o modo
que as barras sdo inseridas. Sendo assim, o Ftufla mostrou-se uma ferramenta confiavel para
analise linear elastica de elementos reticulados prismaticos 2D e 3D. O programa foi
desenvolvido de forma a facilitar atualizacdes, e espera-se que seja utilizado por estudantes e
por profissionais de Engenharia de Estruturas.

Palavras-chave: Analise estrutural. Método dos deslocamentos. Anélise linear elastica.
Elementos reticulados prismaticos. Ferramenta computacional.



LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1 — POrtiCO @SPACIAL...........cciiiiiieie e 15
Figura 2.2 — Esforc¢os internos em uma barra de portico espacial..............cccoovevviieinennnne 15
Figura 2.3 — Barra de pdrtico espacial no sistema de eixos 10Cais. ..........c.cooevreieinnncnne 17

Figura 2.4 — Barra de portico espacial com os graus de liberdade a) no sistema de eixos

locais e b) no sistema de €iX0S gloDAIS. .......c.ccveiiiiii e 20
Figura 2.5 — Primeira rotacdo, em torno do eixo Y através do &ngulo ... 21
Figura 2.6 — Segunda rotacéo, em torno do eixo zf através do angulo y. .......cc.cccevenennee 22
Figura 2.7 — Terceira rotagao, em torno do eixo x’ através do angulo a. ...........c.c.cccu..... 23
Figura 2.8 — Barra de portico espacial apds as trés rotagies..........cccevverereeiveresiveseennens 24
Figura 2.9 — Rotacao para barras verticais de portico espacial. ..........cccccoeevveiiiicinenne 26

Figura 2.10 — Forgas equivalentes nodais provenientes de um carregamento uniforme

TRV To T W (= o To] o (oo USROS 28
Figura 3.1 - Janela principal do Ftufla. .........c..cccooviii i 32
Figura 3.2 — Fluxograma do funcionamento do Ftufla. .............c.ccoviiiiiic i 33
Figura 3.3 — Janela de adigédo de nova barra no Ftufla...........c.cccooiniiiinnin, 34

Figura 3.4 — Janela de definicdo das propriedades geométricas das barras no Ftufla. ...35

Figura 3.5 — Janela de defini¢do das propriedades do material das barras no Ftufla. ....35
Figura 3.6 — Janela de defini¢do dos apoios no Ftufla...............ccccocooeiiiiiicicccc 36
Figura 3.7 — Janela de aplicagdo de carregamentos nodais no Ftufla. .............cc.ccoceeeeee. 37
Figura 3.8 — Janela de aplicacéo de carregamentos distribuidos no Ftufla. ................... 37
Figura 3.9 — Janela de remocdo de barrano Ftufla. .............cccoov e 38

Figura 3.10 - Enumeracao das barras, que apresentam orientac6es definidas, e dos nos

(0 BTS00 ] - VPSS 39
Figura 3.11 - Matrizes [k] das barras do pértico da Figura 3.10.........cccccevevvieininnennnnn, 39
Figura 3.12 - Matriz [K] do portico da Figura 3.10. .......cccccoveiiiiiininieieene e 39
Figura 3.13 — Deslocamentos Nnodais da eStrUtUra. ..........ccoceveiiiinininiee e 40

Figura 3.14 — Associagao dos deslocamentos nodais das barras com os deslocamentos

nodais da estrutura da FIgura 3.13. ......c.ooii i 41
Figura 3.15 - Determinacao das reag0es de apoi0. .......cccceevveieeriieieeneeneee e 41
Figura 3.16 - Convencao de sinais de esforgos internos no Ftufla. ... 42
Figura 4.1 - Secéo transversal da barra do EXemplo 1. .........ccccoiiiiininiiiinc i 43

Figura 4.2 — Estrutura do EXemPIO L. .....ccoiiiiiiiiiiie e 44



Figura 4.3 — DEC-Y da estrutura do Exemplo 1. Valores em KN. .........ccccoeiiiinininnnnn. 44

Figura 4.4 — DMF-Z da estrutura do Exemplo 1. Valores em KN.CM...........ccocevvivnnnnne 45
Figura 4.5 - SecOes transversais a) das barras 1 e 3 e b) da barra 2 da estrutura do
=T 0] ] (o TSRS 45
Figura 4.6 - Estrutura do EXemMPIO 2. ........cooiiiiiiiieeee e 46
Figura 4.7 - DEN da estrutura do Exemplo 2. Valores em KN. .........ccccceoeiiiiiiniinnnnn 47
Figura 4.8 — DEC-Y da estrutura do Exemplo 2. Valores em KN. ..........ccccccevvveviiieinennns 47
Figura 4.9 — DMF-Z da estrutura do Exemplo 2. Valores em KN.CM.........c.cccevviiveinennnne 48
Figura 4.10 - Estrutura do EXemplo 3. ... 49
Figura 4.11 - SecOes transversais a) das barras 1 e 5 e b) das barras 2, 3 e 4 da estrutura
(o (oI b= ] o] [ 1 TSSO 50
Figura 4.12 - DEN da estrutura do Exemplo 3. Valores em KN. ........cc.cccevvevveiiiiicinenne 51
Figura 4.13 — DEC-Y da estrutura do Exemplo 3. Valoresem KN. ...........cccccveniiinnnnnn 52
Figura 4.14 — DEC-Z da estrutura do Exemplo 3. Valores em KN. ........cccccoociiniiininnnn 52
Figura 4.15 - DMT da estrutura do Exemplo 3. Valores em KN.CM. ..........c.ccoveviiieiinennne 53
Figura 4.16 — DMF-Y da estrutura do Exemplo 3. Valoresem KN.cm. .........c.ccccevveiinennnne 53
Figura 4.17 — DMF-Z da estrutura do Exemplo 3. Valores em KN.CM............cccocvrvnnnene 54
Figura 4.18 - Estrutura do EXempPlo 4. ..o 55
Figura 4.19 - SecOes transversais a) das barras 1, 2 e 3 e b) da barra 4 da estrutura do
=T ] ] [0 T RSP USPRORSSIN 55
Figura 4.20 - DEN da estrutura do Exemplo 4. Valores em KN. .........ccccccceveviviiiiiieinenne 56
Figura 4.21 — DEC-Y da estrutura do Exemplo 4. Unidades em KN. ...........cccocoereinnenne 57
Figura 4.22 — DEC-Z da estrutura do Exemplo 4. Valores em KN. .......cccccoovvniniiinnnnnn. 57
Figura 4.23 - DMT da estrutura do Exemplo 4. Valores em KN.CM. .........ccccoovevviieinennne 58
Figura 4.24 — DMF-Y da estrutura do Exemplo 4. Valoresem KN.Cm. ........cc.ccccevveinennnne 58
Figura 4.25 — DMF-Z da estrutura do Exemplo 4. Valores em KN.CM............cccccvvvrenene. 59
Figura 4.26 - Estrutura do EXempPlo 5. ......ccoiiiiiiiie e 60
Figura 4.27 - SecOes transversais a) das barras 1 e 3 e b) das barras 2, 4,5 e 6 da
eSTrUtUra dO EXEMPIO 5. ..ot 61
Figura 4.28 - DEN da estrutura do Exemplo 5. Valores em KN. .........ccccooeviiiiiniiinnnnnn 62
Figura 4.29 - DEC-Y da estrutura do Exemplo 5. Valores em KN.........ccccocoiiiiniiinnnnnn 62
Figura 4.30 - DEC-Z da estrutura do Exemplo 5. Valores em KN. .........cccccoceeviiiieiieenen. 63
Figura 4.31 - DMT da estrutura do Exemplo 5. Valoresem KN.cm. ..........ccccoeeviiviinenen. 63

Figura 4.32 - DMF-Y da estrutura do Exemplo 5. Valores em KN.Cm. .........cccccvvvvinennnne 64



Figura 4.33 - DMF-Z da estrutura do Exemplo 5. Valores em KN.Cm. .........c..ccooeviinnnne 64



LISTA DE TABELAS

Tabela 4.1 - Barras da estrutura do EXemplo 2........ccccoviieiiiie e 46
Tabela 4.2 - Propriedades das barras do EXemplo 2.........ccccoevviiiiveie e s 46
Tabela 4.3 - ReacOes de apoio da estrutura do EXemplo 2. ... 48
Tabela 4.4 - Barras da estrutura do EXemplo 3.......ccooeiiiiiiiiieee e 50
Tabela 4.5 - Propriedades das barras do EXemplo 3.........ccccovevviieiieiesic s 50
Tabela 4.6 - ReacOes de apoio da estrutura do Exemplo 3. ... 51
Tabela 4.7 - Barras da estrutura do EXemplo 4........c.cooiiiiiiiiiieee s 56
Tabela 4.8 - Propriedades das barras do EXemplo 4..........ccccooiiiiinininiinciesc e 56
Tabela 4.9 - ReacGes de apoio da estrutura do Exemplo 4. .........ccccoveveieieeicce e, 59
Tabela 4.10 - Barras da estrutura do EXemplo 5. 61
Tabela 4.11 - Propriedades das barras do EXemplo 5..........ccocoiiiiiiiiiiiien e 61

Tabela 4.12 - Reagdes de apoio da estrutura do Exemplo 5. .......ccoooveviiiiieneiin e 65



SUMARIO

INTRODUGAO........coiieeeeeeeeee e eee et see st sa s 11
MOtIVACE0 € REIEVANCIA ......ccueiiieiiiieiee e 12
ODJEEIVOS ...t bbbttt 12
REFERENCIAL TEORICO.......oioieieeeeteeeee e esie s sesis s 13
ANALISE lHINEAT BIASTICA .....eovveviiiiieie e 13
Modelo estrutural de elementos reticulados. ... 13
POITICOS ESPACIAIS ...eevveeveeivieieesiectee st ete st te et te et s e s te et e e e sbe e teeneeste e reeneesneenes 14
MEtodo d0S AESIOCAMENTOS .......ccviriiierieiiiie s 16
Matriz de rigidez de elemento no sistema de eixos 10CaiS..........cccccevveveiieinennnns 16
Matriz de rigidez de elemento no sistema de eixos globais ...........c..cccccevevveinennnne 19
Matriz de rigidez da eStrULUFA...........ccceeiieie e 27
Vetor de FOrgas NOTAIS .......c.coveieeiieiie e sre e 27
(070] 015 [0 (=] = Tor= To R o [oTSIR=T o To] [0 J USRI 29
Resolucéo do sistema de equacdes por fatoragao LU .........ccccceevvviviviveiiennenns 29
Célculo dos esforcos internos nas extremidades de barra e das reacdes de apoio.
....................................................................................................................................... 30
METODOLOGIA ...ttt 32
RESULTADOS E DISCUSSOES ...t 43
EXEMPIO L ..o 43
EXEMPIO 2 . 45
EXEMPIO 3 e 49
EXEMPIO 4 ..o 54
EXEMPIO S .o 60
CONSIDERAGOES FINAIS ......ooeeieeeeeeeeeeeeeeeeeee s esienes s 66
(00 [0] 1101 USSR 66
Sugestdes para melhoria do Ftufla ... 66
REFERENCIAS ...ttt 68
APENDICE A - DEDUCAO DOS COEFICIENTES DE RIGIDEZ DE BARRA
DE PORTICO ESPACIHAL ...ttt 69

APENDICE B - SAIDA DE DADOS DO FTUFLA PARA OS EXEMPLOS...90



11

1  INTRODUCAO

O desenvolvimento tecnoldgico da Engenharia Civil vem contribuindo para a adocao
de sistemas estruturais mais complexos, inviabilizando a previsdo do comportamento
estrutural de forma manual. Paralelamente, a capacidade de processamento dos computadores
e a acessibilidade a eles também vém evoluindo, mudando a forma de tratamento dos
problemas estruturais.

Uma estrutura metélica de uma edificacdo, por exemplo, &€ composta por diversos
elementos menores, agrupados de forma conveniente, com a finalidade de suportar seu peso e
resistir a ventos fortes e a solicitagdes que a ela sdo impostas durante sua vida util.

Esses elementos, quando as dimensGes da secdo transversal sdo despreziveis em
relacdo ao seu comprimento, sdo chamados de elementos reticulados. Trata-se do tipo mais
comum de elementos estruturais, as barras, que ndo tém restricdo quanto a orientacdo em um
sistema estrutural ou as dire¢fes dos carregamentos 0s quais sdo submetidas. Sdo exemplos de
barras vigas e pilares, que compde pdrticos, e elementos de trelicas e grelhas. As barras com
secdo transversal constante ao longo de todo comprimento sdo denominadas elementos
prismaticos.

A previsdo adequada do comportamento de uma estrutura é fundamental para que
exista seguranca em sua utilizacdo. Essa previsdo é feita por meio da anéalise estrutural, que
tem como objetivo a determinacdo dos esforgos internos e externos reativos (reacGes de
apoio), bem como os deslocamentos, que geram tensbes e deformacdes nos elementos
estruturais, de uma estrutura submetida a forgas externas.

No processo de analise, podem ser admitidos pequenos deslocamentos da estrutura e
materiais elastico-lineares, isto €, que seguem a lei de Hooke e que ndo apresentam
deformacéo residual alguma. Essas considerac@es configuram a analise linear elastica.

Dentre os metodos de andlise estrutural, para estruturas hiperestaticas, tém-se o
método das forcas e 0 metodo dos deslocamentos, sendo 0 segundo mais comumente aplicado
na programacdo de computadores. Para isso, o0 método € formulado matricialmente e
resolvido numericamente.

A analise computacional de estruturas eleva, além da produtividade, a seguranga no
processo. O grande numero de linguagens de programacdo e de ferramentas para
desenvolvimento facilita a idealizagdo de um software para analise, que podem apresentar
interfaces graficas intuitivas, facilitando a utilizacdo do sistema e mitigando possiveis erros de

modelagem e de interpretacdo de resultados.
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1.1 Motivagéo e Relevancia

A anélise de porticos espaciais se da, geralmente, de forma simplificada, analisando
separadamente os porticos planos que o compde. Essa simplificacdo, apesar de admissivel,
pode dificultar o entendimento do comportamento Unico da estrutura.

Mesmo para estruturas planas, a andlise estrutural pode ser dispendiosa se feita de
forma manual. Softwares para andlise estdo disponiveis no mercado, de forma gratuita ou nao.

Softwares gratuitos, em geral, apresentam limitacbes quanto ao uso, a exemplo do
Ftool® que realiza somente anélise de estruturas planas. O MASTAN2®, software também
gratuito, permite andlise de estruturas reticuladas espaciais, contudo a modelagem e a
interpretacdo dos resultados podem demandar mais atencdo em relagdo ao Ftool®, que
apresenta utilizacdo mais simplificada.

Softwares comerciais apresentam-se mais intuitivos, e geralmente sdo capazes de
analisar qualquer tipo de estrutura. No entanto, uma modelagem incompativel com o
problema pode gerar resultados incoerentes. Entender, mesmo que basicamente, a
metodologia de célculo desses programas contribui para reducdo dos erros de modelagem e
de interpretacdo de resultados.

Dessa forma, nota-se, ndo s a auséncia de um sistema computacional gratuito simples
e intuitivo para analise de porticos espaciais, mas também a necessidade do entendimento da

metodologia de calculo de programas comerciais.
1.2 Objetivo
O objetivo deste trabalho foi desenvolver um sistema computacional para andlise

elastica considerando a linearidade geométrica de poérticos espaciais de barras prismaticas,

utilizando a formulag¢do matricial do método dos deslocamentos.
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2 REFERENCIAL TEORICO
2.1 Andlise linear eléastica

Em alguns casos, as estruturas podem ser projetadas considerando a perfeita geometria
da estrutura (linearidade geométrica) e admitindo-se comportamento elastico-linear dos
materiais (SILVA, 2016).

Diz-se um comportamento elastico-linear quando o material segue a Lei de Hooke, ou
seja, quando se comporta elasticamente e apresenta uma relacdo linear entre tensdo e
deformacdo (TIMOSHENKO; GERE, 1983). O comportamento € considerado elastico
quando o material, depois de descarregado, retorna ao estado inicial sem deformacéo residual
alguma (MARTHA, 2017).

Uma estrutura apresenta comportamento geométrico linear quando as equacfes de
equilibrio podem ser formuladas na configuracdo inicial indeformada da estrutura (SILVA,
2016; SORIANO, 2005). Essa simplificacdo é valida apenas quando a estrutura sofre
pequenos deslocamentos em relacdo as suas dimensdes, configurando a analise de primeira
ordem.

Como resultado do comportamento elastico e da linearidade geométrica, tem-se a
proporcionalidade entre as forgas externas e os efeitos gerados pelas mesmas (forcas internas,
externas reativas e reacdes de apoio). Dessa forma, € valido o principio da superposicdo dos

efeitos.

2.2 Modelo estrutural de elementos reticulados

O modelo estrutural é definido por Martha (2017) como “o modelo analitico utilizado
para representar matematicamente a estrutura que estd sendo analisada”. Para estruturas
reticuladas, ainda segundo o autor, 0 modelo estrutural apresenta caracteristicas bastante
especificas.

Elementos reticulados sdo caracterizados por terem o comprimento preponderante as
suas demais dimensdes da secdo transversal. Por esse motivo, também sdo denominados
elementos de barra. De tal modo, a manutencdo da secdo plana (Teoria de Euler Bernoulli)
pode ser aplicavel, idealizando esses elementos no modelo estrutural como linhas que passam
pelo centroide da se¢éo transversal (MARTHA, 2017; SORIANO, 2005).

Os pontos extremos das linhas sdo denominados nds ou pontos nodais. Através deles

que os elementos da estrutura se conectam, garantindo continuidade do modelo estrutural.
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Essa condicdo é definida por Martha (2017) como condicdo de compatibilidade interna, que
garante que a estrutura permanega continua ao se deformar. Por vezes, as barras séo divididas
em barras menores com a consideracao de nds internos ao eixo do elemento, o que ndo afeta
os resultados (SORIANO, 2005).

A conexdo da estrutura com o meio externo, sejam apoios ou outras estruturas, é
garantida, conforme Martha (2017), pela condicdo de compatibilidade externa, que define que
os deslocamentos e deformacdes da estrutura sejam compativeis com as condigdes de
contorno adotadas.

Desse modo, o modelo estrutural de elementos reticulados é concebido com a unido de
elementos unidimensionais ligados entre si e a0 meio externo de forma pontual, formando um
conjunto de nds da estrutura (SORIANO, 2005). As demais informacg6es que caracterizam as
barras como elementos tridimensionais sdo representadas por propriedades geométricas de
suas secgOes transversais e propriedades mecanicas do material constituinte. Das propriedades
geométricas destacam-se: a &rea, 0 momentos de inércia a flexdo nos dois eixos principais
de inércia e 0 momento de inércia a tor¢do. No caso das propriedades mecanicas, os modulos
de elasticidade longitudinal e transversal sdo usados, ou ainda, relacionados diretamente com

o coeficiente de Poisson.

2.2.1 PAérticos espaciais

O portico espacial € o caso mais geral de estruturas formadas por barras (FIGURA
2.1). Trelicas planas e espaciais, porticos planos, vigas continuas e grelhas sdo casos
particulares desse modelo estrutural. Cada ndé de um portico espacial pode ter trés
componentes de deslocamento e trés componentes de rotacdo, dadas em relacdo aos eixos
referenciais da estrutura (globais), X, Y e Z. O equilibrio da estrutura é satisfeito fazendo-se
nulas as resultantes das trés componentes de forcas e das trés componentes de momento
(MARTHA, 2017).
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Figura 2.1 — Portico espacial.

Fonte: Do autor (2019).

As barras de um portico espacial estdo sujeitas a seis esforcos internos em cada no,
representados no sistema referencial local da barra: esforco normal, N; esforco cortante
segundo o eixo y’, ;,; esforco cortante segundo o eixo z’, V;; momento torgor, T; momento

fletor de vetor representativo no eixo y’, M,,; e momento fletor de vetor representativo no eixo

7', M,, como ilustrado na Figura 2.2.

Figura 2.2 — Esforcos internos em uma barra de portico espacial.

Fonte: Do autor (2019).
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Soriano (2005) define os porticos espaciais como estruturas reticuladas de nos rigidos.
Isso significa que existe continuidade de deslocamentos em cada ndé ndo articulado,

satisfazendo a condicdo de compatibilidade interna definida por Martha (2017).

2.3 Meétodo dos deslocamentos

O método dos deslocamentos, também denominado método da rigidez, € um método
basico para analise de estruturas hiperestaticas. Segundo Weaver Jr. e Gere (1990), esse
método é o primeiro utilizado na andlise matricial de estruturas, sendo propicio para
implementagdo computacional.

Nesse método, as incdgnitas do problema sdo os deslocamentos lineares e rotacdes
nodais da estrutura, que definem sua forma deformada. Em seu célculo, normalmente séo
desprezados os efeitos de empenamento da secéo transversal devidos aos esforgcos cortantes
(WEAVER JR.; GERE, 1990). Determinados os deslocamentos e rotagOes, podem ser
calculados os esforcos internos nas extremidades das barras e as reacdes de apoio
(SORIANO, 2005).

O método dos deslocamentos apresenta relacdo direta com o comportamento de uma
mola, onde ha proporcionalidade entre a forca e o deslocamento, sendo a dificuldade de
deformacdo da mesma dada pela sua rigidez. Para determinar os deslocamentos nodais da
estrutura, € montado um sistema de equacdes de equilibrio, em que a matriz de coeficientes é
denominada matriz de rigidez da estrutura, [K], e 0 vetor de termos independentes, vetor de
forcas nodais, {F} (MARTHA, 2017; SORIANO, 2005). Assim, 0 método da rigidez consiste
na determinagdo do vetor de deslocamentos nodais da estrutura, {D}, conforme apresentado

na Equacdo (2.1).

[KI{D} = {F} (2.1)

A matriz [K] é formada a partir das matrizes de rigidez das barras que a formam.

2.3.1 Matriz de rigidez de elemento no sistema de eixos locais

A matriz de rigidez de um elemento pode ser obtida em relacdo aos seus eixos locais.

Na Figura 2.3 € representada uma barra de portico espacial, que € totalmente restringida nas
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extremidades (nés). Segundo Ribeiro et al. (2014), esse elemento apresenta seis graus de
liberdade em cada nd (trés componentes de deslocamentos e trés componentes de rotacdes). O
centroide da barra coincide com o eixo x’, onde o no inicial i est4 posicionado na origem e 0
né final j, no sentido positivo de x'; os eixos y’ e z' sdo os demais eixos principais da barra
(WEAVER JR.; GERE,1990).

Figura 2.3 — Barra de portico espacial no sistema de eixos locais.

Fonte: Do autor (2019).

A matriz de rigidez de elemento de barra no sistema de eixos locais, [k'], é
apresentada na Equacdo (2.2), cuja deducdo dos coeficientes € mostrada no Apéndice A. Um
coeficiente de rigidez k';; da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz [k'] € a forga ou
momento no grau de liberdade i para equilibrar a barra quando um deslocamento unitario
positivo, translacional ou rotacional, é imposto no grau de liberdade j, mantendo-se os demais
graus de liberdade restringidos (RIBEIRO et al., 2014).



EA EA
N 0 0 0 0 0 L 0 0 0 0 0
12E1, 6EL 12E1, 6L
0 I3 0 0 0 12 0 E 0 0 0 12
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6E1, 4L, 6EL, 2EI,
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61, 4EL, 6L 2EI
0 12 0 0 0 L 0 7 0 0 0 L
EA EA
L 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0
12E1, 6EL 12E1, 6El,
0 "3 0 0 o " | o IE 0 0 0 T
121, 6EL, 12E1, 6EL,
0 0 BE 0 12 0 0 0 13 0 12 0
GJ GJ
0 0 0 L 0 0 0 0 0 L 0 0
6EL, 2EI, 6EI, 4L,
0 0 T2 0 L 0 0 0 JE 0 L 0
6E1I, 2EI, 6EI, 4E1,
0 12 0 0 0 L 0 Tz 0 0 0 I
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(2.2)
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sendo:
L o comprimento da barra;
A a area da secdo transversal;
I, 0 momento de inércia da segéo transversal em relacdo ao eixo y’;
I, 0 momento de inércia da secdo transversal em relacdo ao eixo z’;
J 0 momento de inércia da secéo transversal a rotacéo;
E 0 modulo de elasticidade longitudinal do material; e
G 0 modulo de elasticidade transversal do material.
A matriz é particionada em quatro submatrizes de ordem 6, conforme a Equacéo (2.3).
Nela, as rigidezes nodais correspondentes aos nos i e j (linhas, primeiro subscrito) séo

delimitadas para os deslocamentos unitarios em cada n6 (colunas, segundo subscrito).

- (k'] [k's] 03
(k'] [k'j;] '

2.3.2 Matriz de rigidez de elemento no sistema de eixos globais

As barras que compde um portico espacial podem apresentar qualquer orientacdo em
relagdo ao sistema de eixos globais (da estrutura). Contudo, para se efetuar a soma dos
coeficientes de rigidez das barras, é necessario que estes estejam definidos no mesmo sistema
de eixos da estrutura (MARTHA, 2017). Portanto, a matriz mostrada na Equacéo (2.2) deve
ser transformada. Na Figura 2.4.a sdo apresentados os graus de liberdade no sistema de eixos
da barra (local); na Figura 2.4.b, os graus de liberdade estdo expressos no sistema de eixos da
estrutura (global).



20

Figura 2.4 — Barra de pdrtico espacial com os graus de liberdade a) no sistema de eixos locais
e b) no sistema de eixos globais.

b)

Fonte: Do autor (2019).

A transformacdo da matriz de rigidez do sistema local para o global de uma barra
genérica, com qualquer orientacdo, é feita relacionando-se os graus de liberdade do sistema
local com os graus de liberdade no sistema global. Essas relagGes sdo expressas na matriz de

rotacdo [R].
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Weaver Jr. e Gere (1990) sugerem um método para construcdo de [R] que consiste na
consideracdo de trés sucessivas rotacdes dos eixos da estrutura para os eixos locais da barra.
A primeira rotacdo ¢ feita em torno do eixo Y através do angulo g, posicionando o eixo x’ na
posicdo denotada xz e 0 eixo z' na posicdo denotada zg (WEAVER JR.; GERE, 1990). A
segunda rotacdo ¢ feita em torno do eixo z; pelo angulo y, posicionando o eixo x’ na posi¢ao
denotada x,, sua posicao final, e o eixo y’ na posi¢do denotada y, (WEAVER JR.; GERE,
1990). A ultima rotacdo é dada em torno do eixo x’ (x,) por meio do éngulo «, fazendo os
eixos y' e z' coincidirem com os principais eixos da secdo transversal (WEAVER JR.; GERE,
1990). As transformac6es para cada rotacdo sao representadas em matrizes de ordem 3.

A primeira rotacdo, feita em torno do eixo Y, é mostrada na Figura 2.5, e sua matriz de
transformacdo, [Rg], na Equacdo (2.4). A matriz [Rg] € formada pelos cossenos diretores dos

eixos f em relacdo aos eixos da estrutura (WEAVER JR.; GERE, 1990).

Figura 2.5 — Primeira rotacéo, em torno do eixo Y atraves do angulo 5.

Y! y', YE
N

Z’ZB B

j
\x‘, X,

Fonte: Do autor (2019).
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cos(f) 0 sen(p)
[Rg] = 0 1 0 (2.4)

-sen(f) 0 cos(f)

Na Figura 2.6 € mostrada a segunda rotacdo, dada em torno do eixo zz. A matriz de
transformagdo para essa rotagdo, [R,], € formada pelos cossenos diretores dos eixos y em

relagéo aos eixos S, conforme a Equacéo (2.5) (WEAVER JR.; GERE,1990).

Figura 2.6 — Segunda rotagdo, em torno do eixo zg atraves do angulo y.

Y: yﬁ

Y Yy

Fonte: Do autor (2019).

cos(y) sen(y) O
[Ry] = | —sen(y) cos(y) O (2.5)
0 0 1
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A ultima rotacdo, feita em torno do eixo da barra, x’, € mostrada na Figura 2.7, e sua
matriz de transformac&o, [R,], na Equacdo (2.6). Os termos de [R,] S0 0s cossenos diretores
dos eixos do elemento em relagéo aos eixos y (WEAVER JR.; GERE, 1990).

Figura 2.7 — Terceira rotacdo, em torno do eixo x' através do angulo «a.

y 0
a
Zy
=)
o X', Xy
Z!
Fonte: Do autor (2019).
1 0 0
[Rel=1| 0  cos(a) sen(a) (2.6)
0 —sen(a) cos(a)

Na Figura 2.8 ¢ mostrada uma barra de pdrtico espacial apds a aplicacdo das trés
rotagdes. As coordenadas das extremidades, no sistema de eixos da estrutura, podem ser
expressas em funcdo dos cossenos diretores do elemento em relagdo aos eixos: Cy em relagédo

aX,Cyemrelacdo aY e C, em relacdo a Z (Equacdes (2.7), (2.8), e (2.9), respectivamente).

X — X
S M 2.7
Cy - (2.7)

Y: — Y:
Cy=21—= (2.8)
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Cy =22 (2.9)

em que L é o comprimento da barra (Equacéo (2.10)).

Figura 2.8 — Barra de pdrtico espacial ap6s as trés rotacoes.

'3

Fonte: Do autor (2019).

A matriz [R] é dada pela multiplicacdo das trés matrizes de rotacdes, conforme
exposto na Equacéo (2.11) (WEAVER JR.; GERE, 1990).

[R] = [R,1[R,|[Rg] (2.11)
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Por inspe¢do na Figura 2.8, os termos de [Rg] e [R, ] podem ser expressos em fungdo
de Cx, Cy e C5, dados pelas Equagdes (2.7), (2.8) e (2.9), respectivamente. Dessa forma,
depois de realizada a operacdo da Equacdo (2.10), a matriz [R] é apresentada na Equacéo
(2.12).

Cx Cy Cz

—CxCy cos(a) — Czsen(a) cos(a) ’CX2+ c,? —CyCzcos(a)+ Cysen(a)
[R] = JCZE+ C2 VG + C (2.12)

CxCy sen(a) — Cycos(a) CyCysen(a) + Cycos(a)

- Cx* + C;°

A Equacdo (2.12) é valida para barras em qualquer orientacdo, exceto na vertical.
Além disso, o0 angulo a é o Unico parametro que deve ser dado na descricdo da estrutura.

Para barras verticais, é valida a matriz de rotacdo [R,.,:], dada na Equacdo (2.13).
(WEAVER JR; GERE, 1990). Essa transformacdo consiste na rotacdo em torno do eixo Z
através do angulo y, que pode ser 90° (quando Y; > Y;) ou -90° (¥; < Y;), posicionando o
eixo x’ na posicdo denotada x, e 0 eixo y’ na posicdo denotada y,. Quando o angulo « da
transformacdo ilustrada na Figura 2.7 é igual a zero, os eixos y ficam posicionados sobre 0s
eixos globais, e suas orientagcdes dependem do valor do angulo y:

- quando y = 90°, x,, € posicionado no sentido positivo de Y, y, no sentido negativo de X e z,
no sentido positivo de Z;

- quando y = —90°, x, € posicionado no sentido negativo de Y, y, no sentido positivo de X e
z,, no sentido positivo de Z.

Essa rotagéo é ilustrada na Figura 2.9.

0 ¢, 0
[Ryerel = | —=Cy cos(a) 0 sen(a) (2.13)

Cysen(a) 0 cos(a)




26
em que:
Cy =1,paraY; > Y;;e

Cy =—1,paray; < Y.

Figura 2.9 — Rotacdao para barras verticais de portico espacial.
Y, X, %y

N

y = 90° N
V., Y i \ XLy,

V.

Xy

Fonte: Do autor (2019).

A matriz 12x12 de transformacdo por rotagdo, [R], para uma barra de poértico espacial,

ndo orientada na vertical, é apresentada na Equacao (2.14).

(2.14)

Para o caso particular de barra orientada na vertical, aplica-se a Equagdo (2.14)
substituindo-se [R] por [Rerd].-
Por fim, a matriz de rigidez de elemento no sistema de eixos da estrutura, [k], € obtida

pela multiplicacdo de matrizes apresentada na Equacao (2.16) (WEAVER JR.; GERE, 1990).
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[k] = [RT][K'][R] (2.16)

2.3.3 Matriz de rigidez da estrutura

A matriz de rigidez da estrutura, [K], é formada pelas matrizes de rigidez, no sistema
de eixos globais, de cada barra que a compde, somando-se os coeficientes de rigidez das
barras correspondentes aos mesmos graus de liberdade (RIBEIRO et al., 2014; ROVERE;
SCHNEIDER, 2003).

De acordo com Martha (2017), os coeficientes de rigidez de uma barra contribuem
apenas para os termos da matriz [K] associados aos nos final e inicial da barra. Isso significa
que as barras ndo conectadas a um determinado n6 da estrutura ndo contribuem para 0s
coeficientes de rigidez desse nd.

Partindo-se do pressuposto que ndo ha restricdo alguma nas deformacdes das barras,
cada n6 de um portico espacial apresenta seis graus de liberdade cujas rigidezes sdo formadas
pelas rigidezes (matrizes [k]) das barras adjacentes. Para isso, as barras devem estar no
mesmo sistema de coordenadas, que é ‘“uma imposicado de compatibilidade entre as
componentes de deslocamento ou rotacdo das barras que se conectam” (MARTHA, 2017).

Assim como matriz [k] de uma barra é dividida em quatro submatrizes, que
correspondem aos coeficientes de rigidez para cada nd para deslocamentos unitarios nos nds
inicial e final, a matriz [K] também é dividida em subamtrizes de ordem 6, que tém o mesmo
proposito. Dessa forma, para montagem da matriz de rigidez da estrutura, cada submatriz de
[k] de uma barra é adicionada & submatriz de [K] correspondente, ndo de forma direta, mas
somando-se os coeficientes de rigidez, um de cada vez, como recomendado por Martha
(2017).

2.3.4 Vetor de forgas nodais

As forcas externas (carregamentos) podem atuar nos nés ou nos elementos de uma
estrutura formada por barras. Essas forcas formam o vetor de forcas nodais, {F}. Os
carregamentos aplicados nos nds sdo adicionados diretamente no vetor {F} (WEAVER JR;
GERE, 1990). No entanto, os carregamentos atuantes nas barras devem ser transformados em
carregamentos equivalentes nodais, sendo recomendada a composicdo de um vetor separado

para esses tipos de agdes.
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O vetor de carregamentos nodais equivalentes {f,} & composto pelas reagdes de
engastmento perfeito da barra, mas com sentido contrério, aplicadas nas dire¢des dos eixos
globais (MARTHA, 2017). Esse conceito é exemplificado na Figura 2.10 para um

carregamento distribuido g atuando na viga de comprimento L,;,, de um portico plano

simples.

Figura 2.10 — Forgas equivalentes nodais provenientes de um carregamento uniforme em viga

de portico.

q
IRRRTEIEY
L

viga

qLE"JiEIEI ql‘iiga
12 ( }T

ql‘viga ql‘\)iga
2 2

qL\.'iga ql‘viga
2

48]

2 2
ql‘viga ql‘viga
12 12

E o

Fonte: Do autor (2019).

ApoOs montado, o vetor {f,} é somado ao vetor {F}, conforme a Equagdo (2.17).
Ressalta-se que o carregamento F; da i-ésima linha de {F} é a forga ou momento aplicado no

grau de liberdade i da estrutura.
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{F} ={F} + {fe} (2.17)

2.3.5 Consideracgdo dos apoios

A ligacdo da estrutura com o meio externo, que podem ser as fundagdes da mesma ou
outra estrutura, é considerada através de apoios, que sao as condi¢des de contorno do modelo
em termos de deslocamentos e rotacdes (MARTHA, 2017). Sem considerar as condicdes de
suporte da estrutura, o sistema de equacdes indicado na Equacdo (2.1) ndo tem solucdo, pois
[K] tem determinante nulo, sendo classificada como singular em termos matematicos, e
representa um sistema estrutural hipostatico.

No método da rigidez, uma das técnicas para consideracdo dos apoios consiste na
eliminacdo dos graus de liberdade fixos. Essa técnica parte do método denominado
particionamento do sistema de equacgdes, formulado por Martha (2017) e Soriano (2005).
Portanto, para apoios fixos, sem recalques, o sistema a ser resolvido passa a ser o indicado na

Equacdo (2.18), que é o sistema da Equacdo (2.1) considerando apenas os graus de liberdade

livres.

[Kul{D;} = {F}} (2.18)

Nessa equacao, o subscrito “I” se refere a livre.

2.3.6 Resolucéo do sistema de equacdes por fatoracéo LU

O processo de fatoragdo consiste na decomposi¢do da matriz de coeficientes de um
sistema linear em um produto de duas ou mais matrizes a fim de resolver, através de uma
sequéncia de sistemas lineares, o sistema linear original (RUGGIERO; LOPES, 2000). Na
fatoragéo LU, a matriz de coeficientes é fatorada no produto das matrizes [L], que é triangular
inferior com diagonal unitaria, e [U], que é triangular superior. Os termos de [L] sdo os
multiplicadores obtidos do método de Eliminacdo de Gauss, e [U] é a matriz obtida no final
da operacéo de triangularizagdo do método (RUGGIERO; LOPES, 2000).

Aplicando-se a fatoragcdo LU na Equacdo (2.18), tem-se:

([ILIIUD Dy} = {F} (2.19)
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em que [L][U] = [Ky].
A Equacéo (2.19) pode ser escrita da seguinte forma:

[L1y} = {F} (2.20)

em que

[UKD:} = {y} (2.21)

Portanto, o vetor de deslocamentos {D;} pode ser obtido apos a resolucdo de dois

sistemas lineares retangulares, a Equacdo (2.20) e a Equacéo (2.21), respectivamente.

2.3.7 Calculo dos esforcgos internos nas extremidades de barra e das reacdes de apoio

Os esforcos internos nas extremidades de uma barra dependem apenas das
deformacdes que a barra sofre, que sdo definidas pelos deslocamentos nos seus graus de
liberdade (MARTHA, 2017). Esses deslocamentos sdo armazenados no vetor de
deslocamentos dos graus de liberdade da barra no sistema de eixos globais, {d}, que
correspondem aos deslocamentos nodais da estrutura.

Apos determinado o vetor {d} de uma barra, as forcas internas nas extremidades sdo
calculadas em duas etapas: na primeira, calcula-se o vetor de forgcas de extremidade no
sistema de eixos globais, denominado {f}; na segunda, transforma-se esse vetor para 0
sistema de eixos locais, determinando o vetor de esforcos internos, {f’} (MARTHA, 2017). O

vetor {f} é calculado pela Equacéo (2.22), e o vetor {f’}, pela Equacdo (2.23).

{f} = [k){d} (2.22)

'} = [RI{f} (2.23)

Martha (2017) destaca que, para uma barra carregada, é necessario sobrepor as reagdes
de engastamento perfeito no sistema de eixos locais na determinacao dos esfor¢os internos.
A determinacdo das reacOes de apoio pode ser feita conforme uma metodologia

recomendada por Martha (2017), que consiste na soma dos termos de {f} das n barras da
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estrutura, cujos graus de liberdade estdo fixos, as respectivas componentes das reagdes de
apoio. Ainda, devem-se supor eventuais forcas nodais aplicadas aos graus de liberdade fixos,

que sdo somadas nas reacOes de apoio com sentidos invertidos (MARTHA, 2017).
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3 METODOLOGIA

O software Ftufla foi desenvolvido em linguagem Java utilizando-se o paradigma de
Programacao Orientada a Objetos (POO). Madan (2004, apud Santana, 2015) considera que a
adocdo de POO no desenvolvimento de sistemas computacionais oferece grande vantagem na
manutencdo, no uso e na expansdo do codigo se comparado a convencional utilizagdo de
programacao estruturada. A linguagem Java, além possibilitar a utilizacdo do paradigma de
POO, é livre e neutra em relacdo ao sistema operacional utilizado. Para isso, é necessaria a
utilizacdo da méaquina virtual JAVA, que interpreta o cddigo para o sistema operacional que
esta executando a aplicacao.

A finalidade do Ftufla é determinar os esforgos internos nos nés de barras de porticos
espaciais, que € o caso mais geral de sistemas estruturais reticulados. No entanto, o uso do
Ftufla se estende a demais estruturas de nds internos rigidos, por exemplo, as grelhas. O
software dispde de interfaces graficas, o que facilita utilizacdo do mesmo. Na Figura 3.1 é
ilustrada a janela principal do software Ftufla.

Figura 3.1 - Janela principal do Ftufla.

| £ Ftufla — O *

Barra Propriedades Condigbes de Contorno Analise

[ »

[4]

1] |*]

Fonte: Do autor (2019).

O funcionamento do Ftufla é ilustrado no fluxograma da Figura 3.2. A modelagem de
uma estrutura no programa é idealizada de forma a requerer poucas entradas de dados pelo
usuario e de forma ndo sequencial, possibilitando eventuais corre¢es no processo. Ainda, é

possivel efetuar eventuais corre¢cdes na modelagem apos a analise.



Figura 3.2 — Fluxograma do funcionamento do Ftufla.
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Fonte: Do autor (2019).
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A entrada de dados para modelagem da estrutura é dividida e trés partes: a primeira é
referente a geometria da estrutura, definindo as barras, a segunda se refere as propriedades
geométricas e dos materiais das barras, e a terceira consiste na definicdo das condicbes de
contorno.

A geometria da estrutura é definida pelas barras que a compde. A insercdo de uma
barra ¢ feita a partir das coordenadas de seus nos inicial, X;, Y; e Z;, e final, X;, Y; e Z;, em
centimetros, que podem ser positivas ou negativas, conforme ilustrado na Figura 3.3. As
coordenadas dos nés da estrutura ndo sdo inseridas explicitamente no Ftufla. Um algoritmo do

programa as definem a partir das coordenadas dos nos das barras.

Figura 3.3 — Janela de adicdo de nova barra no Ftufla.

[ 22| Adicionar Barra - X
X {cm) ¥ {cmj) Z {cm)

Né inicial: || | |o | |0 |

N6 final: |0 | |o | |o |

Fonte: Do autor (2019).

As propriedades geomeétricas e do material das barras sdo definidas ap0ds a insercdo das
mesmas na estrutura. As propriedades geométricas requeridas do usuario sdo: A, em cm?; I,
em cm*; I,, em cm*; e J, em c¢m*. Na Figura 3.4 é ilustrada a janela de entrada desses
parametros no Ftufla. O comprimento ndo € um dado requerido, pois é calculado pelo
software através da Equacédo (2.10), e o angulo «, parametro nas Equacdes (2.12) e (2.13), é
tomado igual a zero. As propriedades requeridas do usuario no que se referem ao material das
barras sdo: E, em GPa; e v, adimensional. A defini¢cdo desses pardmetros no Ftufla é ilustrada

na Figura 3.5. Assim, G é calculado através da Equacéo (3.1).

E

R -
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Figura 3.4 — Janela de definicdo das propriedades geométricas das barras no Ftufla.

| £+ Propriedades Geométricas — x

Barra: |1(0.0,0.0,0.0) (100.0, 0.0, 0.0) v

Afcm2)= 0.0 [z {cmd)= |0.0
Iy (cmd)= (0.0 J{cmd)= (0.0

| Aplicar | | Aplicar a todas |

Fonte: Do autor (2019).

Figura 3.5 — Janela de definicdo das propriedades do material das barras no Ftufla.

[£:| Propriedades do Material — et

Barra: 1(0.0,0.0,0.0) (100.0, 0.0, 0.0) -

E (GPa)= [0.0 v= (0.0

Aplicar Aplicar a todas

Fonte: Do autor (2019).

A defini¢do das condi¢des de contorno no Ftufla é dividida em duas partes: uma que
relacionam deslocamentos e rotagdes, que sdo 0s apoios, e outra que relacionam forgas e

momentos, que sdo os carregamentos. A definicdo de um apoio em um nd da estrutura € feita
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fixando-se os deslocamentos e rotacfes em relacdo aos eixos X, Y e Z. Na Figura 3.6 é
exibido como essas condigdes sao definidas no Ftufla. As componentes de deslocamentos
podem ser fixadas separadamente. Para as rotagcbes, as componentes sdo fixadas
conjuntamente.

Figura 3.6 — Janela de definicdo dos apoios no Ftufla.

| £ Apoios — et

NG: |1(0.0,0.0,0.0) E2

Deslocamentos: [ |xFixo [ JyFixo [ ]zFixo

Rotactes: [ |Fixas

Aplicar

Fonte: Do autor (2019).

No Ftufla, as forcas pontuais s6 podem ser aplicadas nos nds da estrutura. Para isso, as
barras podem ser divididas em barras menores, aumentando o nimero de nos da estrutura sem
afetar os resultados, conforme destacado por Soriano (2005). Portanto, as componentes das
forcas nodais sdo aplicadas em relacdo ao sistema de eixos globais. As unidades para esses
carregamentos sdo em kN para forcas e kN.cm para momentos. Na Figura 3.7 é ilustrada a

interface de definicdo dessa condicdo de contorno € definida no software.
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Figura 3.7 — Janela de aplicacdo de carregamentos nodais no Ftufla.

| £ Carregamentos Modais — g

NG |1(0.0,0.0,0.0) -

Fx(kN)= |0.0 Mx (kN.cm}= |0.0
Fy (kN)= |0.0 My (kN.cm}= |0.0
Fz(kN)}= |0.0 Mz (kN.cm)= |0.0

Sisterna de eixos globais

Fonte: Do autor (2019).

Os carregamentos distribuidos também sdo aplicados no Ftufla segundo o sistema de
eixos da estrutura. A unidade para esse tipo de carregamento é kN /cm. Esses carregamentos,
que sdo aplicados as barras, sdo transformados em carregamentos nodais equivalentes pelo
software. Na Figura 3.8 ¢ ilustrada a janela de aplicagdo de carregamentos distribuidos no

programa.

Figura 3.8 — Janela de aplicacdo de carregamentos distribuidos no Ftufla.

| £ Carregarmentos Distribuidos — >

Barra: 1(0.0,0.0,0.0) (100.0, 0.0, 0.0) v |

qx (KN/cm) = 0.0 |
qy (KN/cm) = 0.0 |
qz (kN/cm) = 0.0 |

Sistema de eixos globais Aplicar

Fonte: Do autor (2019).
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Eventualmente, pode ser necessaria a remocdo de alguma barra da estrutura,
removendo, também, os carregamentos a ela aplicados. A remoc¢do de uma barra também
pode implicar na remocdo de nos e, consequentemente, de condi¢gdes de contorno impostas

nesses nds. A remocao de barras pode ser efetuada no Ftufla, como é ilustrado na Figura 3.9.

Figura 3.9 — Janela de remocéo de barra no Ftufla.

[£:| Remaower Barra — et
Barra: |1(0.0,0.0,0.0) (100.0, 0.0, 0.0) |1r|
A{cm2)= 400 J{cmd)= 1991.0
[z {cmd)= 433.0 E(GPa)= 195.0
ly fcmd)= 4330 v= 03

Remover

Fonte: Do autor (2019).

Terminada a entrada de dados, da-se inicio a constru¢do do sistema de equagdes
lineares da Equacdo (2.1). A matriz [K], quadrada, e os vetores {D} e {F} apresentam

tamanhos n segundo a Equacgéo (3.2).

n =N 6 (3.2)

em que n,ss € 0 nimero de nos da estrutura e o valor 6 representa 0 nimero de graus de
liberdade por no. Portanto, n € o numero de graus de liberdade da estrutura.

A matriz [K] é montada no Ftufla por barras. O processo ¢ exemplificado com o
portico plano da Figura 3.10, que esta solto no espaco (sem apoios). Primeiramente, 0s nos da
estrutura sdo enumerados, seguindo a ordem de insercdo das barras e iniciando-se pelo né i.
Os nameros dos nos sdo associados as submatrizes das matrizes [k] das barras, como
ilustrado na Figura 3.11. Dessa forma, os coeficientes de rigidez das barras sdo somados em

suas posicdes correspondentes na matriz [K] (FIGURA 3.12).
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Figura 3.10 - Enumeracéo das barras, que apresentam orientacGes definidas, e dos nos da
estrutura.

f ® ?

(=]
[N

Fonte: Do autor (2019).

Figura 3.11 - Matrizes [k] das barras do pértico da Figura 3.10.

1 2 3 4 2 4
1| ki) [k 3| [kA] [k7] 2 | [k3] [ki]
[k'] = [k?] = [k3] =
2 | [Ki] [k5] 4 | k7] [k 4| [k7] [k

Fonte: Do autor (2019).

Figura 3.12 - Matriz [K] do portico da Figura 3.10.

1 2 3 4
1 [kii] [Keij] 0 0
K= 2 (il [k ]+ [ 0 [K3]
3 0 0 [kZ] [K]
4 0 [ K] 71+ k]

Fonte: Do autor (2019).

As forcas externas nodais sdo somadas diretamente no vetor {F}, conforme
recomendado por Weaver Jr. e Gere (1990). As forcas equivalentes nodais, provenientes de
carregamentos distribuidos nas barras, sdo acrescidas em {F}, conforme a Equacéo (2.17).

A consideracdo dos apoios € feita apds a construcdo do sistema linear da Equacédo

(2.1), que consiste na eliminacdo dos graus de liberdade fixos do sistema. A matriz [K}],
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quadrada, e os vetores {D;} e {F;} da Equacdo (2.18) apresentam tamanhos n; segundo a
Equacdo (3.3).

np =N — Ngy fixos (3.3)

eM que Mg fixes € O NUMero de graus de liberdade fixos, definido pela gquantidade de
componentes de deslocamentos e rotacdes fixadas pelos apoios da estrutura.

Portanto, os termos correspondentes aos graus de liberdade livres de [K] e {F} sdo
copiados para [K;;] e {F;}, respectivamente, e o sistema da Equacdo (2.18) é resolvido através
das Equac0es (2.20) e (2.21), respectivamente.

O vetor {D,}, depois de calculado, ¢ inserido no vetor {D}, e seus demais termos, isto
é, cujos graus de liberdade estdo fixos, recebem o valor de zero, pois ndo sdo admitidos
recalques de apoio no Ftufla. Esse processo é exemplificado na Figura 3.13, que é o portico da
Figura 3.10 sob a acdo de um carregamento qualquer no plano XY e com apoios definidos. Os

deslocamentos nulos estdo omitidos.

Figura 3.13 — Deslocamentos nodais da estrutura.

D14 D20
giitti ittty oo 2 P o,
L@ AP s ® f
Dig Dys
@ ® D @
Y
Tx vl o

Fonte: Do autor (2019).

A saida de dados do Ftufla s&o os esforgos internos nos nés das barras e as reagdes de
apoio. Portanto, se faz necessario, primeiramente, o preenchimento dos vetores {d} de todas
as barras, que é feito correspondendo-se 0s n6s com o0s nos da estrutura. Na Figura 3.14 ¢

exemplificado esse processo para os deslocamentos nodais da Figura 3.13.
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Figura 3.14 — Associacgdo dos deslocamentos nodais das barras com os deslocamentos nodais
da estrutura da Figura 3.13.

dy =Dy, ds = Do
d; =Dy3 /\T T\\‘ d; = Do
\ @ 4
dg = Dyg di = Dy
dg =D
dg = Di4 o
d7:D13'—:“'“>d12:D18 d7 = Dio '—;““__>d12:D24
® )
Y
LX 7T Vo

Fonte: Do autor (2019).

Por fim, séo calculados os vetores {f} e {f’} das barras, através das Equacdes (2.22) e
(2.23), respectivamente. O vetor {f} é utilizado para calcular as reacGes de apoio, cujos
sentidos positivos das componentes sdo 0s sentidos positivos dos eixos da estrutura. O método
utilizado para calcular as reagdes de apoio no Ftufla é o recomendado por Martha (2017) (ver
Figura 3.15). Nesse exemplo, 0 n6 do apoio corresponde apenas ao n6 de uma barra, portanto
as componentes de reacdo do apoio sdo iguais as componentes de {f} referentes ao n6. No

caso de o nd restringido ser comum a mais de uma barra, as componentes sdo somadas.

Figura 3.15 - Determinacao das reagdes de apoio.

@ ®

LX Fl=fi= L) M2 =1, P =fie b M2 =1,

Fonte: Do autor (2019).
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Os esforgos internos nas extremidades das barras (vetor {f’}) apresentam sentidos
positivos conforme a Figura 2.3. No entanto, com a finalidade de facilitar o desenho dos
diagramas de esforcos internos, o Ftufla exprime {f’} com a convencdo de sinais da Figura
3.16.

Figura 3.16 - Convencao de sinais de esforcos internos no Ftufla.
* M, *MY
T N - ] N T

- = i

A, A
A /.

Z

Fonte: Do autor (2019).

O Ftufla ndo determina os esforcos internos em secGes das barras entre 0s nos.
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4  RESULTADOS E DISCUSSOES

A fim de validar o funcionamento do Ftufla, foram efetuadas analises de cinco
estruturas, comparando os resultados (esforgos internos nas extremidades das barras e reacoes
de apoio) com software MASTAN2®. Para os esforcos internos, as respostas de ambos os
programas foram dispostas em diagramas:

DEN - diagrama de esforco normal (N);

DEC-Y — diagrama de esforco cortante no eixo y’ (1,);

DEC-Z — diagrama de esforco cortante no eixo z' (V,);

DMT - diagrama de momento torcor (T);

DMF-Y — diagrama de momento fletor segundo o eixo y' (M,); e
DMF-Z — diagrama de momento fletor segundo o eixo z' (M,).

Os valores apresentados nos diagramas terdo a cor preta para o Ftufla e a cor cinza
para 0 MASTAN2®.

A saida de dados textual do Ftufla para todos os exemplos esta apresentada no Anexo

4.1 Exemplo1l

A primeira estrutura analisada foi o pilar em balanco da Figura 4.2 cuja secao
transversal estd ilustrada na Figura 4.1. Seu n6 inicial € o nd 1, onde ha a vinculacéo externa,
e 0 no final, 0 n6 2. O nd livre (né 2) esta submetido a uma forca Fy = 15 kN e a um
momento M, = 2500 kN.cm. As propriedades geométricas e do material da barra sdo:
A =600 cm?, I, = 45000 cm?, I, = 20000 cm*, ] = 81660 cm*, E =200GPa e v =
0,3.

Figura 4.1 - Secdo transversal da barra do Exemplo 1.
Y’

S0 cm

—_—
20 cm
Fonte: Do autor (2019).
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Figura 4.2 — Estrutura do Exemplo 1.

N
-1 Mz =2500 kN.cm
2
Fx =15 kN
£
(&)
o
re)
o
1 X
Y o

Fonte: Do autor (2019).

Os resultados das analises nos dois softwares estdo dispostos nos diagramas das
Figuras 4.3 (DEC-Y) e 4.4 (DMF-Z). Neste exemplo ndo ha esforcos normais e 0s demais

diagramas ndo se aplicam a problemas planares, portanto ndo serdo apresentados.

Figura 4.3 — DEC-Y da estrutura do Exemplo 1. Valores em kN.

Y Ftufla
MASTANZ2
15,000
15,000
15,000 X
15,000

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 4.4 — DMF-Z da estrutura do Exemplo 1. VValores em kN.cm.

Y Ftufla
MASTAN2
2500,000
2500,000
-1250,000 X
-1250,000 L},

Fonte: Do autor (2019).

Observa-se que os resultados dos programas foram idénticos. Por conseguinte, as

reacGes de apoio também foram iguais, a saber: FX = —15 kN e M? = 1250 kN.cm.

4.2 Exemplo 2

A estrutura do Exemplo 2 é o pértico plano mostrado na Figura 4.6, que é formado
pelas barras cujas se¢des transversais estdo ilustradas na Figura 4.5. As coordenadas das
barras componentes do portico estdo indicadas na Tabela 4.1, e as propriedades das mesmas,
na Tabela 4.2. A ligacdo do poértico com o meio externo é feita através dos nés 1 e 4: o
primeiro € um engaste, o segundo, um apoio do segundo género. As solicitacdes externas sao
compostas por uma forc¢a distribuida gy = —0,5 kN /cm atuando sobre viga (barra 2), e uma

forca distribuida gy = —0,3 kN /cm atuando na barra 3.

Figura 4.5 - Sec¢0es transversais a) das barras 1 e 3 e b) da barra 2 da estrutura do Exemplo 2.

Y Y
z 5 z &
o o
M
20 ¢cm
7 7 20 cm

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 4.6 - Estrutura do Exemplo 2.

\ gy = 0,5 kN/em

2 -

@ 3 -_
-_ =
8
E -_ E

Q

s |@ ®| <3
o = 1l
>
= ©

-_
'] 300 cm 4 X

|
W

Fonte: Do autor (2019).

Tabela 4.1 - Barras da estrutura do Exemplo 2.

BARRA NO INICIAL NO FINAL
NUmero \ Coordenadas (cm) | NUumero \ Coordenadas (cm)
1 1 (0,0,0) 2 (0, 200, 0)
2 2 (0, 200, 0) 3 (300, 200, 0)
3 3 (300, 200, 0) 4 (300, 0, 0)
Fonte: Do autor (2019).
Tabela 4.2 - Propriedades das barras do Exemplo 2.
A 1, I E
BARRAG) | (em?) | em® | (cm (cr]n4) GPa) | V¥
2 600 45000 20000 81660 200 0,3
le3 400 13333 13333 22533 200 0,3

Fonte: Do autor (2019).

O DEN, DEC-Y e DMF-Z estdo mostrados nas Figuras 4.7, 4.8 e 4.9, respectivamente,
e assim como o Exemplo 1, os demais diagramas ndo se aplicam. Os valores das reacdes de

apoio estdo comparados na Tabela 4.3.



Figura 4.7 - DEN da estrutura do Exemplo 2. Valores em kN.

Y Ftufla
MASTANZ2
-35,714 -35,714
-35,710 -83,727 66,273 -35,710
-83,730 66,270
-83,727 -66,273
-83,730 -66.270 X
s

Fonte: Do autor (2019).

Figura 4.8 — DEC-Y da estrutura do Exemplo 2. Valores em kN.
Y

Ftufla
MASTAN2
83,727
83,730
35,714
35710
35714
-35710
-66,273
-66.270
]
1
24 286
35714 :
-35.710 24,290 X
Sy

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 4.9 — DMF-Z da estrutura do Exemplo 2. VValores em kN.cm.

Y
-3760,975 Ftufla
-3761.000 MASTAN2
1142,846
-1143,000
-3760,975 )
-3761,000 11 11 25,’8‘58
1
3381,870
3382.000 X
VA

Fonte: Do autor (2019).

Tabela 4.3 - Reacdes de apoio da estrutura do Exemplo 2.
FX F¥Y m?

(kN) (KN) (kKN.cm)

Ftufla 35,714 83,727 -3381,870

MASTAN2® 35710 83,730 -3382,000

Ftufla 24,286 66,273 0,000

MASTAN2® 24,290 66,270 0,000
Fonte: Do autor (2019).

N6 | Programa

Os resultados do Ftufla convergiram com as respostas do MASTAN2®. Alguns valores
apresentaram diferencas de menos de uma unidade, e que ndo séo significativas. Os resultados
dos programas para a barra 3 no DEC-Y (FIGURA 4.8) e no DMF-Z (FIGURA 4.9)
apresentaram sinais contrarios, o que é consequéncia da orientacdo dos eixos de barras
verticais: no Ftufla, a orientacdo é feita conforme a Figura 2.9, que depende da escolha dos
nés inicial e final; no MASTAN2®, o né inicial é tomado sempre abaixo do né final, isto é,
com Y; < Y;. Neste exemplo, a barra 3 foi inserida com Y; > Y; em ambos os programas,
invertendo os sinais das forcas e dos momentos cujos vetores sdo transversais ao eixo da

barra. Caso a barra fosse inserida no Ftufla com Y; < Y;, os sinais desses esforgos seriam
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idénticos aos sinais dos resultados do MASTAN2®. Apesar disso, essa diferenca de orientacdo

implica somente nos sinais dos valores; o desenho do diagrama néo é alterado.

4.3 Exemplo 3

O Exemplo 3 consiste na andlise do pértico espacial da Figura 4.10, que é formado
pelas barras descritas na Tabela 4.4 cujas secOes transversais estdo ilustradas na Figura 4.11;
as propriedades das mesmas estdo descritas na Tabela 4.5. A estrutura esta apoiada pelos nds
1 e 6, que fixam deslocamentos e rotagdes em relacdo a todos os eixos. A unido das barras 2 e
3 formam uma Unica barra, pois 0 n6 3 é apenas um ponto de aplicacdo da forca Fy = 25 kN.

A outra solicitacdo externa é o carregamento gy = —0,15 kN /cm na barra 4.

Figura 4.10 - Estrutura do Exemplo 3.

N
5
|
| 5
| =
| ©)
@ |
| @';)d?” 3000m 3
1 ’@Q'&
Ve

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 4.11 - Sec0es transversais a) das barras 1 e 5 e b) das barras 2, 3 e 4 da estrutura do

Exemplo 3.
Dy b) A
z g Z 5
| R | 2
50 cm 20 em

Fonte: Do autor (2019).

Tabela 4.4 - Barras da estrutura do Exemplo 3.

BARRA NO INICIAL NO FINAL
NUmero \ Coordenadas (cm) | Numero \ Coordenadas (cm)
1 1 (0, 0, 200) 2 (0, 300, 200)
2 2 (0, 300, 200) 3 (100, 300, 0)
3 3 (100, 300, 0) 4 (0, 300, 0)
4 4 (0, 300, 0) 5 (300, 300, 0)
5 5 (300, 300, 0) 6 (300, 0, 0)
Fonte: Do autor (2019).
Tabela 4.5 - Propriedades das barras do Exemplo 3.
A 1, I E
BARRA (S) (cm? | (cm% (cnﬁ“) (Cg”lﬂ') (GPa) 4
leb 900 67500 67500 114075 200 0,3
2,3e4 800 106667 26667 605867 200 0,3

Fonte: Do autor (2019).

Os valores das reagdes de apoio estdo comparados na Tabela 4.6. Nas Figuras 4.12,
4.13 e 4.14 estdo ilustrados os diagramas de forcas internas: DEN, DEC-Y e DEC-Z,
respectivamente. Os diagramas de momentos internos, DMT, DMF-Y e DMF-Z, estéo

ilustrados nas Figuras 4.15, 4.16 e 4.17, respectivamente.



Tabela 4.6 - Reacdes de apoio da estrutura do Exemplo 3.

o1

X Y zZ X Y Z
N6 | Programa (EN) (lfN) (IfN) (kII\lI/I.cm) (klilw.cm) (kl\nI/{cm)
Ftufla  -10,207 8,250  -1,899 553,465 54,725 1566,030
! MASTAN2® 109210 8,250  -1,899 533,500 54,730 1566,000
Ftufla  -14,793 36,750 1,899 1096,528 56,500 1658,959
° MASTAN2® 14700 36,750 1,899 1097,000 56,500 1659,000

Fonte: Do autor (2019).

Figura 4.12 - DEN da estrutura do Exemplo 3. VValores em kN.
Y

-1,899
_1 .899 '14:?93

-14,790

71-8,250

-1,899
-8,250

-1,899

-8,250
-8,250

-36,750
-36,750

36,750 | . o
-36,750

Fonte: Do autor (2019).

Ftufla
MASTANZ2




Figura 4.13 — DEC-Y da estrutura do Exemplo 3. VValores em kN.

Y
8,250 = 8,250
8,250 _~._8,250 Ftufla
MASTAN2
8,250 [ 14,793
8,250 14,790
10,207 [
10,210 36,750
-36,750
14,793
-14.790
Wl rranss
10,207
10,210
Wrrrd
Z
Fonte: Do autor (2019).
Figura 4.14 — DEC-Z da estrutura do Exemplo 3. Valores em kN.
Y
Ftufla
-1,899 MASTAN2
1,899
-1,899
410,207 1899
-1,899
10,207 -1,699
10,210
-1,899
1,899
-1,899
-1,899
-1,899 H X
1,899
Vs
Z

Fonte: Do autor (2019).

52
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Figura 4.15 - DMT da estrutura do Exemplo 3. VValores em kN.cm.

Y Ftufla

526723
526723 MASTAN2

526,723
526,700

-1496,102
-1496,000 56,500
54725 -56,500
-54.730
-1496,102
-1496.000
-56,500
-56.500
54725 X
-54,730 77
Presrs

Fonte: Do autor (2019).

Figura 4.16 — DMF-Y da estrutura do Exemplo 3. VValores em kN.cm.

Y
-513,304 Ftufia
-513,300 MASTAN2
-513,304
-513,300
56,500
56,500

54,725 965,985 220723
-54, , -526,700
-54.730 966,000
1123,269
1124,000
1 X
1096,528
-1096,000
T
553,465
z 553,500

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 4.17 — DMF-Z da estrutura do Exemplo 3. Valores em kN.cm.

\ -2778,910
-2779.000 Fiufla
MASTAN2
526,723 1496,102
1123269 , ‘
1123000 526,700' 1496,000 %;8182)8
1496,102
1496.000
1658,959
-1659,000
X
-1566,030
-1566.000
s
V4

Fonte: Do autor (2019).

Os resultados dos dois programas convergiram em todos os diagramas. Os valores do
Ftufla no DEC-Z (FIGURA 4.14) apresentaram sinais contrérios dos valores do MASTAN2®
em todas as barras, exceto na barra 5, que esta orientada na vertical. Essa desigualdade de
sinais é ocasionada pela diferenca de convencdo de sinais de V, adotadas pelos softwares.
Ainda, os sinais dos esforcos na Ultima barra foram diferentes para ambos 0s programas no
DEC-Y (FIGURA 4.13), DMF-Y (FIGURA 4.16) e DMF-Z (FIGURA 4.17). A barra 5 foi
inserida com Y; <'Y;, e essa discordancia de sinais € efeito da orientagdo de seus eixos, que €
considerada de formas diferentes pelos programas, como discutido no Exemplo 2.

Além disso, a excecdo das Figuras 4.14 (DEC-Z) e 4.16 (DMF-Y), o nd 3 foi omitido,
representando as barras 2 e 3 como uma Unica barra, pois houve linearidade na variagdo dos

esforcos ou eles permaneceram constantes ao longo da barra 2-3.
4.4 Exemplo 4
O Exemplo 4 esta ilustrado na Figura 4.18, que é um pdrtico com um pilar inclinado e

que esta fora do plano que contém as demais barras. Suas barras estdo descritas na Tabela 4.7,

cujas secdes transversais estdo ilustradas na Figura 4.19; as propriedades das mesmas estdo
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apresentadas na Tabela 4.8. A estrutura esta vinculada externamente por meio dos nés 1 e 5: 0
primeiro fixa todos os deslocamentos e rotagdes, 0 segundo, apenas 0s deslocamentos. As
solicitacBes externas sdo compostas de uma forca F, = —15 kN, aplicada no n6 3, e de uma
forca F, = —15 kN, aplicada no né 4. O n6 3 é apenas um ponto para aplicacdo da forca.

Portanto, as barras 2 e 3 formam uma Unica barra.

Figura 4.18 - Estrutura do Exemplo 4.

Fy =15kN

Fonte: Do autor (2019).

Figura 4.19 - Sec0es transversais a) das barras 1, 2 e 3 e b) da barra 4 da estrutura do

Exemplo 4.
) ) 4
z 5 z &
: = -
20 cm 30 cm

Fonte: Do autor (2019).



Tabela 4.7 - Barras da estrutura do Exemplo 4.

BARRA NO INICIAL NO FINAL
NUmero \ Coordenadas (cm) | NUumero \ Coordenadas (cm)
1 1 (0, 0, 100) 2 (0, 300, 0)
2 2 (0, 300, 0) 3 (150, 300, 0)
3 3 (150, 300, 0) 4 (300, 300, 0)
4 4 (300, 300, 0) 5 (300, 0, 0)
Fonte: Do autor (2019).
Tabela 4.8 - Propriedades das barras do Exemplo 4.
A I | E
BARRA (S) (cm?) (cnﬁ“) (crﬁ“) (Cé‘l) (GPa) v
1,2e3 600 45000 20000 81660 200 0,3
4 900 67500 67500 114075 200 0,3

Fonte: Do autor (2019).

Os diagramas de forcas internas, DEN, DEC-Y e DEC-Z, estdo mostrados nas Figuras

4.20, 4.21 e 4.22, respectivamente, e os diagramas de momentos internos, DMT, DMF-Y e

DMF-Z, nas Figuras 4.23, 4.24 e 4.25, respectivamente. Na Tabela 4.9 estdo apresentadas as

reacOes apoio obtidas em ambos os softwares.

Figura 4.20 - DEN da estrutura do Exemplo 4. VValores em kN.
Y

Ftufla
MASTANZ2

Fonte: Do autor (2019).



Figura 4.21 — DEC-Y da estrutura do Exemplo 4. Unidades em kN.

Y

7,321

7,321 7,321
7,321

Fonte: Do autor (2019).

Ftufla
MASTAN2

0,577
-0.577

0,577
-0,577

Figura 4.22 — DEC-Z da estrutura do Exemplo 4. Valores em kN.

Y

7,590

Fonte: Do autor (2019).

Ftufla
MASTAN2

7,410
7410

7410
7.410
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Figura 4.23 - DMT da estrutura do Exemplo 4. VValores em kN.cm.
Y

Ftufla
MASTANZ2

2196,072
2196,000

-2222,950
-2223,000

-2222,950
-2223,000

2196,072
2196,000

z

Fonte: Do autor (2019).

Figura 4.24 — DMF-Y da estrutura do Exemplo 4. Valores em kN.cm.

Y Ftufla
MASTAN2
2227050
2227,000
-2222.950
2223,000
X
788,483 e
VA 788,500

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 4.25 — DMF-Z da estrutura do Exemplo 4. Valores em kN.cm.

Y Ftufla
MASTANZ2

-113,439

2222950 113400

-2223,000

-167,001
-167,000

-167,001
167,000
5232146 X
5232000 A

z

Fonte: Do autor (2019).

Tabela 4.9 - Reacdes de apoio da estrutura do Exemplo 4.
FX FY FZ MX MY MZ
(KN) (kN) (kN) (kN.cm) | (kN.cm) | (kN.cm)

Ftufla 0,557 7,321 7590 5232146 -2332,717  -53,562
MASTAN2® 0,557 7,321 7,590 5232,000 -2333,000 -53,560

N6 | Programa

Ftufla -0,557 7,679 7,410 0,000 0,000 0,000
®
MASTANZ 0557 7679 7410 0000 0000 0,000
Fonte: Do autor (2019).

Os resultados dos softwares também convergiram para este exemplo. Novamente,
alguns valores apresentaram diferengas néo significativas.

Devido a convengdo de sinais diferentes dos dois programas para V,, os valores desse
esforgo tiveram sinais contrarios em todas as barras, exceto na barra 4, que esta orientada na
vertical (ver Figura 4.22). Ela também apresentou sinais contrérios para os resultados dos
programas para V;, (FIGURA 4.21), M,, (FIGURA 4.24) e M, (FIGURA 4.25). A barra 4 foi
inserida com Y; < V;, e assim como nas barras inseridas da mesma forma nos Exemplos 2 e
3, 0s valores das forgas e momentos cujos vetores sdo transversais ao eixo da barra tiveram

sinais invertidos.
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O né 3 foi ocultado dos diagramas, exceto no DEC-Y (FIGURA 4.21) e no DMF-Z
(FIGURA 4.25). O motivo foi 0 mesmo do Exemplo 3.

45 Exemplo5

O ultimo exemplo é o portico da Figura 4.26, que é formado pelas barras cujas se¢des
transversais estdo ilustradas na Figura 4.27. As descricdes das barras e de suas propriedades
estdo apresentadas nas Tabelas 4.10 e 4.11, respectivamente. O carregamento da estrutura é
constituido de uma forca nodal F, = —30 kN aplicada no n6 3 e de uma forca distribuida
qy = —0,2 kN /cm aplicada a barra 5. Os n6s 1 e 4 definem os apoios, onde se tem a

restricdo de todos os deslocamentos e rotacdes.

Figura 4.26 - Estrutura do Exemplo 5.

@
3
Fy= 3ty ®
@
@ 1

//JZ?/’/_'
, K

al -~

e

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 4.27 - Sec0Oes transversais a) das barras 1 e 3 e b) das barras 2, 4, 5 e 6 da estrutura do

Exemplo 5.
y' .
a) b) W
z 5 z' 5
h o h o
< v
20 cm
20 cm
—

Fonte: Do autor (2019).

Tabela 4.10 - Barras da estrutura do Exemplo 5.

BARRA NO INICIAL NO FINAL
NUmero \ Coordenadas (cm) | NUumero \ Coordenadas (cm)
1 1 (0,0,0) 2 (0, 300, 0)
2 2 (0, 300, 0) 3 (0, 300, 200)
3 3 (0, 300, 200) 4 (0, 0, 200)
4 2 (0, 300, 0) 5 (200, 300, 0)
5 5 (200, 300, 0) 6 (200, 300, 200)
6 6 (200, 300, 200) 3 (0, 300, 200)
Fonte: Do autor (2019).
Tabela 4.11 - Propriedades das barras do Exemplo 5.
A 1, I E
BARRA (S) (cm?) | (cm% (crﬁ“) (Cé“) (GPa) v
le3 800 106667 26667 605867 200 0,3
2,4,5e6 600 45000 20000 81660 200 0,3

Fonte: Do autor (2019).

O DEN, DEC-Y e DEC-Z estdo ilustrados nas Figuras 4.28, 4.29 e 4.30,
respectivamente. Os diagramas de momentos: DMT, DMF-Y e DMF-Z estdo apresentados
nas Figuras 4.31, 4.32 e 4.33, respetivamente. Para as reacOes de apoio, a comparacdo dos

valores esta na Tabela 4.12.



Figura 4.28 - DEN da estrutura do Exemplo 5. VValores em kN.
Y

Ftufla
MASTAN2

-0,053 | -0.030
-(,053

-41,120
A 41,120

1,120
1,120

Fonte: Do autor (2019).

Figura 4.29 - DEC-Y da estrutura do Exemplo 5. VValores em kN.

Fiufla Y

MASTAN2

19,900

21,225
21,220

0424 ||
'1 8780 _1 8,??5
-18,780
-0,424
-0424
Vrrris
X
0424
777 0,424

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 4.30 - DEC-Z da estrutura do Exemplo 5. VValores em kN.

Ftufia Y
MASTAN2
ogpq 0030
-0, -0,030
0.371 0,030
/0
037 15,311 0,053
: -15,310)
14,689 mﬁ
-14,690 0,030 -4030 8_’8233
030
77
X
15,311
-15,310
-14,689
/77/ 14,690

z

Fonte: Do autor (2019).

Figura 4.31 - DMT da estrutura do Exemplo 5. Valores em kN.cm.

Ftufla Y
MASTAN2 272,577
272,600 272,577
272,600
43,126
43130
43126 89,347
43130 89,350
45431 “\
45430]] _ g
2038
i -27,658
-27,660
-39,403
-39,400
Vs
X
A 45,431
z 45,430

Fonte: Do autor (2019).



Figura 4.32 - DMF-Y da estrutura do Exemplo 5. VValores em kN.cm.

Ftufla Y
MASTAN2
-2175,692
-2176,000
-37.904 -1.499
-37,900 1499 7,572
7,572
36,352 7,572
36,350 -7,572
-2048,232 3.006
2048.000 3,006 3.006
3,006
7
X
2417 639
2418.000
2358437
-2358,000( 7~
z

Fonte: Do autor (2019).

Figura 4.33 - DMF-Z da estrutura do Exemplo 5. Valores em kN.cm.

Y
Ftufla -4155,571
MASTAN2 -1903.113 [~2156.000
-1903.000
4112446
4112.,000
-3844 429
-3844.000
272,577
-272,600
3887,554
-3888,000 [ T
2076890 | -27 658
2076,000 -27,660
-3985,195
-3985,000“H7”” “
4014,805
-4015,000 —— L
z

Fonte: Do autor (2019).
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Tabela 4.12 - Rea¢6es de apoio da estrutura do Exemplo 5.

65

N6 | Programa (EI)\(I) (lfI:I) (Iflil) (kI\AI/I.c):(m) (klilw.:m) (krilvim)
. Ftufla 0424 41,120 15311 2417,639 39,403 3985,195
MASTAN2® 0,424 41120 15310 2418,000 39,400 3985,000

4 MAST;t:Il‘Zlg 0424 -1120 14,689 2359,437 45431 4014,805
0424 -1,120 14690 2358,000 45430 4015,000

Fonte: Do autor (2019).

Os resultados para este exemplo dos dois softwares também convergiram. Como nos

outros casos, alguns esforcos do Ftufla apresentaram diferencas ndo significativas quando

comparados com os resultados MASTAN2®.

Assim como nos outros exemplos, a barra inseria com Y; < 'Y; (barra 3) apresentou

sinais contrarios para os valores dos dois programas para V,, (FIGURA 4.29), M,, (FIGURA
4.32) e M, (FIGURA 4.33). Para V, (FIGURA 4.30), foi observado, novamente, que a

convencdo de sinais para esse esforco ndo é a mesma para ambos os softwares.
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5  CONSIDERACOES FINAIS
5.1 Conclusotes

O presente trabalho apresentou a formulagdo matricial via método dos deslocamentos
para o desenvolvimento de um software de analise estrutural tridimensional para elementos
reticulados prismaticos. O programa desenvolvido recebeu o nome de Ftufla.

A validacdo do funcionamento do Ftufla foi feita através de cincos exemplos, cujos
resultados foram numericamente idénticos ou muito préximos quando comparados com 0s
resultados do MASTAN2®. As Unicas diferencas foram nos sinais dos valores para V, e para
barras verticais orientadas com o nd final abaixo do no inicial.

As diferencas de sinais de V, do Ftufla em relacdo ao MASTAN2® foram devidas &
convencao de sinais para esse esfor¢co, que ndo é a mesma nos programas. Ja em relacdo as
barras verticais, o Ftufla considera a posi¢do dos nos inicial e final, alterando a orientacéo dos
eixos do elemento conforme o modo que ele foi inserido, diferentemente do MASTAN2®, que
considera sempre que o no final esta acima do no inicial. Por isso, as barras dos exemplos que

foram inseridas com Y;

7 < Y; apresentaram valores com sinais invertidos para os dois

programas para os esfor¢os cujos vetores sdo transversais ao eixo do elemento.

Portanto, conclui-se que o Ftufla é uma ferramenta confidvel para analise linear
elastica de estruturas formadas por elementos reticulados e prismaticos 2D e 3D, visto que 0s
resultados de uma analise estrutural devem ser proximos para qualquer método ou software
utilizados, considerando erros residuais e de arredondamento no processo de célculo.

Além de resultados coerentes, o Ftufla dispGe de uma entrada de dados mais sucinta
que o MASTAN2® facilitando a modelagem de uma estrutura. Ainda, o software
desenvolvido neste trabalho ndo apresenta funcionamento sequencial, possibilitando fazer
alterac6es na modelagem antes ou depois da analise. No entanto, o Ftufla ndo apresenta uma

interface grafica que permita visualizagdo do modelo e dos resultados graficamente.

5.2 Sugestdes para melhoria do Ftufla

No desenvolvimento do Ftufla foram observados alguns aspectos que podem
melhorar, ndo s6 o programa, mas a interacdo com o usuario. Dessa forma, o codigo foi
desenvolvido a fim de permitir mais facilmente atualizagdes, como:

- uma interface gréfica que possibilite desenhar e visualizar o modelo estrutural e que

plote os diagramas de esforcos internos;
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- adicionar mais condicGes de carregamentos, como cargas térmicas e trapezoidais em
barras;

- permitir, na definicdo dos apoios, a fixacéo das rotacbes por eixos;

- obtencéo de esforgos internos em se¢des das barras entre os nds; e

- implementacdo de algoritmos para dimensionamento de elementos em concreto

armado, madeira e acgo.
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APENDICE A — Dedug&o dos coeficientes de rigidez de barra de portico espacial

Neste apéndice sera feita a deducdo dos coeficientes de rigidez expressos na Equacgéo
(2.2), que é a matriz de rigidez de barra de pértico espacial. Os sentidos positivos das forcas,

momentos e deslocamentos sdo conforme a Figura 2.2. A deducdo sera feita por colunas.

A.1-Colunal

o) k' 4

:E-—' -

R A
(1) kll'l , E'A
ET= A .’.k1’1=—

Fazendo-se o equilibrio de forgas horizontais, tem-se:

, E-A , :
ZFxIZO - k,1,1+k7,1:0 - T +k7’1:0 _',k7,1:__
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A.2 — Coluna 2

Seccionando-se a barra e fazendo-se o somatério de momentos em torno do eixo z’ no ponto

x, tem-se:

K22 V(x)
T T 2 MéC’ - M(.X) = _k’6,2 + k’2‘2 X

Equacdo da linha elastica:

2

d<é
E.IZ W—M(X)

Integrando-se a equacao da linha eldstica uma vez, tem-se a equacao para rotacao:

d?s , ,
EIZIW dx= J(_k 6,2 +k 2‘2'x)dx

ds ) . x?
) a=—k6,2'x+k2,2'—+C1

E-1, >

Integrando-se novamente a equacéo da linha elastica, tem-se a equacdo para a flecha:

ds ) . x?
E'szadXZ‘f _k6’2'x+k2’2'7+61 dx
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x? x3
E'IZ'6=_kl6'2'7+k12‘2'€+61'x+62
Condic0es de contorno:
1)
dé 0)2
B 0x=0 > EL-(0) =K Ok 2tCl  2C1=0
dx ' ’ 2
2)
,  ©@*  (0)°
§=1,x=0 - E-IZ-(1)=—k6,2-T+k2,2- ¢ +C1-(0)+C2 ~C2=E-I,
3)
ds , , @) : , L
a=0,x=L - E'Iz'(O)Z—ke,z'(L)+k2,2'T - k6,2:k2,2'§
4)
(L)? (L)°
5=0,X=L d E'IZ.(O)z_k,6,2.7+k,2,2.T+E IZ

Substituindo-se a equacédo da condicdo de contorno 3) na equac¢do da condicao de contorno 4),

tem-se:

o2 I , E-I,
O:_<k2,2-5)-?+k2,2.g+E.IZ -'-k2’2:12'L3

Substituindo-se k’, , = na equagéo da condigdo de contorno 3), tem-se:

E-IZ> L E-I,
2

ke = (12 ' L3 ke = e

Pelo equilibrio de forcas e momentos, tem-se:

E-I
Z Fyr =0 g k’2,2 + k,8,2 =0 - (12 . IE Z> —+ k,8,2 =0 k’8,2 =—-12-

E-I,
L3
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Z M;I = 0 - _k’6,2 + klz‘z - L - k’12‘2 = 0

A.3-Coluna 3

Seccionando-se a barra e fazendo-se o somatdrio de momentos em torno do eixo y’ no ponto

x, tem-se:

k' <~ i X ) M(x) ZM§' - M(x)=—k's3— K33 x
5,3

Equacdo da linha eléastica:

Equacdo para a rotacao:

d?s , ,
Elyfﬁ def(k 5’3+k3,3'x)dx



Equacdo para a flecha:

as , x?
y'a=k5‘3'x+k3‘3'_+61

ds ) , x?
E'nyadx=f k5’3'x+k3’3'7+C1 dx

E-I,-
Condicg0es de contorno:
1)
dé
azO,sz - E-I,-
2)
6=1L,x=0 - E-I,-
3)
dé
E=O,x=L - E-I
4)
6=0x=L - E-I,-

2 3

X X
6=k’5'3'7+k'3’3'z+C1'x+C2

(0)?
(0) =K's3-(0) + k'35 ——+C1 = C1=0
(1)=k’5,3-(02—)2+k’3,3-$+62 ~C2=E-I,
1(0) = k'3 (L) + k'35 (LZ—)Z - Ksa= —k'3'23 =
(0) =k'ss" (LZ)Z + K33 -% +E-I,

73

Substituindo-se a equacédo da condicdo de contorno 3) na equacédo da condicdo de contorno 4),

tem-se:

k'sz-L
0=——=
-5

)._

I A E-I,
+k3’3'_

=+ E-l,

O k’3,3 - 12 :

2
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Substituindo-se k5 3 na equagdo da condicédo de contorno 3), tem-se:

E-1y>_£ E-I,
2

k'sz=— (12 R “k'sg=—6"

Pelo equilibrio de forcas e momentos, tem-se:

E-1I

E-1, y
Z F'Z/ = 0 - k,3‘3 + k’9‘3 = 0 i (12 T) + k,9‘3 = 0 o k’9‘3 = _12 " L3
ZMJJ/" =0 - _kIS.B - k’3.3 L — k’11,3 =0
E-I E-I E-I
- <_6' 12 y) B (12 I3 y) L—k'13=0 “ k113 = 6" Lzy
A.4 —Coluna 4
y!
L VP! ' J K’
X = ﬁ | P 10,4
—— N %—-D-
P=1
Pela equacdo do angulo de tor¢cdo no regime elastico, tem-se:
k’4,4 "L k'4,4 "L , G-J
¢ = G-J - D= G-J '.'k4,4-=T
Pelo equilibrio de momentos, tem-se:
! ! G .-] 12 12 G .]
ZMX,=O - k'ystk'iosa=0 - (T)+k10,4=0 "'k10,4=_T
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A.5-Colunabs

Seccionando-se a barra e fazendo-se o somatério de momentos em torno do eixo y’ no ponto

x, tem-se:

| Z My, - M(x)=—k'ss— k35 x

ol - <y o
ik'&s i V(x)

Equacéo da linha eléstica:

2

d2s
E.I, — = M(x)

y dx?
Equacéo para a rotacao:
d26 ! !
Elij dx = f(—k 5,5—k3’5'x)dx
ds ) , x?
E'Iy' a:_k 5,5'x_k3,5'7+61

Equacéo para a flecha:

ds ) , x?
Elyfadx:f _k5’5'x_k3’5'7+61 dx



x? x3
E'Iy'6=_k,5’5'7_k,3’5'?+C1'x+62
Condicgoes de contorno:
1)
ds , , (0)?
a=1,x=0 i E'Iy'(l)— k55 (0) k35 T+C1
2)
02 3
§=0x=0 - E-I,-(0)=—k'ss" (2) — k'35 () —+(E-1,)-(0) + C2
3)
dé , , @2
a=0,x=L i Ely(0)=—k5’5(L)—k3'5T+E1y
’ —kl3'5'L Ely
k5’5— 2 + L
4):
LZ 3
6=0,x=L d Ely(0)=— ,55 Q_k’35 Q"‘(E y)(L)

2

#Cl=E-I,
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~C2=0

Substituindo-se a equacédo da condicdo de contorno 3) na equacédo da condicao de contorno 4),

tem-se:

—k'se L E-L)\ I2 I3
0=_< + y) __k,35 +EI - L -'-k,3’5=_

2 L 2 6 Y

Substituindo-se k5 5 na equagdo da condicédo de contorno 3), tem-se:

E-ly L E-L E-1L
k'ss__<_6 ) 2771 ~k'ss =4
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Pelo equilibrio de forcas e momentos, tem-se:

E-1 E-1
7 y) +k'os=0 ~klgs =6 Lzy

YE=0 o Kys+kes=0 - (-6

Z MSJ" =0 - —klss—kizs'L—k';35=0

E-1 E-1 E-1
_(4 y) B (_6 Lzy) L—k'115=0 “k'y1s =2 -

L L

A.6 — Coluna 6

1

Seccionando-se a barra e fazendo-se o somatorio de momentos em torno do eixo z’ no ponto

x, tem-se:

Z Mé([ i M(x) = _k,6,6 + k,2,6 X

Equacdo da linha eléastica:

d*s
E.IZ P = M(X)
Equacdo para a rotacao:
ds x?
E.IZ. - = _k,6‘6'x+k,2‘6'_+61

dx
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Equacéo para a flecha:

XZ 3

X
E'IZ'6:_k’6,6'7+k,2‘6'?+C1'x+C2

Condicoes de contorno:

1)
ds : , (07
a=1,x=0 s E.Izl(l)z_k6,6.(0)+k2,6. +Cl -'-Cle'IZ
2)
(0)? (0)°
§=0x=0 - EL-(0)=—Kee o +kpe == +E L (0)+C2 -C2=0
3)
dé L)?
_=0,x=L - EIZ(0)=_k,66(L)+k126Q+EIZ
dx ' ’ 2
, _k’2’6'L EIZ
k6,6_ 2 + I
4)
(L)? (L)
5=0,X=L - EIZ(0)=_k,6,67+k,2,67+(EIZ)(L)

Substituindo-se a equacdo da condicdo de contorno 3) na equacdo da condicao de contorno 4),

tem-se:

k';e'L E-I;\ L? L3 E-I
O=_< 25 * LZ>.?+k,2,6'Z+E'IZ'L nklyg =61 —5

Substituindo-se k', ¢ na equagdo da condicéo de contorno 3), tem-se:

E-I,N L E-I E-I
. Z>.E ¥4 - k,6’6=4" LZ
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Pelo equilibrio de forcas e momentos, tem-se:

) ' E-1I, , . E-I
ZFy,ZO 4 k2,6+k8,6:0 4 (67)+k8,6:0 '.'k8,6:_6. L2
z M;’ = > —kigetk'yeL—k'i36=0
E-L E-IL , , E-1L
A.7-Coluna7
yl
(] kl 1 kl
/P X 17 NI J ( 7.7
= o —
=1
Pela lei de Hooke e pela equacédo da tensdo normal devida a uma carga axial, tem-se:
6 kl7 7 (1) k’7 7 E * A
E-—= E-—=—= k', = ——
L~ a L A 77
Fazendo-se o equilibrio de forcas horizontais, tem-se:
E-A E-A

Z F.X'/ = 0 g k,1'7 + k,7'7 == 0 i k’1,7 + T = 0 S k,1,7 = ——
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A.8 — Coluna 8

L, (_T'

Seccionando-se a barra e fazendo-se o somatorio de momentos em torno do eixo z’ no ponto

x, tem-se:

2 MéC’ - M(.X) = _k’6,8 + k’2,8 X

Equacdo da linha elastica:

2

d2s
E.l, — = M(x)

dx?

Equacéo para a rotacao:
ds ) , x?
E'IZ' a=—k 6’8'X+k2’3'7+61

Equacéo para a flecha:

x? x3

EIZ6 = _k,6,8'7+k’2,8'€+61'x+62

Condig0es de contorno:
1)
dé 0)2
i 0,x=0 - E-I,-(0)= —k’6,8-(0)+k’2,8-%+C1 ~C1=0
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2)

0)? 0)3
6=0,x=0 s E'IZ'(O)=_k,6'8'%+k’2‘8'%+cz ~C2=0
3)
dé , (AL N
= 0x=L > Bl (0)=—kKes () +kpp-—— = Kkgg= 228
4)

L)? L)3
§=1lx=L - E-IZ-(l)=—k'6,s'%+k’z,s-%

Substituindo-se a equacdo da condicdo de contorno 3) na equacdo da condicdo de contorno 4),

tem-se:

k,2’8'L L2 , L3 , E.IZ
E-l,=-\— '?-H‘z.s'g ~kipg=—12" L3

Substituindo-se k', g na equagdo da condicéo de contorno 3), tem-se:

, E-l,\ L , E-I,
Kos = (_12' JE >'§ “Keps==6"—73
Pelo equilibrio de forcas e momentos, tem-se:
1 I E- IZ 1
ZFyIZO g k2,8+k8,8:o i <_12 L3 >+k8,8:0
E-1I
nklgg=12" L3Z
z Mi’ - = —k'egt+kizg L —k';38=0

E-1, E-I, , , E-l,
_<_6 )"‘(—12 L3 )'L_k12'8=0 -’-k12’8=_6' L2



A.9-Coluna9
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v il,y

RN

J )k'ﬂﬁ

Seccionando-se a barra e fazendo-se o somatério de momentos em torno do eixo y’ no ponto

x, tem-se:

X ) M(x)
o

Equacdo da linha elastica:

d%s
E.Iy W =
Equacdo para a rotacao:
d%s
E - nyﬁ dx
dé
E-IL,-

Y dx

Equacdo para a flecha:

!
— k50 X

szfl - M(x)=-k'sg

—M(x)

= f(k’5,9 + k’3,9 ' x)dx

2

X
== k’5’9 'x+k,3’9 ?‘l‘ C].

x2
E I J._ dx—f(kls‘g'x+k’3’9'7+61>dx
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x? x3
E'Iy'6=k,5'9'7+k,3’9'?+C1'x+C2

Condig0es de contorno:
1)
dé (0)?
a:O,x:O - E-L,-(0)=k'sg-(0)+k'sq- > +C1 ~Cl=0
2)

0)? 0)3
6=0x=0 - E-Iy-(0)=k’5_9-(2) +k’3_9-(6) + C2 ~C2=0
3)
d6 , , (L)Z , k,3'9'L
a=0,x=L - E'Iy'(o):k5,9'(L)+k3,9'T - kisg=— 2
4)

L)? L)3
6=1,x=1L - E'Iy'(1)=k'5_9'(7)+k'3_9'%

Substituindo-se a equacédo da condicdo de contorno 3) na equac¢do da condicao de contorno 4),

tem-se:

kl3’9'L LZ , L3 , Ely
E'Iy= - 2 '?+k3’9'€ - -'-k3'9=—12 L3

Substituindo-se k'3 ¢ na equacdo da condicéo de contorno 3), tem-se:

E-I,\ L E-I
3’)5 wk'sg=6—7>

k’5,9 == _<_12 L3 LZ

Pelo equilibrio de forcas e momentos, tem-se:

1 I Ely ’
ZFZIZO i k3,9+k9,9:() g (_12 L3 )‘l‘kg’g:



E-1I

~klog=12" L3y

Z MSJ" =0 - —k'so—k'39°L—k'110=0

k'11,9 =6

E-I,

7
Pp=
Pela equacdo do angulo de tor¢do no regime elastico, tem-se:
k'10,10 L k'1o,10 "L , G-J
=6 WETeT tMew=Tm
Fazendo-se o equilibrio de momentos, tem-se:
G-J
Z My =0 - k'y10+k'i000=0 - K40t <_> =0

. ! —
~k 4,10 —

84
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A.11 - Coluna 11

Seccionando-se a barra e fazendo-se o somatério de momentos em torno do eixo y’ no ponto

x, tem-se:

. i X W M(x)
5,11 z M5, - M(x)=—k'sy1 —k's11°x

Equacdo da linha elastica:
2

'ydxz

Equacdo para a rotacao:

d26 l4 !
E-nyﬁ dxzf(k 511 — K'511 " x)dx

as ) x?
E-I_’y-a:kS,ll-x_k?y,ll.?-i_Cl

Equacdo para a flecha:

as ) . x?
Elyfadxzf k5,11'x—k3‘11'7+C1 dx

x? x3
E'Iy'5=k'5‘11'——k'3‘11'K+C1'x+C2

2
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Condig0es de contorno:

1)
ds (0)?
aZO,XZO i E'Iy'(()):k’5,11'(0)_k,3‘11' 2 +Cl - C1:0
2)

0)? 0)3
6=0,x=0 i E'Iy'(O)=k15'11'%_k’3’11'(6) +C2 i C2=0
3)
s (L)?
a=1,x=L - E-l,-(1)=k'sq1 (L) —k'311 " ——

, _ k’3,11'L EIy
k'sqy = > + I

4)

@w? ., @y
§=0x=L = E-b-(0)=ksn ———Ksn ——

Substituindo-se a equacédo da condicdo de contorno 3) na equacdo da condicao de contorno 4),

tem-se:

) k'3,11 E k'3,11 =—6 12

0: k,3,11'L+E'1y E_ L3 EIy
2 L

Substituindo-se k5 11 na equacéo da condigéo de contorno 3), tem-se:

E-I L E-I E-1
’ _ y y .17 _ Yy
k5'“_<_6 LZ)'§+ L “Rsi =27
Pelo equilibrio de forcas e momentos, tem-se:
’ ’ E- Iy ’
ZFZIZO i k3,11+k9’11:0 g (_6 LZ )+k9,11:0



E-I,

k’9,11 = 67

Z MSJ" =0 - —k's;1—k'si1L—k'1111=0

E-1 E-1
-(272) = (-s) LK =0

A.12 — Coluna 12
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E-I

o k' =4
11,11 L

Seccionando-se a barra e fazendo-se o somatério de momentos em torno do eixo z’ no ponto

x, tem-se:

kl
212 V(x) Z ML = M(x) = —k'gip+kpip X

k'6,12& | u )M(X)

| X
\

Equac&o da linha elastica:

2

a<é
E.IZ W:M(X)

Equacdo para a rotacao:

dé

E-l,- ——=-k'g1ax+k'y1"

dx

x
—+C1
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Equacéo para a flecha:

x? x3

E'IZ'5=—k'6,12'7+k'2‘12'?-I-Cl'x-l-CZ

Condicoes de contorno:

1)
ds , (0
a=0,x=0 i E'IZ'(O)z_k6'12'(0)+k2’12' 2 +Cl -‘-C1=0
2)

(L)? (L)
6:0,x:0 - E.IZ.(O):_k’6’12.T+k’2’12.T+C2 'C2:0
3)
dé , , W@?
a=1,x=L - E'Iz'(l)=_k6,12'(l‘)+k2,12'T

k’ _ k’2’12 - L E - IZ
6,12 — 2 L

4)

(L)? (L)°

5=0,X=L - E'IZ.(O)z_k,&lZ._

+k pp
2 2,12

6

Substituindo-se a equacdo da condicdo de contorno 3) na equacdo da condicao de contorno 4),

tem-se:

E-I L E-I E-I
k,6,12 = (6'—2)'—— z k,6,12 =2- I 2



Pelo equilibrio de forcas e momentos, tem-se:

’ ’ EIZ 1
ZFyIZO i k2,12+k8,12:0 4 (6 LZ >+k8,12:0

E-I,
LZ

k,8,12 =—6"

Z Mi’ =0 > —klgipt+k'yiL—k'151,=0

E-I, E-I, , ,
_<2' )+(6' )'L—k12,12:0 k212 =4

LZ

E-l,

L
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APENDICE B — Saida de dados do Ftufla para os exemplos

B.1 - Exemplo 1

BARRA 1 (0.0, 0.0,0.0) (0.0, 250.0, 0.0}

Ma inicial

M (kM) =-0,000

Wy (kM) =15,000

Wz (kM) =-0,000

T (kM.cm)=-0,000
My (kM.cm)=-0,000
Mz (kM.cm)-1250,000

Ma final

M (kMY = 0,000

Wy (kM) =15,000

Wz (kM)=0,000

T (kEM.crm) = 0,000
My (kM.cm)= 0,000
Mz (kM.cm) 2500,000

REAGOES DE APOIO

Mé 1 (0.0,0.0, 0.0)

Fx (kM) =-15,000

Fy (kM) = 0,000

Fz (kM) = 0,000

Mx (kM.cm) = 0,000

My (kM.cm)= 0,000
Mz (kM.cm) = 1250,000



B.2 — Exemplo 2

BARRA 1 (0.0, 0.0, 0.0) (0.0, 200.0, 0.0}

Ma inicial

M (kM) =-83 727

Wy (kM) =-35714
Wz (kM) =-0,000

T (kM.cm)=-0,000
My (kM.cm)=-0,000
Mz (kM.cm) 3381,870

MG final

M (kM) =-83 727

Wy (kM) =-35714

YWz (kM)=0,000

T (EM.crm) = 0,000

My (kM.cm) = 0,000
Mz (kM.cm)-3760,975

BARRA 2 (0.0, 200.0, 0.0) (300.0, 200.0, 0.0)

Ma inicial
M(EM)=-35714

Wy (kM) =83727

Wz (kM) =-0,000

T (kM.cm)=-0,000
My (kM.cm)=-0,000
Mz (kM.cm)-3760,975

MG final
M(EM)=-35714

Wy (kM) =-66273

YWz (kM)=0,000

T (EM.crm) = 0,000

My (kM.cm) = 0,000
Mz (kM.cm)-1142 846

BARRA 3 (300.0, 200.0, 0.0) (3200.0, 0.0, 0.0)

Ma inicial

M (EM)=-66,273

Wy (kM) =35714

Wz (kM) =-0,000

T (kM.cm)=-0,000
My (kM.cm)=-0,000
Mz (kM.cm)-1142 846

Ma final

M (EM)=-66,273
Wy (kM) =-24 286
Wz (kM)=0,000

T (kM.crm) = 0,000
My (kM.cm)= 0,000
Mz (kM.cm)-0,000

REACOES DE APOIO

Mé 1 (0.0,0.0, 0.0)

Fx (kM) = 35,714

Fy (kM) = 83727

Fz (kM) = 0,000

Mx (kM.cm)= 0,000

My (kM.cm)= 0,000

Mz (kM.cm)=-3381,870

Mé 4 (300.0,0.0, 0.0%
Fx (kM) = 24 286

Fy (kM) = 66 273

Fz (kM) = 0,000

Mx (kM.cm)= 0,000
My (kM.cm)= 0,000
Mz (kM.cmj)= 0,000
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B.3 — Exemplo 3

BARRA 1 (0.0, 0.0, 200.0) (0.0, 300.0, 200.0): BARRA 3 (0.0, 300.0, 100.0) (0.0, 300.0, 0.0%
Md inicial

M (kM) =-1,8949

Wy (kM) = 8,250

Wz (kM)=14,793

T (kM.cm) =-1446,102
My (kM.cm) = 965,985
Mz (kM.cm)y-298,273

Ma inicial

M (kM) =-8,250

Wy (kM) =10207

Wz (kM)=-1,899

T (kM.cm) =-54 725
My (EM.cm) = 553 465
Mz (kM.cm) -1566,030

Ma final

M (kM) =-1,8949

Wy (kM) = 8,250

Wz (kM)=14,793

T (kM.cm) =-1446,102
My (EM.cm)=-513,304
Mz (EM.cm) 526,723

Ma final

M (kM) =-8,250

Wy (kM) =10207

Wz (kM)=-1,899

T (kM.cm) =-54 725
My (EM.cm) = 1123,269
Mz (kM.cm) 1496102

BARRA 2 (0.0, 300.0, 200.0) (0.0, 300.0, 100.0) BARRA 4 (0.0,300.0,0.0)(300.0, 300.0, 0.0:
Md inicial

M (kM) =-14,793

Wy (kM) = 8,250

Wz (kM)=-1,399

T (kM.cm) = 526,723
My (EM.cm)=-513,304
Mz (kM.cm) 14986,102

Ma inicial

M (kM) =-1,899

Wy (kM) =18,250

Wz (kM)=-10207

T (EM.cm) =-1496 102
My (EM.cm) =-54, 725
Mz (EM.cm) -1123, 2689

Ma final

M (kM) =-14,793

Wy (kM) =-36,750

Wz (kM)=-1,399

T (kM.cm) = 526,723
My (EM.cm) = 56,500
Mz (EM.cm)-2778,910

Ma final

M (kM) =-1,899

Wy (kM) =18,250

Wz (kM)=-10207

T (EM.cm) =-1496 102
My (EM.cm) = 965 985
Mz (kM.cm) -298, 273

BARRA 5(300.0,300.0,0.0)(300.0,0.0,0.0) REAGHES DE APOIO

M inicial Mé 1 (0.0, 0.0, 200.0):
M (kIN) =-36,750 Fu (kM) =-10,207

Wy (kN) = 14,793 Fy (kN) = 8,250

Wz (kN)=-1,899 Fz (kM) =-1,899

T (kMN.cm) = -56,500 Mx (kN.cm) = 553,465

My (kM.cm) = 526,723

My (kM.cm) = 54,725
Mz (kM.cm)-2773,910

Mz (kM.cm) = 1566,030

Ma final

M (kM) =-36,750

Wy (kM) = 14,793

Wz (kM) =-1,899

T (kM.cm) =-56,500
My (kM.cm) = 1096 528
Mz (kM.cm) 1658,958

M& 6 (300.0,0.0,0.0)
Fx (kM) =-14,793

Fy (kM) = 36,750

Fz (kM) =1,899

Mz (kM.cm) = 1096,528
My (kM.cm) = 56,500
Mz (kM.cm) = 1658,959



B.4 — Exemplo 4

BARREA 1 (0.0, 0.0, 100.0) (0.0, 300.0, 0.0%
BARRA 3 (150.0, 300.0, 0.0) (300.0, 300.0, 0.0}

Ma inicial

M (kM) =-4 546

Wy (kM) =19516

Wz (kM) =05857

T (EM.cm)=2196,072

My (kM.cm) =788 483

Mz (kM.cm)-5232,146

Ma inicial

M (kM) = -0 857

Wy (kM) =-7 679

Wz (kM)=7,590

T (kM.cm) =-2222 950
My (EM.cm) = 1138,525
Mz (kM.cm) 984,730

Ma final

M (kM) =-4 546

Wy (kM) =19516

Wz (kM) =05857

T (EM.cm)=2196,072
My (kM.cm) =612 449
Mz (kM.cm)-2222,950

Ma final

M (kM) = -0 857

Wy (kM) =-7 679

Wz (kM)=7,590

T (kM.cm) =-2222 950
My (EM.cm) =-0,000
Mz (EM.cm) 167,001

BARRA 2 (0.0, 300.0, 0.0)(150.0, 300.0, 0.0)%
BARRA 4 (300.0, 300.0, 0.0) (300.0, 0.0, 0.0%

Ma inicial

M (kM) =-05857

Wy (kM) =T 321

Wz (kM)=7,590

T (EM.cm)=-2222 950

My (kM.cm)= 2277 080

Mz (kM.cm)-113,438

Ma inicial

M (kM) =-7 679

Wy (kM) =05857

Wz (kM)=-7 410

T (kM.cm)=-0,000

My (EM.cm) =-2222,950
Mz (EM.cm) 167,001

Ma final

M (kM) =-05857

Wy (kM) =T 321

Wz (kM)=7,590

T (EM.cm)=-2222 950
My (kM.cm)= 1138525
Mz (kM.cm) 984,730

Ma final

M (kM) =-7 679

Wy (kM) =05857

Wz (kM)=-7 410

T (kM.cm) = 0,000
My (EM.crm) = 0,000
Mz (kM.cm) 0,000

REACOES DE APOIO

NG 1 (0.0, 0.0, 100.0):
Fy (kN) = 0,557

Fy (kN)=7,321

Fz (kN)=7,590

My (kN.cm) = 5232 146
My (kN.cm) =-2332 717
Mz (kN.cm) = -53,562

NG 5 (300.0, 0.0, 0.0):
Fi (kN) = -0,557

Fy (kN)=7,679

Fz (kN)=7,410

M3 (kN.cm) = 0,000
My (kN.cm) = 0,000
Mz (kN.cm) = 0,000



B.5 — Exemplo 5

BARRA 1 (0.0, 0.0, 0.0) (0.0, 300.0, 0.0)%

Ma inicial

M (kMY =-41,120

Wy (kM) =-0424

Wz (kM)=15311

T (kEM.cm)=-39,403

My (kM.cm)= 2417 639
Mz (kM.cm)-3985,195

Ma final

M (kMY =-41,120

Wy (kM) =-0424

Wz (kM)=15311

T (kEM.cm)=-39,403

My (kM.cm) =-2175,692
Mz (kM.cm)-4112 446

BARRA 2 (0.0, 300.0, 0.0y (0.0, 300.0, 200.0):

Ma inicial

M (kM) =-15,281

Wy (kM) =19,895

Wz (kM) =-0371
T(EM.cm)=43125
My (kM.cm)=-37,904
Mz (kM.cm)-1903,117

Ma final

M (kM) =-15,281

Wy (kM) =19,895

Wz (kM) =-0371
T(EM.cm)=43125
My (kM.cm) = 36,352
Mz (kM.cm) 2075,891

BARRA 3 (0.0, 300.0, 200.0) (0.0, 0.0, 200.0):

Ma inicial

M (kM)y=1,120

Wy (kMN)y= 0,424

Wz (kM)y=-14 689

T (kM.cm) =-45,431

My (kM.cm) =-2048,233
Mz (kM.cm) 3887 554

MG final

M (kM)y=1,120

Wy (kMN)y= 0,424

Wz (kM)y=-14 689

T (kM.cm) =-45,431
My (kM.cmj) = 2358,437
Mz (kM.cm) 4014,805

BARRA 4 (0.0, 300.0, 0.0) (200.0, 300.0, 0.0)%

MG inicial

M (kM) =-0,053

Wy (kM)y= 21,225

Wz (kM)y=0,030
T(kM.cm) = 272,574
My (kM.cm)=-1,489
Mz (kM.cm) -4155,570

MG final

M (kM) =-0,053

Wy (kM)y= 21,225
Wz (kM)y=0,030
T(kM.cm) = 272,574
My (kM.cm)=-7 572
Mz (kM.cmj) 89,346
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BARRA 5 (200.0, 300.0, 0.0} (200.0, 200.0, 200.0)

Ma inicial

M (kM) =-0,030

Wy (kM) = 21,225

Wz (kM)=-00583

T (kM.cm) =89, 346
My (EM.cm) =-7 572
Mz (EM.cm)-272 574

Ma final

M (kM) =-0,030

Wy (kM) =-18775
Wz (kM)=-00583

T (kM.cm) =89, 346
My (kM.cm) = 3,006
Mz (kEM.cm)-27 658

BARRA 6 (200.0, 300.0, 200.0) (0.0, 300.0, 200.0)%

Ma inicial

M (kM) =0083

Wy (kM) =-18775
Wz (kM)=-0030

T (kM.cm) =-27,658
My (kM.cm) = 3,006
Mz (kM.cm) -89, 346

Ma final

M (kM) =0083

Wy (kM) =-18775

Wz (kM)=-0030

T (kM.cm) =-27,658
My (kM.cm)=9,079
Mz (EM.cm)-3844 430

REACOES DE APOIO

NG 1 (0.0, 0.0, 0.0):

Fa (kN) = 0,424

Fy (kN) = 41,120

Fz (kN) = 15,311

Mx (kN.cm) = 2417,639
My (kN.cm) = 39,403
Mz (kN.cm) = 3985,195

NG 4 (0.0, 0.0, 200.0):
Fi (kN) = -0,424

Fy (kN)=-1,120

Fz (kN) = 14,689

Mx (kN.cm) = 2358,437
My (kN.cm) = 45 431
Mz (kN.cm) = 4014,305
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