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RESUMO

No presente trabalho, nosso objetivo serd mostrar a importincia das equacdes di-
ferenciais ordindrias na modelagem de problemas. Para isso, faremos uma breve
revisdo de alguns conceitos fisicos no Capitulo 2 que serdo essenciais para o anda-
mento do trabalho. No Capitulo 3, analisaremos alguns problemas tradicionais no
ensino de fisica utilizando equagdes diferenciais: movimento de queda livre, mo-
vimento de projéteis e velocidade de escape. No capitulo 4, o foco serd a Férmula
de Binet, que descreve o movimento de uma particula de massa m e velocidade vg

sob a acdo de um campo de forga central e a demosntracdo das trés leis de Kepler.

Palavras-Chave: Campos Centrais; Equagdes Diferenciais Ordindrias; Férmula

de Binet; Leis de Kepler.
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1 INTRODUCAO

De acordo com [1], o estudo de equacdes diferenciais iniciou-se com o sur-
gimento do célculo diferencial e integral com Newton e Leibniz no século XVII.
Inicialmente, a pesquisa nesse campo visava responder a algumas questdes ori-
ginadas do campo da Mecéanica, posteriormente passou a ser aplicada a outros
campos como, por exemplo, biologia, quimica, economia e engenharia. Com o
desenvolvimento, houve uma onda de otimismo no poder das equacdes diferencias
para modelagem de problemas. Com o tempo, percebeu-se que grande parte das
equacdes diferencias nao tinha solucao analitica. Com isso, comecou-se a procurar
outros métodos, como os métodos numéricos, que permitem obter solu¢des aproxi-
madas. A pesquisa por métodos numéricos vem crescendo muito, principalmente
com avan¢o da computacao.

A ideia deste trabalho é aplicar a teoria das equacgdes diferenciais na des-
cricdo das 6rbitas dos planetas, com foco nas leis de Kepler. De acordo com [2] e
[3], Johannes Kepler nasceu na atual Alemanha em 1571. Kepler era uma pessoa
muito religiosa e mistica. Inspirado nas ideias da escola pitagérica, Kepler acre-
ditava no poder da matemdtica em descrever as leis do universo. Com base nas
observagdes do astronomo Tycho Brahe, Kepler formulou trés leis acerca do mo-
vimento dos planetas do nosso sistema solar. De acordo com sua primeira lei, os
planetas movem-se em Orbitas elipticas, o que contrariava a crenca da época que
defendia que o movimento dos planetas era circular. Sua segunda lei implica que
os planetas movem-se com velocidade varidvel. J4 a terceira lei de Kepler, também
conhecida como a lei dos periodos, indica que o quadrado do periodo de revolu-
¢do de cada planeta é proporcional ao cubo do raio médio de sua 6rbita. Por isso,
quanto mais distante o planeta estiver do sol, mais tempo levard para completar a

translacao.



Na parte final deste trabalho, iremos nos aprofundar mais nas trés leis de

Kepler e apresentar algumas aplicagdes bem simples desses resultados.



2 CONCEITOS BASICOS DE FiSICA

2.1 Conceitos basicos de Cinematica

Nessa secdo, introduziremos algumas grandezas que sdo essenciais na descri¢cdo

do movimento de uma particula, que sdo: posicdo, velocidade e aceleragdo. Con-

sidere uma icula d d R3, d ica
particula de massa m se movendo no R”, denotaremos o vetor posi¢do

por:

O vetor velocidade e o vetor aceleragdo da particula sdo definidos como a

derivada primeira e a derivada segunda de X (), respectivamente, ou seja

dX(r) _ (dx(t) dy(t) dz(t))
dt dt ~ dt ' dt

d’X(t)  (dx*(t) dy*(r) dZ2(t)
2\ dr2 dr?’ dr? )’

2.2 Leis de Newton

No nosso dia a dia encontramos objetos que se movem € outros que permanecem
em repouso. A primeira vista, parece que um corpo estd em repouso quando nio
existem forgas atuando nele, e inicia 0 movimento quando uma for¢a comeca a
atuar sobre si.

As formas pelas quais os objetos interagem uns com 0s outros sao muito
variadas. A interacdo das asas de um pdssaro com o ar, que permite o vdo, por
exemplo, é diferente da interagdo entre uma raquete e uma bolinha de pingue-

pongue, da interacdo entre uma lixa e uma parede ou entre um {ma e um alfinete.



Isaac Newton, o famoso fisico inglés do século XVIII, conseguiu elabo-
rar leis que permitem lidar com toda essa variedade, descrevendo essas interagdes
como forgas que agem entre os objetos. Cada interacio representa uma forca di-
ferente, que depende das diferentes condi¢des em que os objetos interagem. Mas
todas obedecem aos mesmos principios elaborados por Newton, e que ficaram co-

nhecidos como “Leis de Newton”.

2.2.1 Primeira Lei de Newton

Newton enunciou que: "Um corpo tende a permanecer em repouso ou em movi-
mento retilineo e uniforme, quando a resultante das forcas que atuam sobre si for

nula (Fyes = 0)".

=y

Figura2.1: 1+ F, =0

2.2.2 Segunda Lei de Newton

A forga resultante que age sobre um corpo € igual ao produto da massa do corpo

pela aceleracgao:

ou, em uma forma mais geral:

. d>(mX(t))
res — dt2



onde se considera que massa varia com o tempo.

a—p

F

res

—>

Figura 2.2: F,,s = ma

2.2.3 Terceira Lei de Newton

Uma forca é apenas um aspecto da interacdo mutua entre dois corpos. Verifica-se
experimentalmente que quando um corpo exerce uma forga sobre outro, o segundo
sempre exerce uma forca no primeiro.

Newton enunciou que: "Quando um corpo exerce uma for¢a num segundo
corpo, este ultimo reagird sobre o primeiro com uma for¢a de mesma intensidade

e sentido contrario".

=y

Figura2.3: P+ N =0

2.3 Leida Gravitacao Universal de Newton

A Lei da Gravitagdo Universal de Newton estabelece que duas particulas de massas

m e my colocadas a uma distancia d se atraem mutuamente, e as forgas de atragio
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tém intensidade
miniy

F=G—%

onde G € a constante de gravitagdo universal e pode ser obtida experimentalmente,

e seu valor no SI é:

N 2
G=6,673.10"127
kg?
F F
mi
d

Figura 2.4: F = G™72
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3 APLICACOES

3.1 Movimento de Queda Livre

Considere um particula de massa m se movendo sobre um eixo x, perpen-
dicular ao solo e orientado para cima, sob a a¢do somente da forca da gravidade.

Seja x(t) a posi¢d@o da particula no instante 7.

A
¢ x(t)
|
F=—mg
0
* o
Figura 3.1:
Pela 22 lei de Newton temos:
d*x(t)

m
dt?
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Dividindo ambos os lados por m

d’x(1)
= _o. 3.1
i g (3.1)
Integrando (3.1) obtemos
dx(t)
—r =—gt+C 32
di gt+C (3.2)

onde C; € a velociade inicial (vg). Substituindo, temos

dx(t)
— = —gt . 33
pr gt +vo (3.3)
Integrando mais uma vez, obtemos
gt*
x(t) =—"—4vt+C 3.4

2
onde a constante C, pode ser determinada fazendo-se + = 0. Denotando a posi¢io
inicial da particula por xg e substituindo temos:

2

t
x(t) = —% + vot +xo (3.5)

Assim, obtemos a equacdo (3.5) que descreve a posicdo X da particula em

funcdo do tempo t.

3.2 Movimento de Queda Considerando a Resisténcia do

Ar

Vamos analisar o problema anterior considerando a resisténcia do ar. De acordo
com Djairo Guedes [2], a forca resistiva que atua em um corpo, em geral, depende
de sua velocidade de uma forma bem complexa. Para baixas velocidades (alguns
centimetros por segundo), a experiéncia mostra que a forga resistiva é proporcional

a velocidade do corpo. Para velocidades maiores (entre 1 e 20 m/s) a velocidade
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€ proporcional ao quadrado da velocidade. Supondo que o corpo se move a uma
velocidade baixa, dividiremos o problema em dois casos:

1* Caso: A forga resistiva (R) é proporcional a velocidade;

2% Caso: A forga resistiva (R) depende quadraticamente da velocidade.

Vamos mostrar o 1? Caso. Pela segunda lei de Newton temos

d’x(t) dx(t)
—— =—mg—k——. 3.6
" & dt (3-6)

Perceba que a equac@o anterior € vélida tanto para o movimento de subida quanto

para o movimento de descida. Tomando % =(t), podemos reescrever (3.6) como

dv(t)
"

= —mg —kv(t). (3.7

Dividindo ambos os termos por m, temos:

k
+ %v(t) =—g (3.8)

que é uma equagdo diferencial linear, cuja solu¢cdo pode ser obtida usando o mé-
todo dos fatores integrantes. Para encontar a solucdo de (3.8), primeiramente,
vamos multiplicar ambos os seus termos pela funcé@o u(t) (fator integrante), ainda
a determinar:

dv(r) k

u(I)T —I—M(t)%v(t) = —gu(t). (3.9)

Agora, precisamos determinar u(¢) de forma que a deriva de u(¢)v(t) seja igual ao

primeiro termo de (3.9)

mu(t)v(t). (3.10)
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Desenvolvendo o lado esquerdo de (3.10) e simplificando, temos

dv(t) k
I +%u(t)v(t). (3.11)

dv(t) N du(t)

t
u(t)=y; dr

v(t) = u(t)

Para que a igualdade (3.11) seja vdlida, u(z) tem que satisfazer a seguinte expres-

sao:

= Zu(r). (3.12)

Uma possivel solugdo de (3.12) é u(r) = en , substituindo em (3.9), temos

fd 1 k 1
en d: +eﬁ7 %v(t) = —gekﬁ. (3.13)

Reescrevendo o lado esquerdo de (3.13) como a derivada de e%v(t), obtemos

d(e%v(t)> o

It 8e ( )
integrando ambos os lados com relagﬁo at, temos

kt m k

env(t) = —g?ea +Cy. (3.15)
Simplificando a expressdo anterior, obtemos

W) = —% +Cren (3.16)

denotando v(0) por vy e substituindo na expressdo anterior, obtemos a constante
G
gm

C :vo—l-T (3.17)

substituindo C; em (3.16) obtemos a seguinte expressao

v(t):voe%—@(l—e%v (3.18)
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Pela expressdo anterior, podemos perceber que quando ¢ — oo, temos que v(f)

mg

tende para uma velocidade limite v(1) — —%£. Denotando o valor absoluto da

velocidade limite por v.., podemos reescrever (3.18) como

—kt

v(t) = (Vo+ve)em — Ve (3.19)

No 22 Caso, a forca resistiva é proporcional ao quadrado da velocidade.
Devido ao termo quadrético, temos que analisar separadamente o movimento de
subida e o movimento de descida. Para o movimento de subida, a segunda lei de

Newton fornece

d2x(1) dx(t)?
=—-mg—k 3.20
"ar e dt (3-20)
no movimento de descida, temos
d*x(t) dx(t)?
= — k 3.21
"ar mg + dt (-21)

onde k é uma constante positiva. Tomando d’;—(f) =v(t), em (3.20) e (3.21), e

dividindo tudo por m, obtemos

av(t) ko
=8 mv(t) (3.22)
e
dv(t) ko,
Pl g+mv(t) (3.23)

que sdo equacdes separdveis. Assim, as solugdes de (3.22) e (3.23) sdo, respecti-

vamente:

—m

m
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Resolvendo as integrais, temos
/ =" / ! d (3.26)
y = v .
mg + kv(t)? k @)Z—i-

v(t)?
/ a’+ v(t)

( )

/ mg+kv - / mg) dv (3.27)

k

_—m n‘a—i-v( )‘

2ka " la—v(t)
_om () —a
 2ka n‘v(t)—i—a‘

em que a = %. Substituindo (3.26) em (3.24) e (3.27) em (3.25), obtemos

—m v(t)y

T arctg(—a ) =t+C; (3.28)
e

m _ |v(t)—a

— =t+GC. 3.29

2ka v(t)+a e (3.29)

Para calcularmos as constantes C; e C,, vamos considerar v(0) = vy

C = jarcrg(@) (3.30)
ka a
c
m Vo—a
= ’ ’ 331
27 Dka f vo+a ( )

Substituindo as constantes C; e C, em (3.28) e (3.29), obtemos, respectivamente,

as solucdes de (3.22) e (3.23)

m

v(t) =a.tg (arctag(i?) — kat) (3.32)
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In ’ v(t) —a‘ _ 2kat

—|—1n’v0_a‘.
v(t)+a

3.33
vo+a ( )

m

3.3 Movimento de Projéteis

Considere o movimento de uma particula de massa m num plano (x,y) perpendicu-
lar ao solo. Suponha que no instante ¢ = 0 ela sai da origem com uma velocidade

linear vg, formando um angulo & com a horizontal.

Y

Figura 3.2:

Vamos supor que a unica for¢a que atua sobre a particula é a forca da
gravidade. Seja (x(¢),y(t)) o vetor posi¢do, de acordo com a 2? lei de Newton,

temos:

d’x(t) d*y(t)
m i =0 e m i = —mg (3.34)
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Integrando (3.34) obtemos

dx(t) dy(t)
=0 e =8t (3.35)

em que as constantes Cj,C, sdo as componentes x, y, respectivamente, do vetor

velocidade inicial:

vo = (vpcos(a),vpsen(a)). (3.36)

Reescrevendo (3.35), temos

dx(t
dt

) =vpcos(a) e d):i(tt) = —gt +vpsen(a). (3.37)

Integrando (3.37) e usando o fato que a posi¢do inicial da particula é (0,0), obte-

mos

2
x(f) = vocos(@)t e y(t):—%+vosen(a)t. (3.38)

De (3.38) podemos tirar uma série de informagdes sobre o problema:
1) A trajetdria da particula € uma pardbola:

Isolando 7 na expressdo x(¢) de (3.38), obtemos

x
=" 33
! vocos(a)’ (3.39)

substituindo (3.39) na expressdo y(¢) de (3.38), temos

8 o

- 3.40
2v3cos(at)? (3.40)

y=tg(o)x

que € a equagdo de uma pardbola.

ii) Distancia horizontal maxima (D,,,,) percorrida pela particula:
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Para determinar D,,,, basta resolver a seguinte equagao do 2° grau

8 !

0=tg(o)x— &
glox 2v3cos(at)?

(3.41)

em que uma das solucdes é x = 0 que € a posicdo inicial da particula; a outra
solugdo € a coordenada x do ponto de chegada, que € o D,,,,. Resolvendo (3.41),

temos que:
2v2sen(a o z
Dy = 205 A)COS(@) _ Vo (50 (3.42)
g g

1i1) Altura maxima (%,,4y).

Para calcular 4,,,, basta tomar x = % em (3.40)

h 0 sen(2 g % sen(200) )’ 3.43
max = 1g(00) =2 a)— —5——— (2 a :
8 )ngen( ) 2v3cos(a)? (2gsen( )) (3.43)
 Vgsen(ar)?
=

iv) Duragao do trajeto da particula até colidir com o solo:

Basta tomar x = D, em (3.39)

T Dpax  2vosen(a)
~ vocos(a) g

(3.44)

3.4 Velocidade de Escape

Uma particula de massa m € lancada da superficie da terra, com velocidade

inicial vy. Pela lei da gravita¢do universal de Newton, temos que:

d’X(t) —GMm
i = XGE (3.45)
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Yy

R e

Y

D.-mr.r Dma;{ xT

Figura 3.3:

Quando X = R, a acelerag@o da particula é —g, e portanto

—-GM R?
" oom="EC (3.46)
R2 m

_mg —

substituindo (3.46) em (3.45) e fazendo algumas simplificagdes, obtemos

d’X(t) —gR?
- X(1)? (3.47)
chamando v(t) = d’;—gt), obtemos
av(t) —gR?
e X2 (3.48)
Usando a regra da cadeia, podemos reescrever d‘;—;’) da seguinte forma
dv(t) dvdx dv
Substituindo (3.49) em (3.48), obtemos
dv  —gR?
V(s = (3.50)

dx — X(1)?
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Figura 3.4:

que é uma equacdo separdvel. Como (3.50) é separdvel, sua solugdo é da forma

F(y)=G(x)+C (3.51)

€m que
V2 _gR2 ng
)= [vav="3. 60 /X(t)2 =X

e C uma constante qualquer. Portanto, a solucio final fica

V2 B ng

3.52
> =x t¢€ (3.52)

Para obtermos a constante C, vamos considerar que para X = R temos V = vy,

ficando

v% —2gR

C:
2

(3.53)

Substituindo a expressdo anterior em (3.52) e simplificando, obtemos

V(x)= \/v3+2gR<§— 1). (3.54)
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Observe que 2gR (g — 1) — —2gR quando x — oo, ou seja, a velocidade do corpo
decresce com a altura. Tomando a velocidade inicial vo = /2gR, que é chamada

de velocidade de escape, a velocidade do corpo nunca se anula.
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4 CAMPOS CENTRAIS

Um campo de forcas F : @ — R3, onde Q é um aberto de R, é central, se em
cada ponto X = (x,y,z) € R? onde ele estd definido, F aponta para um ponto fixo,
chamado o centro do movimento. Escolhendo a origem (0,0,0) para centro do

movimento, um campo central pode ser escrito como

F(X) = f(X)X 4.1)
onde f é uma funcio escalar definida nos mesmos pontos X de campo de defini¢do
de F.

Exemplo: O campo elétrico de uma carga elétrica negativa ¢ isolada € um campo

central.

Figura4.1: E = Keﬁx

Proposicao 4.0.1 Seja F um campo conservativo, e V : Q — R, onde Q é um
aberto de R3, um potencial de F. Entdo F é central se e somente se, V depende

apenas de

X| = V/x2+y2+22.
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E neste caso, existe uma fungdo real de varidvel real, g, tal que

F(X) =g(IX])X. (4.2)

Demonstracgao:

(i) Suponha que F € central. Queremos provar que V € constante sobre as esferas

IX| = ro. Seja a(t) : R — R?, um caminho com |a(t)| = ro. Entdo

av(a(n) 4V (x0)0).20))

dt dt (4.3)
_vdr ovdy oV
odxdt  dydt dzdt
_ (v 3V VY (dx dy dz
S\ ox’dy’dz ) \dt’dt’dt
= (Vv (a(0)), &(0))
= (F(a),a())

Como F € central, F pode ser escrito na forma

F(a(t)) = f(a@))a(r). (4.4)

Substituindo (4.4) em (4.3), temos
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dV( ):< Haw)ato), &)
=f(a <a >
dx dy dz
:f [(x )<dt dt’ dt)]
(a0 <)+ +<0g]
f(a(t)) d d d
- 5 _ZX(I)E +2y(¢ )dt +2z(1 )dﬂ
fla@)) rdx()?  dy()*  dz(t)?
T2 la Ta Ta }
_ f(e) 'd<x<t>2+y<r>2+z<t>2>]
2 - dt
_ fla) dla)
2 dt
=0

pois |a(t)| = ro. Logo V(X) é constante quando |x| = ry.

(i) V depende apenas de r = |X| = F ¢ central

F(x)=VV(x) = ey i+ k=

V. JdV A% or +ar .+8rk
dr 81 8y] dz

(<ﬁ><ﬁ><ﬁ>>

dr

dV X y . Z
5J+ k
VX2 +y2 T2 \/x2+y +227 2y 422

_av [ xityjtk ) _av X
Cdr\ /@4y +2)  drX]

Assim, temos
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_dv X

F(X)_EW

Como (4.5) estd na forma de (4.1), podemos concluir que F € um campo central.

4.5)

(iii) Para provar (4.2) basta considerar a funcdo obtida anteriormente

_av 1

g(”)—ﬁm-

Proposicao 4.0.2 Suponha que uma particula de massa m esteja em movimento

sob agdo de um campo central F. Entdo, sua orbita estd contida num plano.

Demonstragdo: A 2? lei de Newton nos diz que

mX =F = f(X)X. (4.6)

Tomando o produto vetorial dessa equagdo por X obtemos

mXxX=f(X)XxX=f(X)(XxX)=0 (4.7)

pois X x X = 0. A expressdo (4.7) pode ser escrita como

d(X xX)

=0 XxX=C. 4.8
7 — X X (4.8)

Finalmente, tomando o produto escalar da segunda equagdo em (4.8) com X obte-

mos (X,C) = 0 pois (X,X x X) = 0. Logo
c1x(t) +cay(t) +c3z(t) =0

onde C = (¢1,¢z,¢3) e X (1) = (x(t),y(t),z(t)).
Portanto X (¢), para todo 7, estd num plano passando pela origem e perpendicular

ao vetor C, caso C # 0.
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Caso: C=0.

Fazendo r = |X| temos ri- = (X, X). Logo, para r # 0 temos

dX X-iX (X, X)X-(X,X)X

dt r r2 r3

e usando a identidade vetorial
(X,2)Y = (Y, )X = (X XY)xZ

obtemos
dX_(XxX)xX_CxX_O
drr r3 B

Portanto X /r é constante, ou seja, X (f) estd sobre uma reta.

Em virtude da proposi¢do anterior, passamos a considerar as forcas e o movimento

no plano (x,y).

4.1 Lei da Conservacao do Momento Angular no Movi-

mento Central

Defini¢do: considere uma particula de massa m se deslocando no plano sob a acio
de um campo F. Seja X (1) = (x(¢),y(t)) o vetor posi¢do da particula no instante ¢.

Define-se o momento angular com rela¢fo a origem pela expressao

Y dy dx
h=m(x——y— 4.9
< ar dt> 9
Proposicao 4.1.1 (Lei da Conservagcdao do Momento Angular no Movimento Cen-
tral) Suponha que uma particula de massa m estd em movimento sob a agdo de
um campo de forcas F = (f1, f). Entdo, o momento angular}vl é constante se e SO

se o campo for central.
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Demonstragcdo: Derivando a expressdo do momento angular & com relagdo a f,

obtemos

que implica, através da 22 lei de Newton, a expressdo

% =xf2—yfi.

a qual é zero se e s6 se F = (f}, f2) for paralelo ao vetor X = (x,y), isto &, se o

campo F for central.

4.2 Coordenadas Polares

Um sistema de coordenadas polares em um plano consiste em um ponto O fixo,
chamado de polo e de um raio que parte do polo, chamado eixo polar. Em tal
sistema de coordenadas, podemos associar a cada ponto P no plano um par de
coordenadas polares (r, 0), onde r € a distdncia de P ao polo e 8 é o dngulo entre o
eixo polar e o raio OP.

A relacdo entre coordenadas cartesianas e coordenadas polares € dada por
x=rcos(B) e y=rsen(0). (4.10)

A OGrbita (x(t), y(t)) de uma particula se deslocando no plano sob a a¢do de um

campo F é entdo determinada por (r(t), G(I)) .

dx\*  (dy\’
Temos as seguintes relagdes, onde v> = <d);> + (;;) .

Derivando os dois lados de x = rcos(6) com relaco a t:
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)
(r.6)
]
7 i
0 i
Figura 4.2:
dx d(rcos(0)) dr dcos(8) dr dO dcos(0)
a- @ @O T g s g
dr do
ECOS( )—rEsen(O)
Entao
dx dr do
i ECOS(Q) —rEsen(G). 4.11)
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Derivando, novamente, os dois lados de (4.11) com relacdo a t:

d [ dx d<%cos(9)—r%sen(9)) d(%cos(e)) d(r%sen(e))
de\dr) dt B dr - dt

de
d(dr drdcos(6) [drd6 d(42sen(9))
== (dt)cos(e) to e [dtdtsen(e) LA —

d*r drdf d de dO dsen(0)
= Wcos(@) — Egsen(e) — [dtdtsen(e) +r (dtdtsen(e) t > ]

d*r drdf drdé d’e dO dsen(0)
= Wcos(@) — Ezsen( )— Egsen(e) —r [dtzsen(e) + 46
d drd6 a6 de\?’
— fzrcos(e) 2?:5 en(0) rﬁsen(e) _r<dt> cos(0)
Logo
d*x  dr drde d*0 46\’
) A —r— —r\ — 4.12
7 an cos(0) i sen(0) —r i sen(0) r( o ) cos(B) (4.12)

Fazendo o mesmo processo para y = rsen(0) obtemos as seguintes expressoes:

dy dr de
@ _ @ 4.1
= sen(0) +rdt cos(0) (4.13)
e
d?y  d*r drdo d*6 do\>
ﬁ = ﬁsen(e) +2E ECOS(Q) + rﬁcos(e) — r<d1‘> Sel’l(e). (414)

Substituindo dx/dt e dy/dt na expressio de v temos:

dx\* [(dy\* [dr de 2 ldr 40 2
2_ —_— pr— —_— —
Vo= (dt) +<dt> (dt cos(6) rdt sen(9)> +<dtsen(0)+rdt cos(G))

dr dr do dr

_ <dt>zcos(9)2—2rdtdtcos(@)sen(@)—i—rz <ccll?>2sen(9)2+ <dt>2sen(6)2

2
+2r%§cos(9)sen(9) + 72 <cfl?) cos(6)?
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_ (‘Z)zcos(e>2+ <Z>2sen(9)2—|—r2(fg)zsen(e)z—i-rz<Cj§>2cos(9)2
_ (‘Z>2<ws(e)2+sen(e)2> +r2<cfg)2<sen(9)2+cos(6)2>
-(@) + (&)
V= <Zl:)2+r2(‘$)2 (4.15)

A seguinte relacdo serd importante para o nosso trabalho

ou seja

d’x d2y dr de\?*
WCOS(G) + Wsen(@) = ﬁ — r<d[> (416)

Demonstragdo: Substituindo (4.12) e (4.14) em (4.16) temos

d’x d?y
ﬁcos(e) + ﬁsen(e) =
[ d2r rde d*6 6\’
= i i 27 “v
cos(0) dtzcos(G) 2 i (6) rdtzsen(e) r(dt) cos(@)]
[ d2r rdo d?6 6\’
+sen(0) ﬁsen(9)+2ad— s(9)—|—rdtzcos(9)—r<dt> sen(G)]
2 2 2
= %cos(e)2 2%%sen(9)cos(9) - riﬁsen(@)cos(@) - r(fj?) cos(0)?
—i—d—zrsen(e)z+2ﬂﬁsen(9)cos(9)—i—rdz—esen(ﬂ)cos(e)—r a° 2sen(9)2
dr? dt dt dr? dt
& & o\’ ?
—dt;cos(e)z—i—m;sen(e)z—r<dt> cos(6)2—r<d> sen(0)?
d2

= dT; [sen(e)z +cos(6)2] - r(iﬁ)z [sen(e)2 +cos(9)2]

d*r de\?
=——-r1r{—] .
dr? dt

Usando (4.11) e (4.13) podemos reescrever o momento angular da seguinte forma



32

it di ar " "ai
dr do dr dao
= mrcos(0) <dtsen(9) + rdtcos(e)> —mrsen(0) (dt cos(0) — rdtsen(e)>
d de do
= mrd—:sen(e)cos(e) +mr*—cos(0)? — mr—rsen(e)cos(G) + mr* —sen(6)?
= er% (sen(9)2 + cos(9)2>
do
— 2
=mr—
Logo
v do
h=mr*— 4.17
mre— 4.17)
Assim, pela conservacdo do momento angular, temos que
rZCfl—? = constante = h (4.18)

Supondo & # 0, a expressao (4.18) nos diz que a func¢éo ‘fl—? tem um sinal definido,
ou seja, O(¢r) é uma funcdo estritamente monotdnica. O caso em h = 0 ndo é

interessante pois a trajetdria da particula é uma reta passando pelo polo.

4.3 Conicas em Coordenadas Polares

Proposicao 4.3.1 A equacdo seguinte representa uma conica com foco na origem:

V4
= >0 >0 4.19
’ 1+e.cos(6)’ 5 e2b ( )

99 99

em que e’ é a excentricidade e 2¢ o comprimento da corda focal. Para e < 1,

(4.19) representa uma elipse, para e = 1 uma pardbola e para e > 1 uma hipérbole.
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Considere uma particula de massa m submetida a um campo central gerado por

uma particula de massa M. Usando a Lei da Gravitacao Universal, temos

d’x GMm
mﬁ = —mCOS(Q)
(S]
d’y GMm
mﬁ = —msen(9>

Dividindo ambas as equagdes acima por m, obtemos

d’x GM d*y GM
i —xiz_i_yzcos(e) e 2 _xiz_i_yzsen(e)'
Substituindo (4.20) na relagdo (4.16), temos
d’x d?y GM GM
Wcos(@) + Wsen(@) = —mcos( )? e sen(0)?

ou seja

d*r (dO\? GM
— =1l =] =—5—.
dt? dt x% 4 y?

Reescrevento (4.21) em coordenadas polares, temos

d>r (d@)z_ GM

a? "\ ar

(4.20)

4.21)

(4.22)

Como ja observamos em (4.18), 0(¢) é estritamente monotdnica. Dessa forma

podemos obter ¢ como funcdo de 6, consequentemente r como fungdo de 0, r =

r(t(G)). Assim, faz sentido calcular as seguintes derivadas

d (1\N_d(1\dr_d(1\drdt _ 1drdt
do\r/) dr\r)de dr\r/)dtdo  r2dtd6
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como O(t) e t(0) sdo fungdes inversas, segue do Teorema da Fungdo Inversa [4]

que 4 = L. Substituindo na expressio anterior, fica
do 42

d (1 1dr 1
de \ r r? dt‘fi—‘9
t

dr

dt
240

dt

dr

—_d (4.23)

h

onde & € a constante da proposi¢do (4.1.1). Derivando a equagio acima novamente

&N _d( u
a6>\r) ~do\  h

dr
_d( @\
dt h ) do
#EL
do
h dr
d*r

_ dr?
= 00 (4.24)
dt

temos

Isolando % em (4.24), obtemos

d*r doe d* (1
—— =—h——=). 4.25
dr? dr d6? (r) (4.25)

Substituindo (4.25) em (4.22), temos

48 & (1N (deN'  GM
dt de? \ r dt o 2

Dividindo ambos os lados por —h%

d? (1)+r(i§?) _ GM

a2 \r) T T e

aindo ") _ 2(2) -
Substituindo —;** = —*~ na expressao anterior, temos
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de
d* (1 +r2(w) _ GM
dez \ r hr hrz%

2d6

Substituindo =< por h, obtemos a equagdo de Binet, onde suas solugdes sdo

todas as Orbitas r = r(6) de uma particula de massa m num campo central F =

< — GMmcos(6), — G%”‘sen(@))

d* /1 1 GM
S D 4.26
do? (r) + r h? ( )

Para resolvermos (4.26) primeiramente vamos chamar 1; de u, assim

d*u GM

obtendo, assim, uma EDO linear de 2* ordem nao homogénea. Sua solucdo geral

¢ da forma
GM
U= ?—l—Asen(G)—i—Bcos(G) (4.28)
onde u = %” ¢ uma solugdo particular de (4.27) e u = Asen(6) + Bcos(0) é a so-

lucdo geral da EDO homogénea associada a (4.27) (Veja Apéndice). Substituindo
u por % em (4.28), obtemos
1 GM
= + Asen(0) + Bcos(0). (4.29)
’
Para calcularmos as constantes A e B vamos considerar as seguintes condi¢des
iniciaisem ¢t =0
dr

r(0) =ry #0, 0(0) =0, ==

V.

Considerando 8 = 0 em (4.29), temos

h2 —GMI"()

B=
r0h2
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Derivando (4.29) e substituindo as condi¢des iniciais, obtemos

vy
A=——.
h
Substituindo A e B em (4.29), temos
1 GM vy h? — GMry
= + <— h)sen(e) + (rohz cos(0). (4.30)
Seja
h? — GM
Asen(6y) = —% e Acos(6y) = T”O. (4.31)
Observe que elevando as duas igualdades acima ao quadrado temos que
A\ v, 2+ W2 —GMro\*
B h roh? ’
e dividindo a primeira pela segunda ¢ facil verificar que
o v, roh
eo_tg ( hz—GMI”())'
Substituindo (4.31 ) em (4.30), obtemos
1 GM
PialE + Asen(6p)sen(0) + Acos(6y)cos(0)
,
1 GM
; — ? +A«COS(9 — 9())
2
! 1+)L<Cf;’M>cos(0—90)
; - h2
GM
Ou seja
h2
GM
r= (4.32)

14+4 (G}’;’)cos(e —6p)

Pela proposicdo (4.19), a igualdade (4.32) € a equacdo em coordenadas

As . .. 2
polares de uma conica com foco na origem, excentricidade e = A é‘—M e corda focal

2K

20 =—.
: GM

(4.33)
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5 LEIS DE KEPLER

5.1 Primeira lei

e Lei das Orbitas: Cada planeta move-se em uma 6rbita eliptica com o Sol em um

foco.

Foco

Figura 5.1:

A primeira lei decorre do fato da 6rbita do planeta ser uma cOnica com
foco na origem (4.32). Como o movimento do planeta é periddico, a Unica 6rbita
possivel é a 6rbita eliptica. Observagdo: Podemos assumir que 0 < e < 1, Pois
M e G s ao constantes “grandes® e 4 € uma constante pequena, pois representa a

velocidade do planeta, assim

()

"= 1+ecos(6—6p)

Sem perda de generalidade podemos fazer a seguinte mudanga de coordenada

x=rcos(6 —6) e y=rsen(6 — 6), que mudard apenas o angulo considerado
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iniciamente. Assim

i
e \)
Y= e =

V2

1
Pty tex= o =
A
\/xz—l—yz:l—ex:
A

I 2
xz—l—y2 =é ( — x+x2> =

A% A
267 e?
24,2 2 _
(1—e)x —|—7X—|—y =
Completando quadrado temos
(o)
X+ ﬁ) 2
M=) oy

XJFW) 2
(1—¢%) n Yy

(ms) (=)

Que é uma elipse de centro em
2
¢ 0
A(1—e€?)

<z<1eie2>’iwf_7>

=0l

e vértices em

5.2 Segunda lei

e Lei das Areas: A reta radial que sai do centro do Sol e vai ao centro de um

planeta varre dreas iguais em tempos iguais.
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Periélio

Afélio

Areas iguais em tempos iguais

Figura 5.2:

Segunda lei: A 4rea entre a curva e dois raios partindo da origem para os

pontos Xo = (r(10), 0(t0)) e X = (r(t),6(r)) é dada por

A(t) :/9 1r2de (5.1)

Derivando (5.1) e usando (4.18), temos

dA  dAd® 1 ,de 1
G ded a2 @t (5:2)

onde ¢ € uma constante. Integrando (5.2) temos

h
At) = Et+A0.

Sejam I = (t;,t;) e J = (t,1;) dois intervalos de tempo de mesmo tamanho ou seja

|t; —1tj| = |tx —1;|. Substituindo na equaga ao acima temos
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h h
AA; IA(Z‘J') *A(l‘i) = =tj +Ag— =t; + Ao

2 2
:*(tj t,)
h
=—(t —t
2(1 x)
h h
=-t1+Ao— | stk +A
21+ 0 <2k+ 0>

:A([l) —A([k) = AA;.

0 que implica que dreas iguais sdo varridas em intervalos de tempo iguais. A

expressao (5.2) é chamada de velocidade areolar.

5.3 Terceira lei

e Lei dos Periodos: O quadrado do periodo de um planeta (o tempo que o planeta
completa uma Orbita em torno do Sol) é proporcional ao cubo do semieixo maior
de sua orbita.

Conhecendo a velocidade areolar, definida em (5.1), podemos calcular o

periodo do planeta (T) da seguinte maneira:

_ mab _ 2mwab

T="++= 5.3
h h (5-3)

em que mab € a drea de uma elipse de semieixos a e b, e %h ¢ a velocidade areolar.

Observe que (c,¢) é um ponto da elipse, entdo

& P2
2tp=1=
252
2 5, b
C=b—"
ou seja
b2
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Periélio | Sol . Afélio

‘ '
| C r'(;’,

Figura 5.3: a®> —b*> = ¢?

Usando a igualdade acima e (4.33) temos

2h%  2b? GM
W=——="=h=b||— (5.4)
GM a a

Substituindo (5.4) em (5.3) temos

2mwab 2nab a
T = = =2ra, | ——
a

elevando ambos os membros ao quadrado, fica

3

T2 —am? L
GM
simplificando
T2  4m? 5.5)
@ GM '

o que demonstra o resultado.
e Uma aplicagdo dessa lei é o o cdlculo do tempo em que a terra leva para

girar em torno do Sol.
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De (5.5) temos que

ou seja
47m2a’
GM

Considerando valores aproximados para a distdncia média entre a Terra e o Sol e
a massa do sol de 149.600.000 km e 1,989 x 10*°kg, podemos calcular um valor
aproximado para 7.

4m2a3
GM

. (149,6 x 10°)3
- 6,67408 x 1011 x 1,989 x 1030

o7 X 104\/ (149,6)°

T =

6,67408 x 1,989
~ 1,044 x10'n

~3 2797 x 10’s

Aqui usamos que G = 6,67408 x 10~ "'Nm?kg 2.

Sabemos que tempo necessario para que o planeta Terra completar uma volta ao
redor do Sol é de 365 dias, 5 horas e cerca de 48 minutos, convertendo para se-
gundos daria algo em torno de 31.556.880 s. Que é um valor bem préximo ao

encontrado acima com as aproximacdes feitas.
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6 CONCLUSAO

De acordo com [3], os gregos foram pioneiros no estudo dos fendmenos
fisicos. Uma contribui¢do importante dos pensadores gregos para a ciéncia foi a
ideia de que a realidade poderia ser apreendida pelo uso da razdo. Os gregos tam-
bém deram grandes contribuicdes para a matemdtica. Duas contribui¢des foram
importantes. A primeira € a introducdo do conceito de demontragdo dos resultados
matematicos. Na sua obra, Os Elementos, Euclides compila de forma sistemaética
todos os resultados matemaéticos de geometria e aritmética conhecidos na época.
Euclides, a partir de algumas afirmagdes simples, intuitivas, os teoremas, deduz
todas as proposi¢des posteriores. A segunda contribui¢do dos gregos, originada na
escola de pitdgoras, € a ideia de que a matematica poderia representar, descrever
modelar os fendmenos da realidade. Os pitagdricos perceberam que existia um
padrdo matemadtico entre o comprimento de um corda esticada e o som que ela
produz: o som é mais agudo a medida em que o comprimento se reduz, e aumenta
uma oitava se o comprimento da corda for reduzido a metade. Dessa forma, exis-
tia uma relacdo de proporcdo numérica e os sons musicais. Esse fato os levou a
suspeitar que a realidade poderia ser descrita por propor¢cdes matematicas, criando
assim uma visao de mundo baseada no conceito de nimero. Galileu Galilei(1564-
1642), conhecido como o pai do método experimental, também percerbeu o poder
da matemadtica em descrever a realidade, ele dizia que "A matemadtica é o alfa-
beto no qual Deus escreveu o universo". O nosso objetivo nesse trabalho foi o
de dar uma ideia, utilizando equacdes diferenciais, do poder da matemdtica em
modelar problemas reais. Nosso foco foi em problemas fisicos, mas, como ja foi
dito, podemos aplicar a teoria de equagdes diferenciais a outros ramos: biologia,
quimica, engenharia, economia entre outros. Ao final desse trabalho, concluimos
que a matematica, além de sua importancia tedrica, constitui-se como uma grande

ferramenta de auxilio na busca do ser humano para compreender realidade.
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7 APENDICE

Mostre que

1 M
~ = % + Asen(0) + Beos(6) (7.1)

¢ uma solucgdo geral para

d* /1 1 GM
Sl Il 7.2
d92<r>+r h? (7.2)

Para resolvermos (6.2) primeiramente vamos chamar } de u, assim

d*u GM

obtendo, assim, uma EDO linear de 2% ordem nio homogénea.

Observe que >+ 1 = 0 é a equacio caracteristica da equagdo homogénea asso-

ciada a (6.3), assim u; = e’cos(0) e uy = eYsen(0) formam um par de solugdes

fundamentais. Consequentemente
up = Asen(0) + Bcos(6)

¢ a solucdo geral da EDO homogénea.
Para a determinar a solucao particular para a equagdo (6.2), podemos usar o mé-

todo dde variacdo dos pardmetros procurando uma solugdo particular do tipo
up =v1(0)cos(6)~+v2(0)sen(6)
com as seguintes condicdes:

u, = —v1(0)sen(0) +v(0)cos(6)

V1 (0)cos(0) +v5(0)sen(0) = 0.

Derivando u;, obtemos

u, = —vi(0)sen(0) —vi(0)cos(8) — v2(0)sen(0) +5(0)cos().
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Substituindo MZ e u, em (6.3), obtemos

GM

(=1 (0)sen(0) —v1(0)cos(0) —v2(0)sen(0)+15(0)cos(0)) +vi(0)cos(0)+v2(0)sen(0) = e

simplificando temos

GM

—(0)sen(6) +v5(0)cos(0) = o

Assim obtemos o seguinte sistema de equagdes lineares para v} e v}

Vi (0)cos(0)+ v, (0)sen(6) =0
—v|(0)sen(6) +v5(0)cos(0) = %/I

Que é equivalente a

cos(6) sen(6)| |Vi| | O
—sen(0) cos(8)] |v5 N o
Como I
cos(6) sen(0) _|cos(8) —sen(6)
—sen(8) cos(8)| |sen(8) cos(6)
concluimos que
vi|  |cos(8) —sen(0)| | O | —sen(@)%/[
vl N sen(0) cos(6) | | ¥ B cos(0) Y
Integrando obtemos
V1 cos(@)%”
123 - sen(@)%/l

Substituindo as fun¢des encontradas temos que a solul¢do particular é

GM GM GM
Up = cos(@)?(e)cos(e) +sen(6)?(9)sen(9) =
Assim a solucdo geral para (6.3) é
GM
u=——~+Asen(0)+ Bcos(0) (7.4)

hz
Substituindo u por % em (6.4), obtemos (6.1).
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