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"Der Zweck dieser Arbeit ist, folgende drei Satze zu beweilsen:
Satz I. Jede antipodentreue Abbildung von S, ist wesentlich.
Satz II. Ist f€ R™" (d. h. bildet f die Sphédre S, auf einen
Teil von R"™ ab), so gibt es einen derartigen Punkt p € S,, dass
f(p) = f(p*) ist.

Satz III. Sind Ap, A1,...,A, in sich kompakte Mengen von denen

keine zwei antipodische Punkte der Sphire S, enthdlt, so enthilt

n
die Summe ZAi die Sphire S, nicht."
=1

Karol Borsuk



RESUMO

A Topologia Algébrica é uma subarea da Topologia que conecta Topologia ¢ a Algebra. Essa
relacdo € feita por meio de ferramentas denominadas invariantes topoldgicos ou functores. Os
invariantes topoldgicos associam espacos homeomorfos a estruturas algébricas equivalentes.
Neste trabalho apresentaremos um estuto inicial a topologia algébrica. Estudandaremos teoria
de homotopia e espagos de recobrimento, construiremos o functor Grupo Fundamental e calcu-
laremos o grupo fundamental de alguns espacos como a esfera S' e o espaco projetivo RP" com
intuito de demonstrar o caso bidimensional do Teorema de Borsuk-Ulam. E, como aplicag¢ao
deste teorema, demonstraremos o Teorema do Sanduiche de Presunto.

Palavras-chave: Homotopia; Espacos de Recobrimento; Grupo Fundamental.



ABSTRACT

The algebraic topology is a subarea of the topology that connects the topology and algebra.
This relation is made through tools called topological invariants or functors. Topological in-
variants associate spaces that homeomorphs with equivalent algebraic structures. In this paper
we present an initial study of the algebraic topology. We will study homotopy theory and co-
vering spaces, construct the Fundamental Group functor, and compute the fundamental group
of some spaces such as the S' sphere and the projective space RP" in order to demonstrate the
two-dimensional case of Borsuk-Ulam’s Theorem. And, as an application of this theorem, we
will demonstrate the Ham Sandwich Theorem.

Keywords: Homotopy; Covering Spaces; Fundamental Group.
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1 INTRODUCAO.

Suponha que o planeta Terra seja uma esfera e que os parametros pressdao atmosférica e tem-
peratura variam continuamente no tempo e espago. Entdo, em cada instante de tempo, existem
na superficie da terra pelo menos um par de pontos diametralmente opostos no qual pressao
atmosférica e temperatura coincidem.

Este resultado € conhecido como Teorema do Tempo e € uma interpretacao para o caso
bidimensional do Teorema de Borsuk-Ulam , um cléssico e fundamental resultado da Topolo-
gia, mais precisamente da Topologia Algébrica. Foi conjecturado pelo matematico e fisico S.
Ulam e provado pelo matemadtico polonés Karol Borsuk em 1933. Um dos aspectos que ca-
racterizam sua relevancia na drea € sua versatilidade, ou seja, possui diferentes demonstracoes,
generalizagdes e aplicacdes. De fato, até 1985 eram conhecidas mais de 400 generalizagcdes do
teorema!. Enunciaremos-o a seguir: Teorema de Borsuk-Ulam(BORSUK, 1933). Sejam S” a
esfera n-dimensional e R" o espaco euclidiano. Se f: $" — R" é uma funcdo continua, entdo
existe x € §" tal que f(x) = f(—x).

A Topologia Algébrica é uma subérea da topologia que “ conecta” a Topologia e a Alge-
bra. Essa relacdo se da por meio da associagdo dos espacos topoldgicos a estruturas algébricas
(como grupos, anéis, espacos vetoriais) e das aplicagdes continuas com as aplicagdes algébricas
(homomorfismos e transformagdes lineares). Essa associagao € feita através de ferramentas de-
nominadas invariantes topolégicos ou functores, onde os espacos que sao homeomorfos serao
associados a estruturas algébricas equivalentes. Um exemplo desse tipo de invariante € o Grupo
Fundamental, que associa cada espacgo topoldgico a uma estrutura algébrica de grupo. Uma das
demonstracdes para o caso bidimensional do Teorema de Borsuk-Ulam € feita usando o Grupo
Fundamental. Um importante resultado, é que o grupo fundamental da esfera unidimensional
S! corresponde aos inteiros, de modo que cada n € Z representa o resultado do niimero de voltas
que o ponto mével ¢ (s) percorre em S! no sentido horério do caminho somado ao nimero de
voltas que este mesmo ponto movel percorre no sentido anti-hordrio deste caminho durante o
intervalo de tempo 0 a 1, tendo como a base um ponto xy. Esse resultado € essencial para a
demonstracdo do Teorema de Borsuk- Ulam.

Uma consequéncia do Teorema de Borsuk-Ulam é conhecida como Ham Sandwich The-

orem ou Teorema do Sanduiche de Presunto, enunciado a seguir:

! STEINLEIN, H. Borsuk’s antipodal theorem and its generalizations and applications: a survey. To-
pological Methods in Nonlinear Analysis (A. Granas, ed.), Sém Mathematics Sup, v. 95, p. 166-235,
1985.
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Teorema do Sanduiche de Presunto.(KOSNIOWSKI, 1980) Sejam A, B,C subconjuntos li-
mitados de R>. Entdo existe um plano contido em R3 que intercepta os subconjuntos A, B,C e
divide seus respectivos volumes exatamente ao meio.

Este trabalho estd dividido em sete capitulos. No capitulo 2 definiremos o que sdo os
espacos topoldgicos e apresentaremos conceitos bésicos da topologia geral que serdo usados
durante o desenvolvimento desse trabalho, tais como, continuidade de aplicag¢des, espacos co-
nexos, espacos compactos e etc. No capitulo 3 apresentaremos um conceito elementar para
iniciar os estudos em topologia algébrica, que € a teoria de homotopia. No capitulo 4, um
caso especifico de homotopias, que s@o as homotopias de caminhos fechados, e com isso, cons-
truiremos um invariante topolégico: o grupo fundamental e mostraremos como induzir um
homomorfismo entre grupos fundamentais por meio de aplicacdes continuas. No capitulo 5
estudaremos um tipo especifico de espacos topoldgicos, que sdo os espagos de recobrimento
ou, simplesmente, recobrimentos e apresentaremos alguns recobrimentos importantes, como o
recobrimento da esfera S', do espaco projetivo RP" e em seguida calcularemos o respectivo
grupo fundamental desses espacos. E pra finalizar esse capitulo, mostraremos alguns resul-
tados algébricos envolvendo grupo fundamental, como a relacdo do nimero de folhas de um
recobrimento com o indice do grupo fundamental. No capitulo 6 apresentaremos o cldssico
teorema de Borsuk-Ulam, mostraremos uma equivaléncia do teorema e em seguida faremos a
demonstracdo para o caso uni e bidimensional. Pra finalizar faremos uma aplicag¢do do teorema
de Borsuk-Ulam que é a demonstracdo do Teorema de Stoney-Tukey, conhecido como Teorema

do Sanduiche de presunto. O tltimo capitulo consiste na conclusdo do trabalho.
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2 CONCEITOS ELEMENTARES.

Os objetos de estudo da Topologia s@o espacos topoldgicos, por exemplo objetos geométricos,
e as aplicacdes continuas entre eles. Neste capitulo apresentaremos conceitos e resultados ba-
sicos da topologia tais como, aplica¢des continuas, espacos de Hausdorff, topologia quociente,
compacidade, conexidade, que sdo de grandes relevancia e bastante utilizados durante todo o

desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Espacos Topolégicos e Aplicacoes Continuas.

2.1.1 Espacos Topolégicos.

Um espago topoldgico é um conjunto que possue uma estrutura de topologia. Uma topologia
¢ uma colecdo de conjuntos que satisfazem certos axiomas. Esse tipo de estrutura permite, por

exemplo, formalizar conceitos como continuidade e conexidade.

Definicao 2.1.1. Seja X um conjunto. Uma topologia em X é uma colecdo T de subconjuntos

de X, chamados abertos da topologia, com as seguintes propriedades:

1. O e X pertencem a t;
2. SeAy,...,A, €ETentdo A1N...NA, € T;

3. Dada uma familia arbitrdria (A ))cr com Ay € T, para cada A € L tem-se

()=

Assim, um espago topologico é um par (X, T) onde X é um conjunto e T é uma topologia em X.

Um conjunto X qualquer assume pelo menos duas topologia: a topologia discreta e a
topologia cadtica. Enquanto na topologia discreta tomamos os abertos como todas as partes do
conjunto X, na cadtica apenas o & e X serdo nossos abertos. Se X for finito, a cardinalidade da

uma topologia sobre X serd sempre menor que a cardinalidade da topologia discreta.

Exemplo 2.1.1. Seja E um conjunto infinito. A cole¢do © = {2} U{G C E; G¢ finito} é uma

topologia sobre E.

Demonstracdo. (1) Noteque & € Te E=@. Logo E € 7.
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(2) Tome Gy, ...,G, € 7. Entdo (G N...NG,)¢ = (G{U...UG},) que é finito. Entdo G N...N

G,e.

(3) Sejam (G )) ¢z, uma familia arbitrdria de abertos de 7. Entdo (Uy Gy ) = Nyer(GY)
que também ¢ finito. Entdo Uy ;G € 7.

Logo, T é uma topologia sobre E e a nomeamos como Topologia Cofinita. |

Exemplo 2.1.2. Sejam (E, 1) e (E2, T2) espacos topoldgicos, E=E| xEy e B ={G xH;G €
71 e H € ©o}. O conjunto B formando por reunides de elementos de B formam uma topologia
sobre E.

Observe que O, E € B. Agora, dados By = G| x H|, B, = Gy X Hy, ... , B, = G, X Hy,
elementos de 3. Entdo BiNByN...NB, = (G X H)) N (G2 X Hy)N...N (G X Hy) = (G1 NG N
«.NGy) X (HHNH,N...NHy) € B pois GiNGyN...NG, € 11 e HHNHyN...NH, € T,. Entdo
intersecoes finitas de elementos de B, estdo em B. Como unides quaisquer de B estdo em B, por

definicdo, segue que B é uma topologia.

A seguir definiremos uma classe importante de espacos topoldgicos conhecidos como

espacos métricos.

Definicao 2.1.2. Considere M um conjunto. Uma métrica sobre o conjunto M é uma funcdo
d: M x M — R que associa cada par ordenado (a,b) € M x M a um niimero real, chamado de
distancia, e satisfaz as seguintes condicoes:

Dados x,y,z € M
(i) d(x,y) =0<=x=y
(ii) d(x,y) = d(y,x);
(iii) d(x,y) <d(x,z)+d(z,y) (desigualdade triangular).
Assim, um espago métrico é um par (M,d) onde M é um conjunto e d uma métrica sobre M.

A nog¢do de bola, que sera definida a seguir, ¢ fundamental no estudo dos espagos métricos.

Neste trabalho serd um conceito chave para construcao da topologia a partir de uma métrica.

Definicao 2.1.3. Dado um niimero real r > 0, uma bola aberta de centro a e raio r em um
espago métrico Mé um conjunto B(a;r) = {x € M;d(x,a) < r}. Um subconjunto X C M é dito

aberto se, para todo a € X existe r € R, com r > 0, tal que x € B(a,r) C X.
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A partir desses conceitos mostraremos de fato que todo espaco métrico € topoldgico,

com a topologia induzida pela métrica.

Exemplo 2.1.3. Sejam (M,d) um espagco métrico e T o conjunto de todos os subconjuntos aber-

tos de M definidos a partir da métrica d. Entdo (M, T) é um espago topolégico.

De fato, considere T = {X C M;X é aberto}.
o JMecrT.

o Sejam X1,...,X, € T. Tome x € X1 N...NX,,. Entdo existem niimeros positivos ry,...,r, € R

n

tais que X; C B(x,r;), para 1 <i <n. Considere r = min{r;}"_,, entdo B(x,r) C B(x,r;),

para cada 1 <i<n. Logo B(x,r) C X;N...NX,.

e Agora considere uma familia arbitrdria {A;},c) de abertos de M. Tome x € U;c; A,.
Entdo existe um indice t tal que x € A; e como A, € aberto, existe r > 0 tal que B(x,r) C A;.

Logo, B(x,r) C U;c A;

Portanto, o conjunto (M, T) é um espaco topoldgico.

Exemplo 2.1.4. O conjunto dos niimeros reais R com a métricad: R xR — R tal que d(x,y) =

|x — y| é um espaco métrico.
Demonstragdo. (i) d(x,y) =0=|x—y|=0=x=1y.
(i) d(x,y) =[x —y| <=>[=1ld(x,y) = | = [(=y+x)| = [ = 1=y +2)|[ = [y =2 = d(y.x).

(i) d(x,y) = |x—y[ < [(x—2)+ (z—y)| < |x—z| + |z —y| =d(x,2) +d(z,y).

Logo, (R,d) é um espaco métrico. [
Podemos definir uma métrica no espago euclidiano R” a partir da norma de cada vetor.

Exemplo 2.1.5. ((DOMINGUES, 1982), Capitulo 2, Exemplo 3) Seja R" o espago euclidiano. A
1

fungdo d: R xR — Rtal que d(x,y) = [¥} (xi — y,-)z} 2 define uma métrica sobre R". Dizemos

neste caso que d é a métrica canonica definida pela norma de cada vetor em R". Esta métrica

também é conhecida como a métrica usual.
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E possivel mostrar que a fungio d: R" x R" — R tal que d(x,y) = |x; — y1| + ... + %0 — V|
também define uma métrica em R”, conhecida como a métrica da soma.
Dado um subconjunto de um espaco topoldgico, € possivel definir uma estrutura de

topologia neste subconjunto a fim de que este também seja um espago topoldgico.

Exemplo 2.1.6. Sejam (E,T) um espago topolégico, X C E e @ # X. A colecdo tx = {GN
X; G € 1} define uma topologia sobre X. Note que,

(1) 9 €t Entdo INX =€ 1x. Emais, EcT=ENX =X € 1x.

(2) Tome (G1NX),...,(GyNX) € tx. Entdo (GiNX)N..N(G,NX)=XN(G1N...NGy) €

Tx.

(3) Dado uma familia arbitrdria {Aj },cp ={GyNX;A € L}. Aunid@o\Jyc; Ay =Urer (G N
X)=XN(Urer Gy) € x.

Como verificamos, Tx € uma topologia sobre o conjunto X chamada de topologia induzida por

T sobre X. E o par (X,tx) € um chamado de subespago topologico de (E, 7).

Exemplo 2.1.7. @) A esfera n-dimensional S" = {x = (x1,...,%;) € R:x] + ... +x2 =1} C

R" é um subespago topoldgico de (R, T) cuja topologia € induzida pela métrica do R".

b) O intervalo [0,1] C R é um subespago topolégico de R cuja topologia é induzida pela

métrica de R.

A esfera n-dimensional, em particular, a S' e o intervalo [0, 1] serdo os principais espacos
topoldgicos estudados nesse trabalho.
Um tipo de espaco topoldgico bastante estudado sdo os espagos topoldgicos de Haus-

dorff caracterizados da seguinte forma:

Definicao 2.1.4. Seja (E,T) um espaco topolégico. Dizemos que E é um espago de Hausdorff
se, para todo x,y € E, existem abertos Gy, Gy € Tho qual x € Gy ey € Gy de modo que GxNG, =

J.

Exemplo 2.1.8. Todo espaco métrico (M,d) é um espaco de Hausdorff.
Sejam x,y € M tal que d(x,y) = €. Entdo B (x,5)N\B(»,5) = @. Logo, R" comn >1,5' C
R?,[a,b] C R sdo espacos Hausdorff.
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Figura 2.1 — Representacdo de um espaco de Hausdorff.

Gy

Pra finalizar essa secdo definiremos o interior e o fecho de subconjuntos de espagos

topolégicos.

Definicao 2.1.5. Seja (E,T) um espago topoldgico. O interior de um subconjunto A C E,
denotado por IntA, consiste na unido de todos os abertos inteiramento contidos em A. Assim,
dizemos que p € intA se, e somente se, existe G € 7T tal que p € G C A. Um subconjunto A C E
é dito fechado no espago topologico E, se A° € T, ou seja, seu complementar é aberto. E com
isso, definimos o fecho de A, denotado por A, como a intersecdo de todos os fechados que

contém A.

2.1.2 Aplicacoes Continuas.

A questdo da continuidade € central nos estudos da topologia, visto que a ferramenta utilizada
para classificar os espacgos topoldgicos como equivalentes é construida a partir das aplicacdes

continuas.

Definicao 2.1.6. Sejam XY espacos topologicos. Uma uma aplicagdo f : X — Y diz continua
em um ponto p € X se, dado um aberto A’ €Y com f(p) € A', existe um aberto A € X tal que
pEAe f(A) CA. Se f é continua em todos os pontos p € X, entdo f se diz, simplesmente,

continua.

A seguinte proposicdo nos permite entender continuidade de um modo equivalente a

defini¢cdo anterior.

Proposicao 2.1.1. ((LIMA 2015), Capitulo 3, Proposicdo 3.) Sejam M e N espacos topologicos.
A fim de que uma aplicacdo f: M — N seja continua, é necessdrio e suficiente que a imagem

inversa f~1(A’) de todo subconjunto aberto A’ C N seja um subconjunto aberto de M

Exemplo 2.1.9.  a) A aplicacdo inclusdo i: E — E com i(x) = x é continua.



16

Figura 2.2 — Representacdo de uma aplicacdo continua entre espacos topoldgicos.

(A)

Y - f(p)

b) A funcao p: [0,1] — (a,b) com p(t) = (1 —t)a+tb é continua.
¢) A aplicagdo y: [0,1] — S' tal que y(t) = e*™ é continua.

Agora iremos mostrar que a composi¢ao de aplicagdes continuas em espacos topolégicos

ainda € continua.

Proposicao 2.1.2. Sejam M,N, P espacos topologicos, f: M — N e g: N — P aplicacdes con-

tinuas. Entdo a composicdo go f: M — N é continua.

Demonstragdo. Tome um aberto G C P. Note que g~!(G) = L C N, no qual L é um aberto pois
a aplicagdo g é continua e, f~! (L) = H C M também é aberto pela continuidade de f. Observe
que (gof) " HG)=f1og ' (G) = f (g7 (G) = f1(L) = H. Portanto, a composigio é

continua.

Corolario 2.1.1. A restricdo de aplicacdo continua em espacos topologicos é continua.

Demonstracdo. Seja f: M — N uma aplicagdo continua, X C M ei: X — M a aplicacdo inclu-
sdo. Note que a aplicagdo f|X oi: X — N é tal que f|X oi(x) = f|X(i(x)) = f|X(x). Logo, a

restricdo de f a X € continua. |

A préxima proposicao € um importante resultado, pois permitird justificar a continuidade

de aplicagdes que sdo determinadas pela unido de aplicagcdes continuas.

Proposicao 2.1.3 (Lema da Colagem). Sejam X = AUB tal que A,B sdo fechados em X,
f:A—Yeg: B—Y aplicacbes continuas. Se f(x) = g(x) parax € ANB entdo a aplica-

flx)sexeA
cdo h: X — Y definida por: h(x) = é continua.

g(x)sexeB
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Demonstragdo. Tome V C Y um conjunto fechado em Y. Temos entdo
W)= v)ug T (V)

Logo f~'(V) e g~ (V) sido fechados pois, por hipétese, as aplicagdes f, g sio continuas. Assim,

FH(v)ug 1 (V) é fechado e portanto & é continua. |

Com as aplicagdes continuas, construiremos os homeomorfismos, que sdo aplicacdes
bijetivas continuas cuja inversa também € continua, ou seja, uma relagdo que associa cada ponto
de um espaco X a um tnico ponto de um espaco Y. Dizer que os espagos topologicos X,Y sdo
homeomorfos, serd o mesmo que deformar de forma continua o espago X no espaco Y. E assim,

X e Y serdo "iguais", a menos de homeomorfismo.

Definicao 2.1.7. Um homeomorfismo de um espaco topologico X sobre um espago topologico
Y é uma aplicagdo bijetora continua f : X — Y, tal que a aplicacdo inversa f~':Y — X também

é continua. Dizemos entdo que os espacos X e Y sdo homeomorfos.

A partir dos homeomorfismos podemos separar os espacgos topologicos em classes de

equivaléncia de modo que os espagos homeomorfos irdo pertencer a uma mesma classe.

Exemplo 2.1.10. a) ((LIMA, 2015) Capitulo 2, Exemplo 15a) Todo intervalo aberto (a,b) C

R é homeomorfo ao R.

b) ((LIMA, 2015 ) Capitulo 2, Exemplo 15b) Sejam S" = {(x1,...,Xp+1) € R"‘H;inz =1}a

esfera n-dimensional e p = (0,...,0,1) € S". A projegdo estereogrdfican: S"—{p} - R"

comm(x) = =t—, ..., 2 estabelece um homeomorfismo entre o espago euclidiano
I=xp17 "7 T=xp41

R" e esfera S" — {p}

Figura 2.3 — Representacdo da projecao estereografica.

P

/gp

=) 4
=

T (%)
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2.2 Compacidade e Conexidade de Espacos topologicos.

Um dos objetos de estudo da topologia sdo propriedades dos espacos que se preservam pelos
homeomorfismos, conhecidas como propriedades topoldgicas. Estudar essas propriedades é
essencial, visto que € uma forma imediata para separar espagos que nao sao homeomorfos.

Nesta sessao apresentaremos duas propriedades topoldgicas, conexidade e compacidade.

2.2.1 Compactos

A compacidade nos diz um pouco sobre a finitude e limitagdo de conjuntos. Afirmar que um
conjunto X é compacto constitui basicamente em, para qualquer familia de abertos dada, tal que
a unido desses abertos contém X, é possivel conseguir um nimero finito de abertos dessa familia
de modo que X ainda € subconjunto dessa unido. No espaco euclidiano R”, se um conjunto é
fechado e limitado entio esse conjunto é compacto. Mostrar que I = [0,1] e S! sdo compactos

sdo resultados importantes nesse trabalho.

Definicao 2.2.1. Dados um espago topoldgico (E, ) e um subconjunto A C E. Uma cobertura
aberta de A é uma familia (Ay ), ¢, de subconjuntos abertos de E tal que X C |y <1 Ay Dizemos
que essa cobertura é finita se L = {1, ..., A, }, ou seja, L é um conjunto finito.

Com isso, definimos que A é compacto quando, dada qualquer cobertura aberta (A ) cp de A,
€ possivel extrair um numero finito de abertos de A, de modo que a unido desses abertos seja

uma cobertura finita de A.
Exemplo 2.2.1. O conjunto R com a métrica usual ndo é compacto.

Demonstracdo. Considere (Ay),en tal que A, = (—n,n). Entdo (A,),cn é uma cobertura aberta
de R. Seja A um ndmero natural. Entdo |J,<; Ax =A) = (—4,14). Como R & A,, segue que

R nao é compacto. |

Exemplo 2.2.2 (Teorema de Borel-Lebesgue,((LIMA,2015), Capitulo 8, Teorema 3)). Seja
[a,b] C Uyer Ay, onde (Ay)jcr € uma familia de subconjuntos abertos da reta. Entdo existem
Aly..., Ay € L tais que [a,b] C Ay U...UAy,.

A partir do teorema de Borel-Lebesgue podemos concluir que todo subconjunto [a,b] C R fe-
chado é compacto. E mais, existe uma generalizacdo do teorema de Borel-Lebegue mostrando

que todo subconjunto fechado e limitado do R" é compacto.
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Agora mostraremos que imagem de um conjunto compacto por uma aplicagdo continua
ainda é compacta. Com este resultado podemos construir outros exemplos de espacos compac-

tos.

Proposicao 2.2.1. Sejam X um espago topologico compacto, f: X — Y uma aplicagdo conti-

nua. Entdo f(X) também é compacto.

Demonstragdo. Seja {V;};c; uma cobertura aberta de Y. Entdo f~!(V;) é uma cobertura aberta
de X. Como X é compacto, existe um conjunto finito J C L tal que X = J;; f~(V;). Como a
aplicacdo f: X — f(X) é sobrejetiva, segue que f(X) =U,c; Vi, ou seja, J;c; Vi € uma cobertura

aberta finita de f(X). Portanto, f(X) é compacto. |
Exemplo 2.2.3. A esfera S' é compacta.

Demonstragdo. Considere a aplicacio y: [0,1] — S! tal que y/(z) = ¢*™. Note que v é conti-

nua e o intervalo [0, 1] é compacto. Assim, pela Proposicdo 2.2.1temos que S' é compacta W

A compacidade nos fornece alguns resultados associados a conjuntos fechados que se-
rdo ferramentas uteis para resultados posteriores desse trabalho. Enunciaremos alguns desses

resultados a seguir:

Proposicao 2.2.2. Sejam E um espaco compacto e A C E um subconjunto fechado. Entdo A é

compacto.

7z

Demonstracdo. Seja (A;);c) uma cobertura aberta de A. Entdo (A;);cy UAC é um cobertura
aberta de E, que é um espaco compacto. Assim existe uma subcobertura aberta finita de E,
ou seja, E = AUA® = (A;, UA“)U...U(4;,) UAC, entdo G;, U...UG;, D A. E portanto, A é

compacto. |

Proposicao 2.2.3. Seja E uma espaco Hausdorff e A C E um subconjunto compacto. Entdo A

é fechado.

Demonstragdo. Tome p € A°. Para cada ponto x € A, existem abertos G, e H, tal que G,NH, =
@ de modo que x € Gy e p € Hy, pois E é Hausdorff. Tome (Gy),ca uma cobertura aberta de A.
Considere G = Gy, U...UGy, D A, entdao H = Hy, N...N Hy, € um aberto que contém p. Note
que H C A°. De fato, suponha por absurdo que H ¢ A°. Entdo existe x € H = Hy, N...N Hy, tal
que x ¢ A°. Logo x € A C Gy, U...UG,,. Absurdo, pois G, N Hy = &, para todo x € A. Logo,

A€ € aberto e portanto A é fechado. |
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2.2.2 Conexos.

De certo modo, podemos interpretar conexidade como um espago de uma Unica parte, ou seja,
ndo vao existir outros quaisquer conjuntos com certa caracteristica (abertos e disjuntos) tal que
a unido resultard no espaco inicial. Aqui, iremos apresentar o que é¢ uma desconexao pu cisdo,
e com isso definiremos espagos conexos.

Para entender o conceito de conexidade precisamos entender o que € cisdo.

Definicao 2.2.2. Uma cisdo de um espago topologico (E,T) é um par de abertos G e H ndo

vazios tal que GNH = & e GUH = E. Dizemos que a cisdo é trivial se G=J e H =E.

Todo espago admite a cisdo trivial. Se, além disso, admitir outra cisdo qualquer, dizemos

que é desconexo. Se nao, (E, T) é conexo.
Definicao 2.2.3. Um espago topoldgico (E,T) é conexo se admitir apenas a cisdo trivial.

Exemplo 2.2.4. Considere R o espaco topologico munido da topologia induzida pela norma
de R. Considere também o subespago topolégico R —{a}, para algum a € R. Entdo os abertos

(—o0,a) U (a,o0) formam uma cisdo de R — {a}.

Exemplo 2.2.5. Se A é um espago topologico discreto entdo todo subconjunto de A determina
uma cisdo.

De fato, observe que todo ponto a € A define um aberto, entdo, para qualquer B C A, temos
A=BU(A—B).

Exemplo 2.2.6. Sejam Q o conjunto dos racionais e ® = 1,618... o niimero de ouro. Tome

A={xeQx <P} eB={xcQ;x>D}. Assim, Q = AUB formam uma cisdo dos racionais.

Se BUC = A é uma cisdo do espaco topoldgico (A, T), entdo os conjuntos B e C sdo
abertos por defini¢do. E ainda, A = BU{A — B} ou seja, o conjunto C é complementar de
B, entdo B € fechado. E de modo analogo temos que C também € fechado. Desse modo,

conseguimos uma caracteriza¢ao equivalente para espagos conexos.

Proposicio 2.2.4. Um espago topolégico (E,T) é conexo se, e somente se, E e & sdo os tinicos

subconjuntos de E abertos e fechados ao mesmo tempo.
Exemplo 2.2.7. O espaco topolégico R munido da topologia co-finita é conexo.

Demonstrag¢do. Considere os abertos G =R —{ay,...,a,} e H=R—{by,...,b,}. Observe que

GNH =R —{ay,...,an,b1,....by} # &. Portanto, R é conexo. [ |
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Exemplo 2.2.8. ((LIMA,2015), Capitulo 4, exemplo 4) O espago topologico R munido da to-

pologia usual é conexo.

A proposicao abaixo é uma ferramenta para concluirmos que a conexidade € um invari-

ante topoldgico.

Proposicao 2.2.5. Um espago topologico E é desconexo se, e somente se, existe uma fungdo

f: E —{0,1} continua e sobrejetiva.

Demonstrag¢do. (=) Considere E = AUB uma cisdo e defina f: E — {0,1} como f(x) =0 se
x€Ae f(x) =1sexeB. Como A e B sao diferentes do vazio, entdo f € sobrejetiva. Agora ob-

serve que f1(2) =@, f1({0})=A, f'({1})=Be f'({0,1}) = E. Portanto, f é continua.

(<) Como f: E — {0, 1} é continua e sobrejetiva, os abertos A = f~1(0) e B= f~1(1)
ndo sdo vazios. Ainda, f~1({ON) N1 ({1 = 1{0n{1})=f(@)=oe f1({0,1}) =

E, entdo AU B = E formam uma cisdo nao trivial de E.

Proposicio 2.2.6. Se M é conexo e f: M — N ¢é continua, entdo o conjunto f(M) C N é conexo.

Demonstracdo. Suponha por absurdo que f(M) é desconexo. Entdo existe uma fungdo g: f(M) —
{0,1} continua e sobrejetiva. Considere f1: M — f(M) tal que f1(x) = f(x) para todo x € M.
Assim, f] é sobrejetiva e é continua, afinal f é continua. Portanto, a func¢éo go f;: M — {0,1}

¢ continua e sobrejetiva. Absurdo, pois M € conexo. |

E facil ver que conexidade € preservada por homeomorfismo, basta observar o seguinte:
se M é conexo e h: M — N é um homeomorfismo, segue direto da proposicao anterior que N é

CcOonexo.

Exemplo 2.2.9. Todo aberto (a,b) C R é conexo. Como vimos no Exemplo 2.2.8, temos que
R é um espaco conexo e, pelo Exemplo 2.1.10, sabemos que todo intervalo aberto (a,b) € R
é homeomorfo ao R. Logo, (a,b) é imagem do conexo R pelo homeomorfismo. Portanto, é

conexo.

Exemplo 2.2.10. A esfera S' é conexa pois, como vimos no exemplo 2.1.9, a aplicacdo y: R —

S! tal que y(t) = e*™" é continua e pelo Exemplo 2.2.8, o espago R é conexo.

Agora, iremos apresentar um caso especifico de conexidade de um modo um pouco mais

intuitivo usando aplicacdes continuas. Entenderemos que um conjunto € conexo por caminhos
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se conseguirmos “ligar” quaisquer dois pontos desse espago de forma continua. Isso nos levara
ao conceito de conexos por caminhos.

Neste trabalho, definiremos um caminho como uma aplicagdo continua o : I — X onde
I=10,1] C R e X é um espago topoldgico qualquer. Dizemos que a(0) =a € X é o ponto
inicial e o(1) = b o ponto final do caminho que “liga” a até b. E, se a = b dizemos entdo que o
caminho é fechado.

Figura 2.4 — Representacdo de um caminho em um espago topoldgico.

X a(1)

a(o)

Definicao 2.2.4. Dizemos que um espaco topolégico E é conexo por caminhos se, para quais-

quer a,b € E existe um caminho o.: [ — E tal que a(0) =a e o(1) = b.
Proposicao 2.2.7. Se um espaco topologico E é conexo por caminhos, entdo E é conexo.

Demonstragdo. Suponha por absurdo que M = AU B € uma cisdo ndo trivial para o espaco
topoldgico E. Tome a € A e b € B, por hipétese, existe um caminho o : [0,1] — M tal que
a(0)=aea(l)=b.Entio [0,1]=a~'(M)=a ' (A)Ua"'(B)comOc a!(a)el=a"'(b)

defini uma ciséo do intervalo [0, 1]. Absurdo, pois [0, 1] é conexo. Portanto, E é conexo. |

A imagem de um conjunto conexo por caminhos por uma aplicacdo continua € conexa por

caminhos.

Proposicao 2.2.8. Sejam M um conjunto conexo por caminhos e f: M — N uma aplica¢do

continua. Entdo f(M) =N CY é conexa por caminhos.

Demonstragdo. o: I — X um caminho em M. Considere @’ = f~'(a) e Ne b' = f~1(b) €N.
Como a composicao de aplicacdes continuas ainda € continua, temos que foa: I — N € um

caminho em N. Portanto, N € conexo por caminhos. [ |
Exemplo 2.2.11. Todo intervalo (a,b) € R é conexo por caminhos.

Demonstrag¢do. Para quaisquer x,y € (a,b), basta tomar o caminho que representa o segmento

de reta do ponto x até y, ou seja, p: [ — (a,b) tal que p(t) = (1 —1)(x) +1y. |
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Analogamente, conseguimos mostrar que qualquer intervalo [a,b] C R também é conexo por

caminhos.

Exemplo 2.2.12. A esfera S' é conexa por caminhos. De fato, pois I é conexo por caminhos e

v: 1 — S comy(t) =e" é continua.

Desse modo concluimos que a reta R é conexa por caminhos, visto que, pelo Exemplo 2.2.10,
R é homeomorfo a qualquer intervalo (a,b) € R.

Assim como a compacidade, a conexidade de conjuntos também € uma ferramenta para
separacdo de espacos ndo homeomorfos. Se considerarmos M e N espacos topoldgicos tal que
M € conexo e N desconexo, € trivial mostrar que esses espacos nao sdo homeomorfos. Para
além, como mostrar que dois espagos conexos ndo sao homeomorfos ? Por exemplo, serd que
o intervalo (a,b) é homeomorfo a [c,d) ? Ambos sdo conexos, entretanto [c,d) — {c} ainda
¢ conexo. Se existir o homeomorfismo % : [c,d) — (a,b) entre esses conjuntos, & induz um
homeomorfismo entre (c,d) e o espago (a,b) — h(c) = (a,h(c)) U (h(c),b) que é desconexo,
caracterizando um absurdo. Ainda com essa técnica, podemos mostrar que nenhum intervalo
da reta é homeomorfo a S', visto que sempre é possivel tornar um intervalo desconexo, basta
retirar um ponto p de forma conveniente. Entretanto, retirando um ponto qualquer da ' ainda

temos um conjunto conexo.

2.2.3 Topologia Quociente e o Espaco Projetivo RIP".

Para construir o espago projetivo RPP" precisamos definir um tipo de topologia construida a

partir de uma aplicacdo sobrejetiva, a topologia quociente.

Proposicao 2.2.9. Suponha que (X, T) é um espago topoldgico, Y um espago qualquere f: X —
Y é uma aplicagdo sobrejetiva. Podemos definir uma topologia Ty em'Y por meio da aplica¢do
f da seguinte forma:

={vcy;f\(v)er}.

Demonstracdo. E evidente que os conjuntos &,Y € 7. Agora tome Vi, ...,V, € 7r. Entdo
Ffvin..nvy) = 1(vi)n..n f~1(V,) € 7 pois a intersegio finita de abertos de T ainda
pertence a 7, assim Vi N...NV,, € Ty Também, se ) ., V) € uma reunido arbitrdria de elementos
de 77, temos £~ (Uaer Va) = Uper £~ 1(V2) € 7 pois a unido de abertos de T ainda pertencem
art. |
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Definicdo 2.2.5. A topologia Ty é uma topologia sobre Y a qual chamamos de Topologia quo-

ciente induzida por f.

Observacao: Se Y possui a topologia quociente induzida pela aplicagdo f entdo, necessaria-
mente, f € continua.

Agora vamos definir o espago projetivo RPP” por meio de uma relagdo de equivaléncia
na esfera S".

Considere S" a esfera n-dimensional e defina a relagao “~” da seguinte forma: dados
x,ye S temos que x ~y <= x = —)y.
E possivel mostrar que a relagio “ ~” define uma relacio de equivaléncia. Assim, o conjunto
quociente 5= = {{x, —x} = [x];x € §"} é denominado espaco projetivo, cuja notacio é RP".
Além disso, podemos atribuir ao espaco projetivo RPP” uma topologia quociente induzida por
uma aplica¢do continua, € com isso, obtemos um espago topoldgico, como mostra o exemplo a

seguir:

Exemplo 2.2.13. O espaco projetivo RP" munido pela topologia quociente induzida pela apli-

cagdo sobrejetiva w: S" — RP" tal que m(x) = {x,—x} é um espaco topoldgico.

Note que o RP" possui as propriedades de conexidade e compacidade, visto que é imagem por

uma aplicagdo continua da esfera §” e esta é conexa e compacta.

Teorema 2.2.1 ((Kosniowski, 1980), Capitulo 5, Teorema 5.2). Seja w: X — Y uma aplicacdo
sobrejetora e suponha que Y tenha a topologia quociente com respeito a ©. Uma aplica¢do

g:Y — ZdeY para o espago topologico Z é continua se, e somente se, o Tt é continua.

O resultado acima € conhecido como propriedade universal das aplicacdes quocientes.

Exemplo 2.2.14. O espaco projetivo RP! ¢ homeomorfo a S'.
De fato, considere a aplicacéo f: S' — S', definida por f(z) = z°.

. . ~ . . . i 0
i) Aaplicacdo f é sobrejetora, pois dadow = e® € S', tome 7 = ¢'2 e teremos f(z) =z7> = w.

ii) Temos f(z) = f(2') se, e somente se, z =7 ou z = —z. Com efeito, se 7= ¢'% e 7 = €'*,

teremos 72 = (Z/ )2 se, e somente se, 20 =20+ 27n, para algumn € Z.. Assim, 0 = o+ 7n.

Logo 7 = el® = eilatmn) — pintny oude o™ — 1 oy —1.
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Defina f: RP! — S', como f([z]) = f(z). A aplicacdo f, estd bem definida e é injetora.
Isto segue de ii), pois f(z) = f(Z') quando 7 = z ou 7 = —z, em outra palavras, f([z]) = f([Z])
se, e somente se, 7] = [7/].

Considere o diagrama

onde q: S' — RP! é a projecdo canonica q(z) = [z). O diagrama é comutativo, isto é, foq = f.
Segue do Teorema (2.2.1) que f é continua, pois f é continua.
Como f ¢ sobrejetora, segue que f é sobrejetora. Assim f é uma bijecdo continua, onde

RP' ¢ um espaco compacto e S é um espaco Hausdorff, logo f é um homeomorfismo.
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3 HOMOTOPIA.

A principal ideia do conceito de homotopia pode ser entendida como uma aplicagdo que des-
creve a a¢do de deformar um espago topolégico em um outro de maneira continua, sendo que em
cada instante de tempo entre essa transformacao, teremos estdgios parciais dessa deformacao.
Esse conceito é extremamente importante pois nos permitird construir o Grupo Fundamental de
uma espago topoldgico no capitulo 4.

Afirmar que espacos topoldgicos sao homotdpicamente equivalentes ¢ uma forma mais geral
de classificar os espacos, ou seja, neste caso, espacos homeomorfos serdo homotépicos mas,

espacos nao homeomorfos podem ser homotdpicamente equivalentes.

3.1 Aplicacoes Homotopicas.

Sejam X,Y espagos topoldgicos e f,g: X — Y aplicagdes continuas. Dizemos que a aplicacao

f € homot6pica a g se existir uma aplica¢ao continua H: X x I — Y tal que

H(x,0) = f(x),

H(x,1) = g(x),

para todo x € X. Denominamos a aplicacdo H por homotopia entre f e g cuja notacdo serd
H: f ~ g ousimplesmente f ~ g.

Dar a homotopia H é o mesmo que a definir uma “familia continua a um parametro” de
aplicagdes de X em Y, (H; ), onde Hy(x) := H(x,t), para todo (x,7) € X x I. A “continuidade

da familia” significa, neste caso que, para cada ¢ dado, (x,#) — H;(x) é continua.

Exemplo 3.1.1. Duas aplicacdes contantes f,g: X — Y tal que f(x) = p e g(x) = q para todo
x € X sdo homotdpicas se, e somente se, p e q pertencem a mesma componente conexa por
caminhos.

De fato, observe que se p e q pertencem a mesma componente conexa, tome o caminho
o: I —Y comegcando em p e terminando em q. Defina H : X x I — Y tal que H(x,t) = o(t)
para todo (x,t) € X x 1. Logo, H é uma homotopia. Agora, suponhamos que H seja uma
homotopia entre as aplicacoes [ e g e fixe um ponto arbitrdrio xo € X. Considere o.: [ — Y tal
que o(t) = H(xg,t). Assim, &(0) = H(x9,0) = p = f(x0) e a(1) = H(xo,1) = ¢ = g(x0) é um

caminho que liga o ponto p ao ponto q.
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Exemplo 3.1.2. Sejam Y um subconjunto de um espaco vetorial normado e f,g: X — Y apli-
cagoes continuas no qual X é um espago topologico qualquer. Suponha que, para todo x € X,
o segmento de reta [f(x),g(x)] = {(1—1)(f(x))+1(g(x)); t €[0,1]} estd contido em Y. Entdo,
as aplicagoes f e g sdo homotopicas.

De fato, defina H: X xI — Y tal que H(x,t) = (1 —1)(f(x)) +1(g(x)). Note que (H;);cs é
continua (Exemplo 10), H(x,0) = (1 —=0)(f(x))4+0.(g(x)) = f(x) e H(x,1) = (1= 1)(f(x)) +
1(g(x)) = g(x). Logo f e g sdo aplicagbes homotdpicas.

Esse tipo de homotopia é conhecido como homotopia linear. Fixar um ponto x € X e variar t no
intervalo [0, 1] significa que o ponto H(x,t) percorre o segmento de reta que liga o ponto f(x)

a g(x) e a velocidade é constante.

Exemplo 3.1.3. Seja S" C R"™! g esfera unitdria e X um espaco topolégico. Dadas f,g: X —
S" aplicagdes continuas. Se f(x) # —g(x) para todo x € Xentdo f é homotdpica a g.
Observe que (1 —1)(f(x)) +1tg(x) # 0, para todo x € X e t € I, pois as aplica¢des ndo sdo

antipodas, isto é, ndo existe x € X tal que f(x) = —g(x). Assim, a aplicagdo H: X x I — S"

=) i(el
com H(x,1) = 1=t/ (s

[0, 1] faz com que H(x,t) defina o arco de circulo entre f(x) e g(x).

g%| define uma homotopia entre f e g. Parat variando no intervalo

A partir das homotopias, conseguiremos separar todas as aplicagdes continuas do espaco
topoldgico X no espaco Y em um conjunto de classes de equivaléncia de modo que aplicacdes

homotdpicas pertencerdo a mesma classe.

Proposicao 3.1.1. Sejam X ,Y espacos topologicos. A relacdo de homotopia, f ~ g define uma

relagcdo de equivaléncia no conjunto das aplica¢oes continuas de X emY .

Demonstracdo. Reflexiva. Dada qualquer aplicagcdo continua f: X — Y a aplicacdo H: X X

I —Y tal que H(x,t) = f(x) define uma homotopia de f em f. Portanto f ~ f.
Simétrica. Tome H: X x I — Y ahomotopia entre f e g e defina a aplicagdo K: X x I —
Y por K(x,t) = H(x,1 —1t). Observe que K(x,0) = H(x,1) = g(x) e K(x,1) = H(x,0) = f(x).

Portanto K define a homotopia entre as aplicacdes g e f.

Transitiva. Considere as homotopias H: f~ge K: g~ h. DefinaL: X xI —Y com
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A continuidade de L ¢ justificada pelo Lema da Colagem 2.1.3 e, além disso, L(x,0) =
H(x,0) = f(x) e L(x,1) = K(x, 1) = h(x). Portanto, as aplicacdes f e h sdo homot6picas. Com

isso mostramos que, de fato, a relacdo de homotopia f ~ g € uma relacdo de equivaléncia. W

As classes de equivaléncias formadas pela relacdo de homotopia sdo chamadas de clas-
ses de homotopia de uma aplicacéo f: X — Y, e é denotada por [f]. A préxima proposi¢do
ird nos mostrar que, assim como a continuidade de funcgdes € preservada pela composicao, a

composicao de aplicacdes homotdpicas também serd homotdpica.

Proposicao 3.1.2. Sejam f,f': X —Y e g, g : Y — Z aplicagées continuas. Se f ~ ' eg~ g

entdogof~gof.

Demonstragcdo. Considere H: X x I — Y a homotopiaentre f e ge K: Y X I — Z a homotopia
entre g e h. Defina a aplicagdo L: X x I — Z tal que L(x,7) = K(H (x,t),t). Assim, L(x,0) =
K(H(x,0),0) = K(f(x),0) =g(f(x)) =gofe L(x,1) =K(H(x,1),1) =K(f"(x),1) = g'(f'(x))

g o f'. Portanto, L € uma homotopia entre go f e g’ o f'. [ |

Também podemos classificar espacos topoldgicos a partir das homotopias. Essa classi-
ficacdo € uma forma mais generalizada que, por exemplo, a classe dos homeomorfismos, visto
que espagos ndo homeomorfos poderdo pertencer a mesma classe. Neste sentido, espacos serdo

homotdpicamente equivalentes se possuirem o mesmo tipo de homotopia.

Definicao 3.1.1. Dizemos que uma aplicacdo continua f: X — Y é uma equivaléncia homoto-
pica se existe uma aplicag¢do continua g: Y — X tal que go f ~ Idy e fog ~1d,. Neste caso,
g é dito inverso homotopico de f e que os espacos X e Y possuem o mesmo tipo de homotopia

e denotamos X =Y.

Evidentemente, todo homeomorfismo f é uma equivaléncia homotdpica, cujo o inverso
homotdpico serd a aplicacdo inversa f~!. Entretanto, a reciproca nio é verdadeira, como vere-

mos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.1.4. Seja D> = {x € R?;|x| < 1}. Entdo D> — {(0,0)} possui o mesmo tipo de
homotopia que a esfera S' De fato, considere as aplicacdes f: D* — (0,0) — S', dada por
flx) = Hi_l\ ei: S' — D?>—{(0,0)} a inclusdo natural. Por um lado, foi(x) = x = Idg (x),
para todo x € S'. Por outro, a homotopia H: D*> —{(0,0)} x I — D?> —{(0,0)}, definida por
H(x,t) =tx+ (1 —I)ﬁ, mostra que io f >~ ldpy_ () (%)-
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Vale ressaltar que os espacos citados ndo sdo homeomorfos. Isto significa que a clas-
sificacdo de espacos a partir de equivaléncias homotopicas é mais geral quando comparada a

classificacdo por homeomorfismos.

3.2 Espacos Contrateis

Definicao 3.2.1. Um espaco topolégico X é dito contrdtil é homotopicamente equivalente a um

ponto.

Proposicao 3.2.1. Um espaco topologico X é contrdtil se, e somente se, a aplicacdo identidade

d: X — X com Id(x) = x é homotdpica a uma aplicagdo contante.

Demonstragdo. Considere f: X — {p} uma equivaléncia homotdpicae g: {p} — X é ainversa
homotépica de f entdo go f ~ Id,. Observe que X — {p} — X é constante. Reciprocamente,
se a aplicacdo Id € homotdpica a uma constante, entdo Id o p = Id, e pold = Id,, portanto,

uma equivaléncia homotdpica. |

Proposicao 3.2.2. Se X ouY é contrdtil, entdo toda aplicagdo continua f: X —Y é homotdpica

a uma aplicagdo constante.

Demonstragcdo. Se X é contratil e H: X x I — X uma homotopia entre a identidade Idx e
uma aplicagcdo constante, entdo para qualquer aplica¢do continua f: X — Y, a aplicagdo f o
H: X xI — Y serd uma homotopia entre a aplicacdo f e uma constante. Agora, se Y for
contrétil e K: Y x I — Y for uma homotopia entre a identidade /dy e uma aplicacao constante,
entdo a aplicagdo L: X x I — Y com L(x,t) = K(f(x),t) é uma homotopia entre f: X — Y e

uma aplicacdo constante. De fato, considerando p: X — Y com p(x) = yp, temos L(x,0) =

K(f(x),0) = f(x) e L(x,1) = K(f(x),1) = p(x) = yo. u

Corolario 3.2.1. Se X é contrdtil e Y ¢ conexo por caminhos entdo quaisquer duas aplicacoes
continuas f,g: X — Y sdo homotopicas. Se Y é contrdtil, independentemente de X, f,g: X =Y

sempre serdo homotopicas.

3.3 Homotopia de Pares e Homotopia Relativa.

Dizemos que (X,A) é um par de espacos topoldgicos quando X é um espaco topoldgico e A

¢ um subespago topoldgico de X. Se considerarmos os pares de espagos topoldgicos (X,A) e
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(Y,B), uma aplicagdo continua f: (X,A) — (Y, B) é uma aplicacdo continua f: X — Y de modo

que f(A) C B.

Definicao 3.3.1. Dadas as aplicagcdes continuas f,g: (X,A) — (Y,B). Uma homotopia de
pares entre f e g é uma aplicagdo continua H: (X x I,A xI) — (Y,B) tal que H(x,0) = f(x) e
H(x,1) =g(x) para todo x € X e H;(A) C B paratodot € I.

Observacdo: Quando o subespaco B for contritil, a aplicacdo H;(A) é sempre constante.

Além disso, podemos definir homotopias em relagdo a um subespaco topoldgico.

Definicao 3.3.2. Dadas as aplicacoes continuas f,g: X — Y, dizemos que f é homotopica
a g relativamente a um subespaco A C X quando existe uma homotopia H: f ~ g tal que

H(x,t) = f(x) = g(x) para todo x € A.

O conceito de homotopia de pares e homotopia relativa serd usado posteriormente quando

formos definir os elementos do grupo fundamental.
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4 O GRUPO FUNDAMENTAL.

Um dos primeiros exemplos de invariantes topoldgicos estudados € o Grupo Fundamental, que
associa cada espaco topolégico conexo por caminhos a uma estrutura algébrica de grupo.

Construimos o grupo fundamental de um espaco topoldgico a partir do conjunto das
classes de homotopia de caminhos fechados nesse espaco. Uma das demonstragdes para o
caso bidimensional do Teorema de Borsuk-Ulam, que apresentaremos no Capitulo 5, serd feita
usando o Grupo Fundamental.

Neste capitulo apresentaremos o que é homotopia de caminhos fechados e algumas pro-
priedades. Em seguida mostraremos que o conjunto das classes de homotopia desses caminhos

munido da operacao justaposi¢do constitui de fato uma estrutura algébrica de grupo.

4.1 Homotopia de Caminhos.

A partir de agora iremos considerar um caso particular de homotopia, que sd@o as homotopias
de caminhos. Intuitivamente, dois caminhos sdo homotdpicos se conseguimos deformar um no

outro.

Definicao 4.1.1. Sejam o, B: I — X caminhos tais que o.(1) = B(0) Uma homotopia entre os

caminhos o, B é uma aplicagdo continua H: I x I — X tal que

H(s,0) = afs),
H(s,1) = B(s),
H(0,r) = a(0)=p(0),
H(l,r) = al)=p(1),

para quaisquer s,t € 1.

Podemos ainda, restringir esses caminhos aos caminhos fechados. Um caminho «: I —
X é dito caminho fechado, quando a(0) = (1) = x; € X, ou seja, o ponto inicial e final do

caminho coincidem.
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Figura 4.1 — Representacdo de uma homotopia de caminhos.

-

H:IxI-X

H(0,t)

v

H(1,t)

W/

u

Definicao 4.1.2. Dizemos que caminhos fechados o, B : I — X sdo homotdpicos quando existe

uma aplicagcdo continua H : I x I — X tal que

Figura 4.2 — Representac¢do de uma homotopia de caminhos fechados.

(0.1

ye

(1, n

IxI

(0,0

A 4

b

(1,0

Note que, neste caso, a homotopia de caminhos fechados € uma homotopia relativo ao

conjunto {0, 1} C I, isto é, em cada estdgio da homotopia os extremos dos caminhos permane-

cem fixados.

Como qualquer caminho € um caso especifico de aplicagdo continua, obviamente a re-

lacdo de equivaléncia definida pelas homotopias se mantém, e neste caso, cada classe de homo-

topia de caminhos serd denotado por [a] de forma que todos os caminhos que pertecem a classe

[a] sdo homotdpicos.
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Duas classes de caminnhos que podemos ressaltar sdo os caminhos contantes e o cami-
nho inverso. Basicamente, um caminho é constante quando sua imagem € apenas um ponto. Se

o é um caminho que liga o ponto a ao b, entdo o caminho inverso de ¢ ligara o ponto b ao a.

Definiciio 4.1.3. Seja o: [ — X um caminho. Dizemos que a~': I — X é o caminho inverso
de o quando o= (s) = a(1 —s) paratodo s € I. Agora, se o(s) =xo € X para todo s € I, entdo

dizemos que o é um caminho constante em x.

Figura 4.3 — Representag¢do de um caminho inverso.

Iremos denotar a classe dos caminhos contantes e a classe dos caminhos inversos como
[ex] e [~ !] respectivamente.

Podemos construir uma operacao entre um tipo especifico de caminhos em X . Operar
dois caminhos significa “juntd-los” de forma que possa gerar um terceiro. Esta operacdo serd

denominada operacdo produto ou justaposi¢ao.

Definicao 4.1.4. Sejam o, : I — X caminhos em um espaco topolégico X de modo que o ponto
final de o coincide com o ponto inicial de B. Definiremos a operacdo produto o, B como sendo

a justaposi¢do do caminho o com o caminho . Assim, definimos o 3 : I — X tal que:

IN
IN

B[ —

o(2s), se 0<s

o Bs) =

B(2s—1), se %Ss

IA

Podemos omitir o simbolo * e denotar a justaposicdo do caminho & com o caminho 3 apenas
por af3. Vale ressaltar que dois caminhos s6 podem ser operados se o final de um coincidir com
o inicio do outro.

As proposigdes 1, 2 e 3 mostradas a seguir sdo validas para caminhos que coincidem
no ponto final, ou seja, podem ser justapostos. A seguir, mostraremos algumas propriedades da

operacao justaposi¢ao.
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Figura 4.4 — Representacdo de um caminho justaposto.

o alt) = Bo)

al)

B

Proposic¢io 4.1.1. Sejam X um espago topoldgico e oo, o', B, B’ : I — X caminhos fechados em

X. Sea=aeB=p entdioaB=ap ea = (o).

Demonstracdo. Considere H,K: I x I — X as homotopias entre ot e o’ € B e 8, respectiva-

H(s,1) se 0<s<i,
mente. Defina L: I x I — X tal que L(s,t) =

K(2s—1,t) se % <s<

Note que L estd bem definida pois, K(1,7) = K(0,7) = o(1) = B(0) para todo ,7 € X.

Pelo Lema da Colagem 2.1.3, L é continua, pois L|([0,3] x I) e L|([3,1] x I) sdo aplicagdes
continuas. Portanto, mostramos que L define uma homotopia entre os caminhos a8 e o/f’.

Como o~ !(s) = a(1 —s), se construirmos a uma aplicacio G: I x I — X de modo que G(s,t) =

H(1 —s,t) temos que G é uma homotopia entre os caminhos o' e (o)~ 1. [
Proposicao 4.1.2. Sejam a, B,v: I — X caminhos tais que a(0) =x,0(1) =y=(0) e B(1) =
7(0),ex € ey 0s caminhos constantes sobre x e y respectivamente. Temos entdo:

1

a) ao ' ~eea o~ ey.

b) oey,~ o~ exq.

c) (aB)y~a(By)

Demonstracdo. a)

Primeiro vamos mostrar que ot~ ' = e,. Para isso, defina a homotopia H: I x I — X tal que:
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His.) = o (2ts), s€[0,3]

a(2t(1—s)), s€[z1].
Para s = J temos a(2st) = a(t) = a(2t(1 —s)), logo H estd bem definida e ¢ continua pelo
Lema da Colagem 2.1.3. Além disso,
H(s,0) = a(0) =x=ex(s)
o(2s), s€[0,4],
H(s,1) = 2
a2(l—s)=a'(2s—1), se3,1]
H(0,t)=H(1,1) = a(0) =x
Entdo H(s,1) = aa~'(s), para todo s € 1. Portanto, e, ~ o™,
Agora considere a aplicacdo H: I x I — X definida por:
-1 1
o~ (2ts), s € [0, 5]
H(s,t) = ?
o l(2t(1—s)), se[31].

Para s = 3 temos a~ ! (2st) = o~ (1) = a~!(2t(1 —5s)), logo H estd bem definida e é continua

pelo Lema da Colagem. Além disso,
2s), s € [0,1],

Entdo H(s,1) = (a~'a)(s), para todo s € I. Portanto, e, ~ o~ .

b)Vamos mostrar que & =~ oe,.

Considere H: I x I — X definida por:

a(%), sel0,%]

X, s € [32,1].

Note que, para s = 25! temos (52 ) = a(1) = y. Entdo, H estd bem definida. E, pelo Lema

da Colagem, H ¢é continua. Além disso,
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Figura 4.5 — Representacdo da homotopia H: o >~ ¢te,.

Q
b=
>

o(s) sel0,1],
H(s,0) = = oi(s), paratodo s € I.

X, s=1,

(

a(2s), sel0,1],
o1y = 49 s€0]

X1y s=1,

\

(

o(2s) s€10,3],

ex(2s—1), se[3,1],

\

Entdo H(s,1) = aex(s), para todo s € 1.

Portanto, o >~ e, ou seja, e, é o elemento neutro a direita da operagdo justaposicao.

De modo andlogo, mostraremos que o =~ ey * O.

Figura 4.6 — Representagdo da homotopia H: ot ~ e, Q.

Q
b=
>
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Considere a aplicacdo H: I x I — X definida por:

Yo, NS [Oa%L

a(=3), se 5]

Para s = £, temos y; = a(0) = a’=%

. Portanto H estd bem definida e € continua também pelo
lema da colagem. Além disso,
Y1, S = 07

H(s,0) = = a(s), paratodo s € I.
€ 1[0,1],

{ S—l SE[Q,I],
{eyo (2s), s € [0,4],

25—1), se[i1].

Entdo H(s,0) = (ey, * ¢t)(s).

Logo H(0,t) =yo e H(1,t) = a(1). Portanto, & ~ e, , ou seja, ey, € neutro a esquerda.
¢) Inicialmente descreveremos o caminho (¢ (f7y)): I — X como:

.

2s), 0,4

(B =4 A vel0d
| Br)es—1), seld]
o(2s), s € [0, %]

=\ B(4s—-2), 36[274]
ky(4s—3), s€[3,1].

E de modo andlogo descreveremos ((¢f3)y): I — X como:

( 2s), S 0,l
(apyp)is) = PP el
(v(2s—1), sel31]

a(4s), s€[0,1]
=1B@s—1), se[f3]

y(2s—1), se[b1].
\
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Assim, iremos determinar H : I x I — X como a homotopia H: ((af8)y) ~ (a(B7y)) da seguinte

forma:

H(s,t)

t—4s+2 )
=2 P
Figura 4.7 — Representacdo da associacdo de caminhos homotépicos.

4_4;_,;,
<

-
— -
™

)=o(l)=x; =p(0) =B(4s—1—1).

Observe que, para s = % temos, Oc(li—s1
42 temos, B(4s—1—1) = B(1) = xo = ¥(0)
Portanto, a aplicacdo H estd bem definida e, pelo lema da cologem, é continua. Ainda,

E para s = ==

= ((aB)y)(s), paratodo s € I.

\

E também,

H(s,1)
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s 1
= o(2s), s€10.2) = (a(By)), paratodo s € [

(BY(2s—1), selz1]
Além disso, H(0,¢) = a(0) e H(1,1) = y(1).

Portanto, H define uma homotopia entre os caminhos () xye o (B xy). |

4.2 Grupo Fundamental

Nesta secdo iremos definir o conceito de Grupo Fundamental de um espago topoldgico. A
Proposicio 4.1.2 da secdo anterior permite concluir que o conjunto das classes de homotopia
dos caminhos (com extremos fixos) constitui 0 que chamamos de Grupdide Fundamental de
X, isto €, nos permite definir uma operacdo bem definida, a de justaposi¢cdo de caminhos, no
conjunto das classes de homotopia.

A partir de agora, iremos considerar o par (X,xp) no qual X é o espaco topoldgico e
xo um ponto fixo de X que serd chamado de ponto bdsico. Os caminhos fechados de (X,xp)
serdo os caminhos fechados com ponto base em x( e neste caso, as homotopias serdo relativas
a {0,1} C I, isto é, em cada estdgio da homotopia teremos caminhos fechados com extremos
(ponto inicial e final) fixo em xy. Com isso, no conjunto das classes de homotopia dos caminhos
fechados em (X, xp) definiremos uma estrutura algébrica de grupo.

De fato, dados [a], [B] classes de homotopia de caminhos fechado em (X, xg), definimos

a operacao justaposi¢ao(multiplica¢do) de classes como:

[a][B] := [a+ B].

Note que o * 3 é ainda um caminho fechado em X com ponto base x(. Segue da Propo-
sicdo 4.1.1 que a operagdo estd bem definida, isto é, ndo depende dos representantes das classes.
Pela Proposi¢do 4.1.2, vemos que esta operagao verifica todos os axiomas para uma estrutura
de grupo. Com efeito, o item a) da Proposi¢do 4.1.2, mostra que a classe [~ !] é o elemento
inverso da classe [@]. O item b) da Proposi¢do 4.1.2, mostra que a classe [ey,] serd o elemento
neutro da operagdo. Por fim, o item ¢) da Proposi¢do 4.1.2, mostra que a operagdo justaposi¢ao

de classes € associativa.

Definicao 4.2.1. Sejam X um espaco topologico e xo um ponto fixo em X. O conjunto das

classes de homotopia de caminhos fechados com base em xy munido da operacdo justaposicdo
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define uma estrutura algébrica de grupo. Esse grupo é nomeado como grupo fundamental de

X cuja notagdo é I11 (X, xq) no qual xq é dito o ponto bdsico de X.

Veremos adiante que calcular o grupo fundamental dos espacgos topoldgicos é mais uma
forma de classifica-los pois, se dois espacos ndo sao homeomorfos entdo seus respectivos grupos
fundamentais nao serdo isomorfos.

O teorema a seguir, especificamente o coroldrio, nos dard um informacdo extramente
importante: independente do ponto basico escolhido para construir as classes de caminhos fe-

chados, sempre teremos a unicidade do grupo fundamental do espaco a menos de isomorfismo.

Teorema 4.2.1. Se x( e x| pertencem a mesma componente conexa por caminhos de um espago
X entdo 111 (X,x1) e 11} (X, x1) sdo isomorfos. Mais precisamente, cada classe [y| de homotopia
de caminho que ligam xq a x| induz um isomorfismo y: I11(X,x1) — Iy (X, x0) dado por y(a) =

yay .

Demonstracdo. Seja [y] uma classe de homotopia de caminhos que ligam o ponto xg a x;. Se
[a] € 11 (X, x1) entdo [y][a][y]~! € T} (X,xo). Considere a aplicacio ¥: IT;(X,x;) — IT; (X, xp)
definida por ¥([e]) = [y][@][y)~". Note que [y][(aeB)][y]™" = ([yay "])([yBy~"]). Portanto,
7 é um homomorfismo. Tome ¥(a) = 7(B). Entio [yay '] = [yBy '] = [y lyay '] =
[y By 1= ey 1= [By '] = [ay '¥By 'yl = [&] = [B], ou seja, o homomorfismo ¢
injetivo. Agora tome [o] € IT;(X,x;), no contradominio da aplicagio 7. Considere [yay~'].
Note que [yay~!] = 7(a) € II;(X,x;). Portanto, 7 é sobrejetora e consequentemente um iso-

morfismo. [ |

Corolario 4.2.1. Se X é um espaco topoldgico conexo por caminhos entdo , para quaisquer

pontos bdsicos xo,x1 € X, seus respectivos grupos fundamentais sdo isomorfos.

4.3 Homomorfismo Induzido.

A partir de uma aplicacio continua p: X — Y entre dois espacos topolégicos conexos por ca-

minhos, podemos induzir um homomorfismo entre os grupos fundamentais de X e Y,

P« 11 (X, x0) = I11 (Y, y0) com p.(yo) = Xo
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que é definido por p.([a]) = [po a]. Note que se o ,0 € [@] entdo foo = fod, ou seja, a
aplicagdo esta bem definida. Além disso, p.([af]) = [po (aB)] = [po &][po B]. Portanto, a
aplicacdo p, é um homomorfismo.

Se Id: X — X ¢ a aplicagdo identidade, chamamos Id, : IT;(X,xp) — I1;(X,xp) de homomor-
fismo identidade.

Além disso, dadas as aplicagdes continuas p: X — Y e g: Y — Z temos os homomorfismos
induzidos f,: IT;(X,x0) — I11(Y,y0) € g«: I11(Y,y0)I11(Z,z0) conseguimos induzir o homo-
morfismo da composicdo go f sendo (go f). = g« o fi: II1(X,x0) — 11 (Y, yp).

Teorema 4.3.1. ((LIMA,2012), Capitulo 2, Coroldrio 3) Sejam f,g: X — Y aplicagbes con-
tinuas homotdpicas. Entdo os homomorfismos fi: 111 (X,xo) — I11(Y,y0) € g« I} (X,x1) —
I, (Y,y1) com yy = f(x0) e y1 = f(x1) sdo relacionados por f,, = Yo g no qual y é um isomor-

fismo y: 11 (X, x1) — I1{ (X, x0) definido por 7 = yary™'.

Corolario 4.3.1. Se dois espacos topologicos X,Y sdo conexos por caminhos e tém o mesmo

tipo de homotopia entdo seus grupos fundamentais sdo isomorfos.

Demonstragdo. Considere as aplicagdes continuas f: X —Y e g: Y — X tais que go f ~ Idy
e fog~Idy. Considere xo um ponto basico em X, f(x9) = yo,x1 = g(yo) € y1 = f(x1). Sejam
fo T (X, x0) = I (Y, y0), £l TI1(X,x1) = I (Y, y1) e g«: TI{ (Y, y0) — IT; (X, x;) homomor-
fismos induzidos por f e g, respectivamente. Assim, pelo teorema anterior, podemos concluir
que g« o fy =7: I} (X,x0) — IT; (X, x;) no qual 7 é o isomorfismo a partir da classe de homoto-
pia [y] de um caminho fechado em X que liga x| a xo. De modo andlogo, a partir da homotopia
fog = Idy, temos que a aplicagio &: IT;(Y,y) — IT;(X,xp) é um isomorfismo de conjuga-
¢do pela classe de homotopia [§] de um caminho em Y que liga y; a yo. A partir das relagdes

anteriores podemos construir o seguinte diagrama comutativo:

5
Hl (X,.X()) — Hl (Yvy())

.

Hl(X,Xl) T}HI(YJ)I)

De g, o f° = 7 podemos concluir que g, é sobrejetivo. E mais, a partir e f! o g, = § concluimos
que g, é injetivo. Logo, g é um isomorfismo e portanto f° e f! também sdo isomorfismo. Em

particular, IT; (X,xo) ~ IT; (Y, yo). [
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Com isso, ganhamos uma maneira particularmente interessante de saber se dois espagos
(conexos por caminhos) sio homeomorfos ou ndo: basta encontrar o grupo fundamental de cada

um. Se eles ndo forem isomorfos, entdo garantimos que 0s espagos nao sao homeomorfos.

Corolario 4.3.2. Seja X um espaco topoldgico contrdtil. O grupo fundamental de X possui um

unico elemento.

Demonstracdo. Como X € contratil, existe xop € X e uma homotopia H: X x I — X, tal que
H(x,0) =x, H(x,1) =x, paratodo x € X e H (xp, s) = xp, para todo s € I. Primeiro mostraremos
que X é conexo por caminhos e depois que IT; (X, e,,) € grupo trivial.

Sejam yi,y, € X e o(t) = H(y;,t) e um caminho que ligay; axpe 3: I — X tal que B(¢) =
H(y,,t) um caminho que liga y; a xo. Logo, & * ! um caminho que liga y; a y;, ou seja, X
é conexo por caminhos. Agora, seja [o] € IT;(X,xp), e considere as seguinte composi¢do das
aplicagdes K: I xI — X x I — X com (t,s) = H(o(t),s). Observe que K(¢,0) = H(a(t),0) =
o(t),K(t,1)=H(oa(t),1) =x0e K(0,s) =K(1,s) =xp para todo s € I. Como a composicdo de
aplicacdes continuas ainda € continua, temos que a aplicacdo K define uma homotopia. Logo,
todo caminho fechado de X com ponto basico em xy ¢ homotépico ao caminho constante em

xo. Assim, [¢t] = [ey,] e portanto, IT; (X, xo) é isomorfo ao IT; (X, ey,). |

Podemos mostrar também que o grupo fundamental de um produto cartesiano X X Y é

isomorfo ao produto cartesiano dos grupos fundamentais de X e Y.

Teorema 4.3.2. Sejam p: X XY — X eq: X XY — Y as projecoes naturais de X e Y. Entdo a
aplicagiio ®: 1) (X X Y, (x0,y0)) = I11 (X, x0) X IL1 (¥, y0), dado por ®(a) = (p«(at),g+(cx)) é

um isomorfismo.

Demonstra¢do. Um caminho fechado @: I — X x Y, com base no ponto (xp,yo), € tal que
o(s) = (u(s),v(s)), onde u = po ® é um caminho fechado em X com base em xp e v=go ®
é um caminho fechado com base em yy € Y. Dado, também @': I — X x Y tal que @'(s) =
(u/(s),V'(s)). Entdo ® ~ @’ se, e somente se, u ~ u' e v~ De fato, basta considerar uma
homotopia de caminhos H entre w e w’ da forma H (s,r) = (F(s,t),G(s,t)), onde F e G sdo
as homotopias de caminhos entre u € u’ , v e V, respectivamente. Vamos mostrar que ® é um
isomorfismo.

Defina W: IT; (X,x0) X IT1 (Y, y0) — I11 (X XY, (x0,y0)) tal que ¥([], [B]) = [(, B)]. A aplica-

¢do estd bem definida pela discuss@o do pardgrafo acima. Seja [w] € TT; (X x Y, (x0,y0)). Entdo



43

(@] = [(po®),(go)]. Temos ¥ o &([0]) = ¥([p:([@])]; [g:([@])]) = ¥([p o 0], [g.0]) =

[(po),(gow)] = 0], isto & ¥ o = Id(x«y,(x.y))-
Analogamente, mostra-se que Po ¥ = IdH(X,x()) T1(Y o)

Dai, resulta a proposicao. n

4.4 Espacos Simplesmente Conexos.

Dizemos que um espago topolégico X € simplesmente conexo quando X, além de ser conexo
por caminhos, seu grupo fundamental possui apenas o elemento neutro, ou seja, IT;(x,xp) =
{0}, onde {0} representa a classe [ey,]. Isto significa que qualquer caminho fechado ¢t: 7 — X

com base em xp € homot6pico ao caminho e,,.

Exemplo 4.4.1. a) Todo espaco contrdtil é simplesmente conexo, em particular, o R" é sim-

plesmente conexo.
b) Toda bola aberta B(a;r) C R" é simplesmente conexa.

Agora, queremos mostrar que a esfera n-dimensional, paran > 1 € simplesmente conexa.

Para isso, usaremos os seguintes resultados.

Lema4.4.1. Seja oc: I — X um caminho tal que o/(I) # S". Entdo ot~ ey, se a(0) = a(1) = xo,

e a >~ c, onde ¢ é um caminho c: I — S" injetivo, se a.(0) # o(1).

Demonstra¢do. Como a(I) # S", existe p € S" — o(I). Seja ®: §" — {p} — R" a projecdo
estereografica (Exemplo2.1.10). Como R € simplesmente conexo, temos ®o o : I — R” é
homotdpico (com extremos fixos) a uma constante ou a um segmento de reta (parametrizado

injetivamente), conforme seja fechado ou nio. O mesmo ocorre com & = d~ o (Po). MW

Lema4.4.2. ((LIMA, 2012), Capitulo 2, Lema 3): Todo caminho o : I — S" com extremos fixos,

é homotdpico a um caminho b: I — S" tal que b(I) # S".
Proposicao 4.4.1. Se n > 1 entdo a esfera S" é simplesmente conexa.

Demonstracdo. Pelo Lema 4.4.2, temos que todo caminho fechado em S" é homotdpico a um
caminho fechado, cuja imagem ndo € toda S". Este dltimo caminho, pelo Lema 4.4.1, ¢ homo-

tépico a uma constante. Logo, " é simplesmente conexa. |
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5 ESPACOS DE RECOBRIMENTO E APLICACOES.

O objetivo desse capitulo € estudar ferramentas para calcular o grupo fundamental da esfera
unidimensional. A principal ideia para obter tal resultado serd olhar para as homotopias em
S' como homotopias em R e, a partir disso, obter algumas relacdes e resultados. Essa técnica
pode ser aplicada para outros espagos topoldgicos, ou seja, estudar as homotopias de X em um
outro espacgo que satisfaz algumas propriedades. Esses espagos sd@o conhecidos como espagos
de recobrimento. Estudar grupo fundamental junto de a espagos de recobrimento nos permitira
descobrir resultados algébricos relacionado a problemas topoldgicos com aplicagcdes continuas.

Iniciaremos o capitulo caracterizando espacos de recobrimentos e levantamento de ho-
motopias. Em seguida apresentaremos alguns resultados envolvendo levantamento de homoto-
pias e calcularemos o grupo fundamental da S'. Finalmente, apresentaremos alguns resultados
algébricos envolvendo espagos de recobrimento e calcularemos o grupo fundamental do RIP".
Esses resultados serdo importantes para o estudo do Teorema de Borsuk-Ulam, que sera apre-

sentado no capitulo seguinte.

5.1 Espacos de Recobrimento.

O conceito de homeomorfismo local é importante para caracterizarmos os espagos de recobri-
mento. Um homeomorfismo local € uma aplicacdo continua, tal que, para cada ponto em X
existe uma vizinhanca' desse ponto de modo que a restri¢io da aplicaciio i essa vizinha é um

homeomorfismo.

Defini¢do 5.1.1. Sejam (X, 7) e (Y, 7') espagos topoldgicose f: (X,t) — (Y,T') uma aplicacdo
continua. Dizemos que a aplicacdo [ é um homeomorfismo local se:

para cada x € X, existe um aberto % C X com x € % que satisfaz:

(i) f(%) é aberto.

(i) f|% : U — f(%) é um homeomorfismo.

Exemplo 5.1.1. Todo homeomorfismo global é um homeomorfismo local.

Iremos mostrar que todo homeomorfismo local € uma aplicacdo aberta, isto €, uma apli-

cacdo cuja imagem de um aberto é aberta’.

I Seja X um espago topolégico e x € X. Dizemos que V C X é uma vizinhanga do ponto x se, V é aberto
exeV.

2 Dizemos que uma aplicacio f: X — Y é aberta se,
dado uma aberto A C X implica que f(A) = B C Y também € aberto.
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Figura 5.1 — Representagdo de um homeomorfismo local.

Proposicao 5.1.1. Sejam X, Y espacos topolégicos e f: — Y um homeomorfismo local, entdo

f é uma aplicacdo aberta.

Demonstragdo. SejaA C X um aberto. Tome y € f(A). Entdo, existe um a € A tal que y = f(a).
Como f é homeomorfismo local, existe %7 C X aberto tal que a € Z e f|U : U — f(U) é
homeomorfismo. Assim, como a imagem de conjunto aberto por um homeomorfismo € aberto,
segue que f(% ) C Y é aberto. Temos y € f(%) C f(A) com f(% ) aberto. Portanto, como y

foi escolhido arbitrariamente, segue f(A) é aberto. [

Exemplo 5.1.2. A aplicacdo p: R — S', p(x) = ™ = (cosx,sinx) é uma aplicacdo aberta.

Isto serd uma consequéncia do Exemplo 5.

Definiciio 5.1.2. Sejam X, X espacos topolégicos. Dizemos que uma aplicagio p: X — X é
uma aplicacdo de recobrimento, ou um recobrimento, se: para cada ponto x € X existe um
aberto V > x de forma que a imagem inversa de V é uma unido de abertos de X, disjuntos
dois a dois e, cada qual se aplica por p homeomorficamente em V, ou seja, p~ (V) = Uy Ya.
UNU =D comi,je aep|U: U — Véhomeomorfismo.

Observacdo: O espaco X é denominado espaco de recobrimento, X é o espaco base,
V uma vizinhanga distinguida uniformemente revestida por p de X, % uma folha sobre V e
p! (x) como a fibra de x. Nesta se¢cdo, dizer que a tripla (E, p,B) é um recobrimento significa

dizer que E é o espago de recobrimento, p a aplicacdo de recobrimento e B o espago base.
Exemplo 5.1.3. Todo homeomorfismo p: E — B é um recobrimento.

Imediato, dado b € B, basta tomar %7 = B. Segue entio que p! (B)=E.

A préxima proposi¢ao mostrard algumas propriedades dos espacos de recobrimento.
Proposicao 5.1.2. Seja p: E — B uma aplicagdo de recobrimento. Entdo:
1 p é homeomorfismo local.

2 p é continua, aberta e sobrejetiva e B tem a topologia quociente co-induzida por p.
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Figura 5.2 — Representacdo de um espago de recobrimento.
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Se B é conexo, entdo todas as fibras p~! (b) possuem a mesma cardinalidade. A esta,

denominamos como o niimero de folhas do recobrimento.

Demonstragdo.

Dado y € E, seja b = p(y) € B. Existe um aberto % C Bcomb € % e p (%) =
UpesVa. isto é, % € uma vizinhanga uniformemente revestida de p. Logo, como y €
p~ (%), existe um aberto V,,, para algum Ay € J, no qual y € Vy, e p|[Vy,: Vy, = % é

homeomorfismo. Portanto p ¢ homeomorfismo local.

A aplicacdo p € continua e sobrejetora por definicdo. Como p ¢ homeomorfismo local,
consequentemente é uma aplicagdo aberta (5.1.2). Entdo, % € um aberto de B se, e

somente se, p ! (%) é um aberto de E, isto é, B tem a topologia co-induzida por p.

Considere A; = {b € B;#(p~' (b)) = A} no qual #(p~! (b)) é a cardinalidade do conjunto
imagem inversa de b. Vamos mostrar que A € aberto em B.

Tome b € Ay, logo #p~!(b) = A. Note que, se % é uma vizinhanca distinguida uniforme-
mente revestida por p de b, entio p~ (%) = Uyer Va» onde #L = #p~!(b). De fato, cada
folha V,, devera possuir um elemento de p~!(b), pois p~ ' (b) C p~ " (U ) e p|Vy: Vo — U
¢ homeomomorfismo. Segue também que para cada b’ € % teremos p~!(b') = A. Logo,
% C A,. Portanto A, € aberto.

Assim, determinamos uma decomposi¢do de B em abertos disjuntos A, ou seja, B =
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UresAa-
Agora, para cada Ay fixo, considere B—A,; = Uy cj_10y A2 com A, aberto em B. Logo
B—Ay, € aberto em B e portanto A A ¢ fechado em B. Assim, como B € conexo, segue

que Aj, = B e portanto, as fibras de cada ponto b € B possuem a mesma cardinalidade.

Exemplo 5.1.4. (Recobrimento de duas folhas do Espaco Projetivo.) A aplicacdo p: S" — RP"
definida por p(x) = [x] = {x, —x} é um recobrimento. De fato,

Primeiro iremos mostrar que, dado um conjunto aberto V.em S", o conjunto —V dos
pontos antipodas de V é também conjunto aberto em S". Para isto, considere a aplicagcdo
A: S" — S" tal que A(x) = —x para todo x € S". Note que A é um homeomorfismo, logo uma
aplicacdo aberta. Assim, A(V) = —V é um conjunto aberto.

Agora, observe que p~' (p(V)) =VU-V. Sex € p~1(p(V)) entdo p(x) = [x] = {x,—x} €
p(V). Logo, existe y € V tal que p(x) = p(y), ou seja, [x] = [y]. Entdo x =y ou x = —y.
Logo, x € VUV e, assim, p~'(p(V)) C VU—V. Por outro lado, tome x € VU V. Entdo
x€Vouxec —V. Assim, (VU-V) C p~Y(p(V)). Portanto, p~'(p(V)) =VU-V
Observe que p~'(p(V)) é aberto em S" pois V e —V sdo abertos e a unido de abertos ainda é
um conjunto aberto.

Para verificarmos que a aplicacdo p é uma aplicacdo de recobrimento, basta determi-
narmos uma vizinhanga distinguida para cada ponto de RP".

Seja [x] € RP" e considere V. C S" um aberto que contém x e ndo contém nenhum par de
antipodas. Neste caso, p~' (V) =V U~V é unido de aberto disjuntos. Note que p|V: V — p(V)
e p|-V: —V — p(V) sdo bijecdes continuas e abertas, logo, homeomorfismos.

Esta aplicacdo p é um recobrimento de duas folhas.

,

Exemplo 5.1.5. (Recobrimento da S' pela reta.) A aplicagdo p: R — S' com p(8) = 270 ¢
uma aplicagcdo de recobrimento. Vamos mostrar que p é sobrejetiva.

Fixe um ponto z € S'. Note que existe 0 < 0, < 1 tal que p(8,) = ™% Considere o aberto
V.= (QZ +n— %7 0, +n+ %), para todo n € N. Aplicando p nos extremos do intervalo temos,
p(0+n— %)) — 2mi(0+n—3) _ ,2mi(0+n)-27i} _ 2mi(6+n)-% _ (cos(27i(6 +n) — 1), sen(2mi(0 +
n)—1)) =2z— T = —z e também, p (9 Tndt %)) _ 2mi(6+nty) _ 2mi(04n)+2miy _ 2mi(0+n)+m _
(cos(2mi(0 +n)+7),sen(2mi(0 +n)+n)) =z+ 7T = —z

Tome %, = S' —{—z}}. Entéo, p~ (%) = U,ez Vs, no qual V,, séo abertos disjuntos da reta.
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Figura 5.3 — Representagio do recobrimento da esfera S'.

0=

Além disso, p|Vy,: Vi, — U € injetiva.

De fato, tome 01,0, € V,.. Suponha que p(0;) = p(6,), entdo, e*™% = &> Logo 6, — 6, =
k€ Z. Como 01,0, €V, entdo k =0, ou seja, 0; = 6.

Assim, temos que a aplicagdo p|V,: V, — % é continua, aberta e bijetiva. Portanto, uma

aplicagdo de recobrimento.

5.2 Levantamento de Homotopia.

Como anunciado no inicio do capitulo, estudaremos relacdes das classes de homotopias de X
em um outro tipo de espaco, os espacos de recobrimento. Isso serd feito por meio da constru¢ao
de uma nova aplicacdo continua denominada como Levantamento de aplicagoes.

Nosso objetivo é calcular o grupo fundamental da S! e mostrar que existe um isomorfimo
do respectivo grupo com os inteiros aditivo, e para isso usaremos como ferramenta as seguintes

defini¢des e resultados .

Definicao 5.2.1. Sejam f: X — Y e g: Z — Y aplicacoes continuas entre os espacos topo-
logicos X, Y e Z. Um levantamento da aplicacdo g ¢ uma aplicacdo continua g: Z — X

satisfazendo fog = g.

X

g e
Vs .
, lf
78

— Y

O préoximo resultado € um lema auxiliar que serd usado na demonstragdo do teorema

principal dessa secdo.

Lema 5.2.1. Sejam E.X,B espacos topologicos e p : E — B uma aplicacdo de recobrimento.

Suponha ¢ : X — B uma aplica¢do continua e que satisfaz:



49
(i) X é conexo

(ii) Sejam Q1,p,: X — E levantamentos de ¢ que coincidem em um ponto xo € X, ou seja,
@1 (x0) = @2(x0)
Entdo @(x) = @a2(x), para todo x € X.

Demonstragdo. Vamos mostrar que o conjuntos dos pontos tais que as aplicacdes @1 e ¢, coin-
cidem é um conjunto aberto e fechado em X.

Considere A = {x € X; @1 (x) = ¢2(x)}.

Vamos mostrar que A é fechado em X. Para isso, basta mostrar que o fecho de A coincide com
A. Como A C A em seu fecho, mostraremos que o fecho de A estd contido em A.

Tome x € A e suponha que x ¢ A. Entdo @;(x) # @ (x). Sejam % C B uma vizinhanca dis-
tinguida de x e E D Vi,V; abertos de p~! (%) que contém @ (x), @ (x) respectivamente e,
plVi: Vi = % com i = 1,2 é homeomorfismo.

Note que VNV, = &, pois @ (x) # @2 (x). Como @, e @, sdo continuas, dado os abertos Vi, V, C
E que contém @ (x), P> (x) respectivamente, existem abertos Wi, W, C X tal que x € W;,i = 1,2
e @ (W) CVie @(Wh) C Vs

Agora tome W = W NW,.

Como ¢ (W) C Vi e @(W) C V, temos @1 (W) N @ (W) = @, pois Vi NV, = &. Assim, para
todo w € W, temos @ (w) # @2(w), ou seja, WNA = .

Mas, por hipétese, x € A entdo x € ANW. Absurdo! Assim, A C A e portando A é fechado em
X.

Agora iremos mostrar que A € aberto em X.

Precisamos mostrar que para todo ponto x € A, existe um aberto W inteiramente contido em A
tal que x € W. Tome x € A. Entdo @;(x) = @2 (x).

Seja % uma vizinhanga distinguida de ¢ (x) e V uma componente p~! (%) que contém @; (x) =
@2 (x) tal que p|V: V — % é homeomorfismo. Como os levantamentos sdo continuos, existem
abertos Wi, W, C X que contém o ponto x tal que @ (W) C Ve ¢ (W) C V.

Tome W = W) NW,. Entdo, ¢ (W) C Ve @(W)CV.

Note que W ¢ aberto e, para todo w € W a imagem de w pelos levantamentos ¢; e ¢ coincin-
dem, pois p|V o @ (w) = @(w) = p|V o §2(w) com p|V homeomorfismo. Portanto, A é aberto
em X.

Como X é conexo e A C X € aberto e fechado em X, segue que A = X, ou seja, os levantamentos

coincidem para todos pontos de X. |
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O lema a seguir nos dd uma caracterizag¢do para existéncia inica de um levantamento de
caminhos e serd usado para demonstrar um importante teorema que afirma que o levantamento
de caminhos homotdpicos s@o homotdpicos. Se o espaco topoldgico satisfaz as condicdes do

Lema, dizemos que tal espagco goza da propriedade do levantamento de caminhos.

Lema 5.2.2. (Propriedade do Levantamento de Caminhos) Seja p : (E,ey) — (B,by) uma
aplicagdo de recobrimento com p(eg) = by. Se o : (I,0) — (B,by) é um caminho em B com
ponto inicial em by, entdo existe um tnico levantamento & : (1,0) — (E,eq) de o que comeca

em eq, ou seja, @(0) = eo.

Demonstragdo. (Existéncia)
Para cada ponto b € B, tome %}, uma vizinhanga distinguida de B pelo recobrimento p. Seja
Uy = {p, b € B}. Entdo temos:

(i)B = U U, é uma cobertura aberta de B.
beB
(i) %, ' = {0~ (%); %, € %} é uma cobertura aberta de I pois & : I — B ¢ continua. Como

I é compacto, existe uma subcobertura finita para I, ou seja, existem by,...,b, € B tal que
I=a! (%bl U...U (X_l<02/bk).

(iii) Seja s o nimero de Lebesgue > para a cobertura finita de / e considere a partigio,
0=t <..<t;<..<t,=1

de modo que #; —;_; < s para todo i = 1,...,n. Logo, cada intervalo [t;_1,;] estd contido em
algum %, parai=1,...,ne j=1,....k. Entdo, a([t;;,%i]) C a(ail(%bj)) C U, e Uljzl U,
¢ uma cobertura finita para a ().

Seja V a folha que contém ey no recobrimento p. Entdo p|V:V — p(V) C B é ho-
meomorfismo. Defina &; = (p|V) !o (@ljn)): [to,t1] — E. Dai, pod; = po ((p|lV1)~ 1o
(allto,t1])) = id o at|[to,t1] = a|[to,t1] ou seja, &; é um levantamento para |[fo,?;]. Note que
d;(0) = eo.

De modo andlogo, podemos definir &;: [t;_1,#;] — E levantando cada restri¢do o|[t;—1,t].

3 Lema de Lebesgue: Seja %/ uma cobertura aberta de um espaco métrico (X,d). Se X é compacto
entdo existe um s > 0 tal que, para todo A C X com didmetro menor que s estd contido em um aberto
Uy €1
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(

oy (1), set € [to, 1]

Agora defina & : I — E da seguinte forma, &(f) = < :

\dn(r), set € [ty_1,n].

Pelo Lema da Colagem, a aplicacdo & : [0,1] — E é continua e po & = @, ou seja, o caminho
o € levantado pela aplicacdo & cujo ponto inicial € eg.

(Unicidade)

Sejam }7,B : I — B levantamentos de @ com ponto inicial em ey. Como I € conexo e os levanta-

mentos coincidem no ponto ¢ = 0, segue do Lema 5.2.1, que v = 3. |

Os préximos resultados irdo mostrar que os levantamento de caminhos homotépicos sao
unicos, homotdpicos e, ainda, coincidem no ponto final. Esses resultados serdo importantes

para construirmos a aplicacdo de homomorfismo dos grupos.

Teorema do Levantamento de Homotopia. (MASSEY, 1991), Capitulo 5, Lema 3.3) Sejam
E.X,B espagos de recobrimento, p : (E,eq) — (B,by) uma aplicacdo de recobrimento com
pleg) =boe f:(X,x0) — (B,bo) uma aplicagcdo continua. Suponha que f possui levantamento
f:(X,x0) = (E,eo), ou seja, po f = f. Entdo, qualquer homotopia F : X x I — B tal que
F(x,0) = f(x), para todo x € X, pode ser levantada a uma homotopia F : X x I — E tal que,

F(x,0) = f(x), para todo x € X. Em particular, se X for conexo entdo F ¢ tinico.

Corolario 5.2.1. Seja (E, p, B) um espago de recobrimento. Se a.,3: (1,0) — (B,by) sdo cami-
nhos em B comecando em by tal que o e B sd@o homotdpicos, entdo existem tinicos &,B : (1,0) —

(E,eq) tal que &, B sdo levantamentos de o e 3. Em particular, 0. e ﬁ possuem o mesmo ponto

final.

Demonstracdo. Seja F: I x I — B uma homotopia entre os caminhos o e . Segue entdo que:
F(s5,0) = a(s), F(0,t) = by, F(1,t) = by e F(s,1) = B(s). Sejam & e 3 os levantamentos dos
caminhos o e f3.
Pelo teorema anterior sabemos que existe uma homotopia F: I x I — E que é um levantamento
da homotopia F' em relagdo ao caminho ¢. Dai,

F(s,0) = a(s); F(0,r) = a(1); F(1,1) = a(1).
Vamos mostrar que F (s, 1) = E(s)
Note que (poF)(s,1) = F(s,1) = B(s), (pog)(s) = B(s). Além disso, se s = 0 entdo B(0) =
eo = &(0) = F(0,1). Ou seja, os levantamentos u e v coincidem no ponto inicial e portanto,

pelo Lema 5.2.1, F(s,1) = B (s).
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Tome o ponto final do levantamento, entdo &(1) = F(1,1) = B(1). Logo, o ponto final dos

levantamentos coincidem. [ |

Corolario 5.2.2. Seja p: (E,eq) — (B,by) uma aplicacdo de recobrimento com p(eqy) = by.

Entdo o homomorfismo p.: 11| (E,eq) — 111 (B, by) é um monomorfismo.

Demonstragdo. Seja [&] € I11(E, ep) tal que [&] € ker(p.). Entdo p.[&] = [po&] = [g;,], ou
seja, a classe do caminho constante €, que é o elemento neutro do IT; (B,bg). Logo po &t = g, .
Sendo assim, como po & e €, sdo lagcos com ponto inicial em by segue que os levantamentos
0 e &, sdo unicos (Lema 5.2.2) e homotdpicos (Coroldrio 5.2.1). Assim, [&] = [g,,], portanto,

a aplicacdo p, € um monomorfismo. [

5.3 Recobrimento e Grupo Fundamental

O préximo resultado afirma que o grupo fundamental da esfera S! é isomorfo ao grupo aditivo
dos inteiros, ou seja, fixando um ponto na S!, cada classe de caminhos a partir do ponto fixado
poderd ser representada por um nimero inteiro e o sinal desse niimero representara a orientagao

do caminho.

Teorema 5.3.1. Sejam S' a esfera unitdria e by = (0, 1) um ponto bdsico em S'. Entéo, o grupo

fundamental 1| (S', by) € isomorfo ao grupo aditivo dos niimeros inteiros (Z,+).

Demonstragdo. Seja p: (R,0) — (S',1) o recobrimento da S tal que p(8) = ™% e 1 =
(0,1) € S' (Exemplo 5). Dado [a] € TT;(S',1), temos que o: I — S' é um lagco em S' com
ponto base em by = 1, ou seja, (0) = (1) = 1.

Dati, pelo Lema 5.2.1, existe um dnico levantamento & : I — R de & com inicio em ey = 0.
Note que po @(1) = e*™%(1) = g(1) = 1 se, e somente se, 27id(1) = 2n7i para algum n € Z.
Logo, &(1) = n, para algum n € Z.

Vamos mostrar que a aplicagio ®: IT;(S!,1) — Z de forma que ®([a]) = &(1) é um isomor-
fismo.

I @ esta bem definida. Tome o, 3 : I — S' com ponto bésico em by sendo os caminhos o ¢ 8

homotopicos. Pelo Corolério 1:

a(1) = B(1), logo ®(ax) = @(B).

+ & é homomorfismo de grupos.
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Considere o, B: I — S! lagcos em S! com ponto base em by = 1. Entdo, pela propriedade do
levantamento de caminhos, existem tinicos caminhos d,ﬁ : I — R com ponto inicial ey = 0.
Logo, &(1) =n e B(1) = m com m,n € Z. Defina o caminho §: [0,1] — R tal que ¥(s) :=

B (s) +n e considere a justaposi¢ao:

o (2s),s € [0, 5]

P2s—1) =B (2s—1)+n,s € [L,1].

=

Note que 7(0) = f(0)+n = &(1), ou seja, 0 caminho justaposto estd bem definido e:
(i) &+ 7(0) := &(0) = 0.

(i) &% 7= axpB,

onde o * 3 € o tinico levantamento de o * 8. Observe que & * ¥ e & x ¥ sdo caminhos com ponto

inicial em ep = 0. Note o seguinte:
(

o pod(2s) = a(2s),s € [0, 1]
p(ax7)(s) =
\po’}7(2s—1),S€[%,l]
( 2s),s O,l
s = { “20 0
| p(B(2s—1)+n)s€ 41
( 2s),s O,l
pasps = e
\827171[3(2571) +62mn’S c [%, 1]
( 2s),s 0,l
(o) = { “20 <0
B(2s—1),s € [3,1]

p(@7)(s) = (0% B) (s).
Assim, ([a] [B]) = D([or+ )] i= ax B(1) = (% 7)(1) 1= 7(1) = B(1) +n=a&(1) + B(1) =
(o) + ([B]).

- & é injetora:

Tome [a] € TT;(S', 1) tal que o] € ker(®). Entdo, ®[a] = &(1) = 0 = &(0). Por-
tanto, a classe de caminhos [&] pertence ao grupo fundamental de R. Como R é um es-
paco contratil, segue que seu grupo fundamental possui apenas o elemento trivial, ou seja,
[@] € TT; (R,0) = {[e1]}. Além disso, p.([e1]) = p«([&]) = [a] = {0}, ou seja, ker(P) = {0}.
Portanto, 0 homomorfismo € injetivo.

F & é sobrejetiva:
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Seja n € Z. Considere o caminho o : I — S' tal que a(t) = ¢>™™ . O levantamento de o
é o caminho &: I — R com @&(t) = nt pois, po &(t) = e*™" = a(t). Logo ®([at]) = &(1) = n.

Portanto, IT; (S',1) = Z. [
O préximo exemplo segue como aplicagdo direta do teorema anterior.

Exemplo 5.3.1. Considerando T* = S' x S', ¢é possivel verificar que T1;(T?) = Z x Z. De
fato, pela proposicdo 4.3.2, sabemos que o grupo fundamental do produto cartesiano de es-

pacos topologicos é isomorfo ao cartesiano dos grupos fundamentais dos respectivos espagos.

Portanto, T1|(T?) = 7 x 7Z.

A seguir, estudaremos resultados algébricas envolvendo levantamentos de caminhos,
aplicacdes de recobrimento e grupo fundamental de espagos topoldgicos e calcularemos o grupo
fundamental do espaco projetivo RP".

Vimos que o levantamento de dois caminhos homotdpicos que coincidem no ponto ini-

cial, coincidem nos pontos finais. Para um caso mais geral temos o seguinte lema.

Lema 5.3.1. Sejam p: (E,ey) — (B,by) uma aplicagdo de recobrimento e ., caminhos fe-
chados em B. Se ,B : (1,0) — (E,eq) sdo levantamentos unicos de o.,[3 com o mesmo ponto

a
inicial, entdo &.(1) = B(1) se e somente se [ax B~'] € p.(I;(E, ep)).

Demonstragdo. Observe que p.: 1) (E,eq) — I1; (B, by) é definida por p.([&]) = [po &].
Vamos mostrar a condicao suficiente.
Suponha que [a* B~!] € p.(I1}(E,ep)). Entdo, existe um laco [] tal que p.([¥]) = [po 7] =

[ax B~!]. Entdo p of = po ax B~!. Pelo Coroldrio 5.2.1, temos que os levantamentos 7 e

a * B! sdo tinicos, homotépicos e, em particular, (1) = ot x B~1(1). Considere ctx ! :=
. I o (s):=0(3)
e defina a seguinte parametrizagdo: o ,f : I — E com para todo s € .

! e D(2—s
B (s):=06(5")
. ~ A o~ P . / / .
Vamos mostrar que os caminhos &, 3 sdo homotdpicos aos caminhos o , 8 respectivamente.
<

a(2t),0<t <3

Note que (= 1)(¢):
Bl(2r—1),5<t<1

Fa' ~daef ~ ﬁ sao levantamentos Unicos comecando em e.

Note que, para s = 1, temos @&(1) = /(1) =0 (3) =B’ = B(1). De fato, segue que, para todo

s€[0,1]:

e~

(i) o' (0) = 6(0) = o B1(0) = ep, ou seja, e € o ponto inicial do caminho o'
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(ii) pod(s)=pob(5)=axB1(3)=a (%)= a(s), ouseja, & éum levantamento de c.

Assim, segue da propriedade do levantamento de caminhos que & ~ o.

De modo anédlogo temos,

—_~—

(it)) B'(0) = 6(1) = o B(1) = ep.

(iv) poB (s)=pob(5)=(axp ") (32) =

=B~ (1-s)=pB(s).*

<R S1=pT 205 - 1) =

B[—

Logo, 3’ é um levantamento de 8 com ponto inicial em e e portanto ' ~ f3.

Agora mostraremos a condi¢ao necessaria.

Sejam @&, : (I,0) — (E,eg) levantamentos dos caminhos ¢ e § com ponto inicial em eg. Su-
ponha que &(1) = (1)

= ox B € p(TLi(E, e0))

Seja B~ (1,0) = (E,B(1)) com B~ (s) = B(1 —s). Note que,

() a(1)=p1)=p"10)

(i) poB~'(s)=poB(1—s)=PB(1—s) =P !(s), paratodos .

Assim, temos que o caminho justaposto estd bem definido e & B ~1 ¢ um lago em e e portanto,
(6B~ eI1}(E,ep). E, além disso, p.[@* B~ = [po(@*B )] =[poaxpof~|=axp".
E portanto, [ox B—1] € 11 (E, e). |

Teorema 5.3.2. O niimero de folhas de um recobrimento (E, p,B) conexo por caminhos é igual

ao indice de p,I1,(E,eq) em I1y (B, by), ou seja, [T11(B,bg) : p«I11(E,eq)] = #p~(bo).

Observacdo: Se B é conexo por caminhos, todas as fibras p~!(b) possuem mesma cardinali-

dade.

Demonstragdo. Denote G = I1i(B,by), H = p.(I1|(E,eg)) e defina ®: & — p~1(by) com
®(H[a]) := &(1), onde o é um lago em by e & seu respectivo levantamento cujo ponto ini-
cial é ¢g e H|a] uma classe lateral de H em G.
I @ estd bem definida e € injetiva.
Tome [a], [y] € G tal que H[ot] = H[y]. Obeserve que:

Hla] = H[y] & [a]«[y]' € H <™ a(1) = ¥(1) & ®([H[a]]) = P([H[7]).

1 0<s5<1l<=-1<—-5<0<=2-1<2-5<2<—
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= & ¢ sobrejetiva.

Tome um ponto e € p~!(hy). Como E é um espaco conexo por caminhos, entio existe um
caminho ¥ em E tal que 7(0) = ¢p e 7(1) = e. Entdo, po 7= vy é um lago com ponto base em
by, ou seja, [y] € ®(B,bp) =G e H[y] € % é tal que ®(H|[y]) = 7(1) = ¢, que é o ponto final do
caminho 7.

p«(TT1 (Ee0))
#p~ ! (bo). n

Entdo, ®: & — p~!(by) é uma bijecdo e portanto # (M> = [I1;(B,by) : 11 (E,ep)] =

Corolario 5.3.1. Seja (E,p,B) um espaco de recobrimento com B conexo por caminho e E

simplesmente conexo. Entdo #I11(B,bo) = #p~(by).

Demonstragdo. Sabemos que I1j(E) é trivial, visto que E € um espaco simplesmente conexo.
Assim, p, (I (E, eq)) é subgrupo trivial de IT1(B, by). Entdo, pelo teorema 5.3.2, ®: I1;(B,by) —

p~!(bo) é uma bijegdo, e com isso, segue o resultado. [

Corolario 5.3.2. Seja E um espaco de recobrimento simplesmente conexo de k-folhas com k um
nimero primo, B um espaco conexo por caminhos e E um espaco simplesmente conexo. Entdo,

o grupo fundamental de B com o ponto bdsico by é isomorfo ao Zy.

Demonstragdo. Pelo coroldrio 3, sabemos que a ordem do grupo fundamental de B corresponde
a cardinalidade da imagem inversa do ponto basico by, ou seja, a cardinalidade de IT; (B, bg) =
p~1(by) = k. Assim, temos um grupo finito com k elementos. Como o tdnico grupo finito
a menos de isomorfismo com cardinalidade k tal que k£ € um nimero primo é Z;, segue que

1, (B, bo) = Zy. n

Exemplo 5.3.2. O grupo fundamental do (RP"). Seja p: S" — RP" com p(x) = {x,—x} = [x]
o recobrimento de duas folhas do RP". Como S" é simplesmente conexa, segue pelo Coroldrio

4 que T1; (RP",by) = Z; para todo n > 2.
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6 TEOREMA DE BORSUK-ULAM E APLICACAO.

O Teorema de Borsuk-Ulam € um cléssico e fundamental resultado da Topologia, mais preci-
samente da Topologia Algébrica. Foi conjecturado pelo matematico e fisico S. Ulam e provado
pelo matematico polonés Karol Borsuk em 1933. Um dos aspectos que caracterizam sua rele-
vancia na drea € sua versatilidade, ou seja, possui diferentes demonstragdes, generalizagdes e

aplicagdes. De fato, até 1985 eram conhecidas mais de 400 generalizacGes do teorema.

Teorema de Borsuk-Ulam (I). Sejam S"e R" a esfera n-dimensional e o espaco euclidiano
respectivamente. Se f : §" — R" é uma aplicacdo continua entdo f colapsa pelo menos em um

par de pontos antipodas, isto é, existe um ponto x € S" tal que f(x) = f(—x).

Definicao 6.0.1. Dizemos que uma aplicacdo continua f: S" — S™ preserva pontos antipodas

se, para todo x € §" temos f(—x) = — f(x).
Uma equivalécia para o teorema anterior pode ser dado da seguinte forma:

Definicao 6.0.2. Dizemos que uma aplica¢do continua f: S" — R" colapsa em um par de

pontos antipodas se existe pelo menos um ponto x € S" tal que f(x) = f(—x).

Teorema de Borsuk-Ulam (II). Ndo existe uma aplicagdo continua f: S" — S"~! que preserva

pontos antipodas.

As seguintes defini¢cdes serdo utilizadas para mostrar que, de fato, as versdes do Teorema
de Borsuk-Ulam sdo equivalentes.

Vamos mostrar que as versdes (/) e (II) do Teorema de Borsuk-Ulam enunciadas séo

equivalentes.

Demonstragdo.

(1) = (1)

Suponha que existe uma aplicacdo f: §* — §"~! continua tal que f(—x) = —f(x) para todo
x € §". Considere a aplicacdo h =io f onde S" / sl L R ejéa aplicacdo inclusao.

Como as aplicacdes i e f sdo continuas, entdo & = io f também € continua. Entdo, para todo

x € 85", temos
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Portanto, i(x) # h(—x), para todo x € §", contradizendo o Teorema de Borsuk-Ulam.
(1) = (I)

Seja f: §" — R" continua e, suponha por absurdo, que nao existe x € §” tal que f(x) = f(—x),

ou seja, f(x) # f(—x) para todo x € S". Defina h: " — $"~! tal que h(x) = LE=L=0)

— &=
Calculando & nos pontos —x e x, temos h(—x) = % e h(x) = %, ou seja,
h: S" — §"~! preserva pontos antipodas 4(—x) = —h(x). Absurdo! Portanto, existe x € S" tal
que f(x) = f(—x). u

Uma interpretacdo para o caso unidimensional do Teorema de Borsuk-Ulam pode ser
dada da seguinte forma: Suponha que um estudante estd perdido em um pavilhdo de aulas com
estrutura circular, que serd representada pela esfera S'. Se este aluno comeca a andar continu-
amente ao redor do pavilhdo e para ao perceber que voltou ao mesmo lugar, independente do
quao rapido ele andou, sempre havera pelo menos um par de pontos diametralmente opostos no
qual sua velocidade foi a mesma. Considerando f a fung¢io que associa cada ponto da S' a ve-
locidade instantinea do aluno, teremos um par de ponto antipodas x e —x tal que f(x) = f(—x).

A demonstracdo para esse caso segue diretamente do Teorema do Valor Intermediério,

CcComo veremos a seguir.

Teorema do Aluno. Seja f: S' — R uma funcdo continua. Entdo existe x € S' tal que f(x) =
f(=x).

Demonstragdo. Podemos parametrizar a curva S' pela seguinte fungio: y: [0,27] — S', tal que
¥(0) = (cos(0),sin(0)). Defina a fungdo ag: [0,7] — R por a(0) = f((y(6 +x)) — f(y(0)).
Observe que a(0) = f((¥(0+ 7)) — f(1(0)) e a(m) = f((y(27)) — f(y(x)). Como f(y(27)) =

£(y(0)) temos a(0) = —a(rx). Assim, pelo Teorema do Valor intermedidrio!, que existe ) tal

que a(6h) = 0, ou seja, f(¥(6o + 7)) = f(¥(6b)). u

6.1 O caso bidimensional do Teorema de Borsuk-Ulam.

Uma interpretagdo para o caso bidimensional do Teorema anterior pode ser dada da seguinte
forma: Suponha que o planeta Terra seja uma esfera e que os parametros pressdo atmosférica

e temperatura variam continuamente no tempo e espaco. Entdo, em cada instante de tempo,

! Seja f: [a,b] — R uma fungdo continua. Se f(a) < d < f(b) entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.
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existem na superficie da terra pelo menos um par de pontos diametralmente opostos no qual

pressao atmosférica e temperatura coincidem.

Teorema de Borsuk-Ulam (Caso bidimensional). Néo existe uma aplicacdo continua f: §* —

S! que preserva pontos antipodas.

Demonstragdo. Suponha que existe f: S> — S! continua tal que f(—x) = —f(x), para todo
x €S2
Considere os recobrimentos p, g do RP! (exemplo 5.1.4)e RIPZ(exemplo 5.1.4) respectivamente

e construa a seguinte aplicagdo /: RP? — RP! com h([x]) = [f(x)].

Note que (ko p)(x) = h([x]) = [f(x)] = (g© ) (x).

sf—L

RIP? — RP!

I h esta bem definida.

h([x]) == [F(0)] = [—F ()] = F(=x)] = h([~]) ou sefa, h([x]) = h([~])-

Portanto, a aplicacio h estd bem definida.

- hy: T (RP?,by) — IT; (RP!, by) é homomorfismo nulo.

Suponha por absurdo que %, ndo é nulo. Observe que, RP? = Z, Exemplo 5.3.2 ¢ RP' = 7,
pois RP! é homeomorfo a ' Exemplo 2.2.14

Se hy: Zy — 7 ndo é nulo, entdo h,(1) = m, para algum m € Z. Note que, 0 = h,(0) =
he(1+1) = hy(1) + hye(1) = m+m # 0. Absurdo! Assim, o homomorfismo £, €, de fato,
um homomorfismo nulo.

Agora mostraremos que existe um laco em RPP? que contradiz o fato de &, ser nulo.

Seja uma classe de caminhos [y] € IT; (RP?, b;) tal que [y] # [ep,]. Sejayo € > e y: [ — S? um
caminho tal que ¥(0) = yg e y(1) = —yo. Dai, foy: I — S' é um caminho em S' que liga o
ponto f£(y0) a0 ponto f(—yo) = —f(3o).

Observe que f o7y ndo é um laco em S'. Entretanto, ¢(f o7y) é um lago em RP' com base em
[f(30)] = [bo]. De fato, q(foy) = [fo] = [=(fo¥)). Logo, [q(fo7)] € I (RE',by) além
disso, [g(f 07)] # [en).
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Caso contrdrio, terfamos [g(f o Y)] = [e,], ou seja, g(f oY) ~ ep,. Entdo, Pelo coroldrio 5.2.1
(unicidade do levantamento) temos, e;, = €., € f oy = g( fovy) sao levantamentos tnicos com
base em e = f(yo) e seus pontos finais coincidem. Mas, &, tem ponto final em f(yo) e g(fo7)
tem ponto final em — f(yo). Absurdo! Portanto, [g(f o ¥)] # [€h,)-
Observe o seguinte, o = p oy é um lago em RPP? com base b; = p(yg). Logo, [a] = [poy] €
I1; (RP?,b;). Aplicando h, na classe [p o Y] temos:

he([porl) :=[ho(poy)]=[hop(V)]=lgof(V)]# e

e 1sso contradiz o fato do homomorfismo /. ser nulo.

Portanto, ndo existe uma aplicagio f: S — S! continua que preserve pontos antipodas. |

O Teorema de Borsuk-Ulam pode ser aplicado diretamente na demonstracdo de um te-
orema muito utilizado na Teoria da Medida, o teorema de Stoney-Tukey, conhecido também,
no caso particular de dimensao 3, como o Teorema do Sanduiche de Presunto. Uma interpre-
tacdo para tal pode ser feita da seguinte forma: Dado um sanduiche com qualquer distribui¢do
de pao e presunto, sempre € possivel, com um Unico corte, dividir o sanduiche em duas partes

exatamente iguais.

Teorema do Sanduiche de Presunto. ((KOSNIOWSKI, 1980), Capitulo 20, Teorema 20.6) Se
A, B e C sdo subconjuntos limitados do R3, entdo existe um plano no R> que divide o volume

de cada subconjunto exatamente ao meio.

Demonstragdo. Seja um conjunto B = {x € R?;|x| < 1}. Suponha que A, B,C C B. Tome um
ponto x € S e considere D, o segmento de reta que liga x ao seu antipoda. Para ¢t € I, considere
P, um plano perpendicular ao segmento D, de forma que ¢ seja a distancia da interseccao do
plano P com o segmento D, até o ponto x. Note que P divide o subconjunto A em duas partes,
que denotaremos como A e A, com A mais proximo de x que A;

Defina f1, fo: I — R com fi(t) = VolA; e f>(t) = VolA,, ou seja, as aplicagdes f1, f> calculam
o volume dos sélidos A, e A, respectivamente. E possivel mostrar que as fungdes fi e f>
sdo continuas e mondtonas, f1 crescente e f» decrescente. Agora considere f: I — R tal que
f(t) = fi(t) — f2(z). Observe que f também é continua, mondtona e ndo decrescente e ainda,
f(0) = £1(0) — £2(0) = — f2(0) = — f(—1). Assim, pelo Teorema do Valor Intermediario (TVI),
existe € I tal que f(¢) =0. Como f é mondtona e ndo decrescente, esta fun¢do anula em pelo
menos um ponto, que denotaremos por o(x) ou em um intervalo fechado [a,b] e, neste caso,

que iremos escolher o(x) sendo o ponto @. Portanto, Py, divide A em duas partes iguais.
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De modo andlogo a construgdo anterior, podemos encontrar os pontos 3(x) e y(x) que divide os
subconjuntos B e C exatamente ao meio.

Considere as fungdes &: S — R com &(x) = 1 — a(—x), f: S — R com f(x) =1—
B(—x) e 7: I — R com §(x) = 1 —y(—x). Agora defina ®: S — R? tal que ¢ (x) = (a(x) —
B(x),o(x) — y(x). Note que,

—®(x) = (=1+o(=x)+1=B(—x),—1+o(—x) = 1+7(—x)) = (a(—x) = B(—x), a(—x) —
Y(—x).

Mas, o(x) = 1 — a(—x) <= a(—x) = 1 — a(x). E de modo andlogo, B(—x) =1—fB(x) e
Y(—x) = 1 —y(x). Assim, —®(x) = ®(—x). Entdo, pelo teorema de Borsuk-Ulam, existe y € S
tal que @(y) = 0. Mas,

O(y) =0= (a(y) =B1),aly) =) =0=aly) = B() = yD)

Portanto, o plano Py, divide o volume de A, B e C exatamente ao meio. [ |
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