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RESUMO

Esta monografia apresenta os conceitos bdsicos da modelagem dinamica de sistemas multicor-
pos flexiveis por meio da Formulacao de Coordenadas Nodais Absolutas (ANCF). A apresenta-
¢do inicia-se com a discussdo de alguns conceitos basicos de Calculo Variacional. Em seguida,
o Principio de Hamilton € introduzido e utilizado para se obter as equagdes de movimento de
um mecanismo quatro-barras rigido. Esse mesmo principio variacional € utilizado, em seguida,
para a obtencdo das equagdes de movimento de uma viga baseada na formulacio ANCF. Um
método, denominado HHT-I3, para a integracdo numérica das equacdes algébrico-diferenciais
de movimento € discutido. Por fim, a formulacdo ANCEF ¢é aplicada na modelagem de um me-
canismo quatro-barras flexivel. Essa aplicacdo reune grande parte dos conceitos e ferramentas
discutidos ao longo do trabalho. Uma série de simulagdes € realizada, propiciando boas discus-
sdes quanto aos aspectos da formulagdo ANCF e do método de integracdo utilizado.

Palavras-chave: ANCE, dinamica de sistemas multicorpos flexiveis, Principio de Hamilton,
HHT-13.
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1 INTRODUCAO

1.1 Contextualizacio e motivacio do estudo

Prever o comportamento de sistemas fisicos previamente a sua concepcao fisica é fun-
damental para a reducdo de custos e a obten¢do de uma performance otimizada. As técnicas
e principios para andlise de sistemas mecanicos robustos sdo antigas e relativamente bem de-
senvolvidas. Estudos de Newton, d’ Alembert, Euler, Lagrange, Hamilton e outros levaram ao
estabelecimento de uma série de leis e principios que permitem obter as equagdes que regem
a dinamica temporal de corpos rigidos sob a acdo de forcas. Essas técnicas, durante muito
tempo, foram aplicadas ao estudo de sistemas fisicos muito simples e sem interesses praticos,
em grande parte devido aos dispendiosos processos de obtencdo e solu¢do das equacdes que o
governam. Era comum o uso de técnicas graficas, que permitiam a andlise de sistemas compos-
tos apenas por um limitado nimero de corpos (SHABANA, 2010).

Com o advento e o progresso dos computadores, as abordagens cldssicas tém sido re-
visitadas, de modo a possibilitar a andlise sistemética de sistemas complexos, constituidos por
multiplos corpos e juntas. Os conjuntos mecanicos modernos sdo, usualmente, bastante com-
plexos e compostos por uma miriade de corpos interconectados por juntas e elementos de forca
(como molas, amortecedores e atuadores). Sistemas com essas caracteristicas sdo referidos, na
literatura moderna, por sistemas multicorpos.

Em um amplo espectro, os sistemas multicorpos podem ser classificados como rigidos
ou flexiveis (SHABANA, 2013). Aos sistemas rigidos € feita a hipétese de que todos os com-
ponentes deforméaveis sdo desprovidos de massa. Assim, corpos dotados de inércia sdo consi-
derados como rigidos, de modo que as posi¢des relativas entre suas particulas constituintes sao
mantidas constantes. Corpos como molas e amortecedores, que se deformam, t€ém suas massas
desprezadas. Essa hipdtese € bastante satisfatéria em muitas aplicagdes praticas, especialmente
para componentes vultosos e que operam sob baixas velocidades e solicitacdes. Para compo-
nentes leves e que operam sob altissimas velocidades, se faz necessdrio levar em conta os efeitos
da flexibilidade dos corpos. Estes sdo os sistemas multicorpos flexiveis, compostos por corpos
deformdveis, cujo arranjo das particulas constituintes varia ao longo do tempo. Descrever essa
variagdo da configuracdo do corpo torna a andlise de corpos deformaveis muito mais dificil do

que a de corpos rigidos.
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Em um contexto de crescente competitividade mercadoldgica e maior responsabilidade
ambiental, € essencial a busca por solucdes e produtos com menor custo de produgdo e con-
sumo energético reduzido. Isso tem levado a substituicdo de componentes injustificavelmente
massivos por outros mais leves e, por conseguinte, mais flexiveis. Neste contexto, a dindmica
de multicorpos flexiveis emergiu no inicio dos anos setenta como um novo campo de estudos,
em um cendrio de crescente poder computacional e iminente necessidade de simular sistemas
industriais e tecnoldgicos para os quais a deformacdo pode ter um efeito significante na sua
resposta dinamica (SHABANA, 1997). Exemplos destes sistemas sdo veiculos terrestres e es-
paciais, maquinas de precisdo e mecanismos robdticos.

No campo da dindmica de multicorpos, a descri¢do do movimento pode ser derivada
utilizando-se um grande nimero de diferentes formulacdes (SHABANA, 1997). As mais usadas
sdo a Formulacdo por Sistemas de Referéncia Flutuantes (FFRF, do inglés Floating Frame
of Reference Formulation), a Formulagdo Vetorial de Grandes Rotacdes e a Formulacao de
Coordenadas Nodais Absolutas (ANCEF, do inglés Absolute Nodal Coordinate Formulation).
Dentre as trés, a formulagdo ANCF € a unica capaz de produzir uma deformacio exatamente
nula sob movimentos arbitrarios de corpo rigido e de lidar com grandes deformacdes.

A formulacdo ANCF é uma abordagem ndo-linear do método de elementos finitos que é
baseada no uso de posicdes e inclinagdes globais como graus de liberdade do elemento. A des-
cricao cinemdtica baseada nesta formulagdo, portanto, ndo inclui quaisquer graus de liberdade
de rotacdo finita ou infinitesimal. Em seu lugar, a orientac¢io da secdo transversal do elemento
finito € caracterizada utilizando-se os gradientes das coordenadas globais. O uso de coordena-
das e inclinac¢des globais, definidos em um sistema inercial, leva a uma matriz de massa que é
constante, o que simplifica em muito a descricdo e a solucdo das equacdes de movimento. Além
disso, a representacdo da configuracdo do elemento em um plano global leva a uma descri¢do
extremamente simplificada de uma grande quantidade de vinculos cinemdticos comumente en-
contrados na modelagem de sistemas mecanicos.

Por outro lado, a descricao das forgas eldsticas, que surgem internamente nos corpos
em virtude de sua deformacdo, é bastante complexa, mesmo sob hipéteses bastante simplifica-
doras. A definicdo de forgas internas ndo-conservativas, tais como forcas de amortecimento,
também ¢ relativamente complexa, uma vez que a formulacdo € capaz de descrever de maneira
exata a dindmica de corpos rigidos. Se as forcas da amortecimento nio forem adequadamente

formuladas, elas podem amortecer, também, movimentos de corpo rigido, o que € incongruente
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com a proposicao de um amortecimento interno (TAKAHASHI; SHIMIZU; SUZUKI, 2002;
GARCID:A-VALLEJO; VALVERDE; DOMINGUEZ, 2005).

Embora tenha grande relevancia cientifica e tecnoldgica, a dinAmica de sistemas mul-
ticorpos flexiveis é uma tematica que ndo € tratada em cursos de graduagdo e atrai, ainda,
relativamente poucos estudantes de pds-graduacdo. Em muito, isto se deve a grande exigén-
cia de preparo teérico em um espectro muito largo de dreas do conhecimento. E mandatdrio,
por exemplo, sélidos conhecimentos de dinamica de corpos rigidos, métodos numéricos para
a solugdo de equagdes algébricas nado-lineares, equacgdes diferenciais ordindrias e parciais, di-
ferenciacdo e integracdo numérica, além de nocdes de cédlculo variacional e conhecimento em
programacgao.

Nesse contexto, esta monografia tem o objetivo de apresentar, de forma elucidativa, os
conceitos mais fundamentais relacionados a modelagem dindmica de corpos flexiveis por meio
da formulacao ANCEF. Virtualmente, todas as grandes dreas subjacentes a esse conteudo sao, em
maior ou menor grau, delineadas no decorrer do texto. O principal objetivo do presente trabalho
¢ servir de guia para estudantes iniciantes na temdtica de dindmica de sistemas multicorpos fle-
xiveis. Cdlculos matematicos e discussoes fisicas que sdo, usualmente, suprimidos na literatura
especializada sdo, aqui, apresentados e discutidos com maior riqueza de detalhes. Espera-se
que este material consiga auxiliar aqueles que anseiam conhecer um pouco do elegante mundo

da dinamica de corpos flexiveis.

1.2 Organizacao da monografia

A monografia esta organizada como segue.

No Capitulo 2, a dinamica de corpos rigidos € revisitada por meio do formalismo Ha-
miltoniano. Inicialmente, uma breve exposicao sobre o Cdlculo Variacional é aprovisionada, a
qual serve de preludio para o Principio de Hamilton. Em seguida, este ultimo € apresentado,
discutido e aplicado na dedugdo das equagdes de movimento de um mecanismo quatro-barras
rigido.

No Capitulo 3, a formulacdo ANCEF ¢ apresentada e discutida em detalhes. As equagdes
de movimento de um elemento de viga baseado nesta formulagdo sdo minuciosamente deduzi-
das. Também, sdo analisados diversos aspectos relacionados a obtencao dessas equagdes e ao

modelo do elemento de viga.
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Um método, denominado HHT-13, para a integracdo das equacdes algébrico-diferenciais
de movimento é apresentado no Capitulo 4. A implementacdo computacional desse método €
exemplificada por meio da integracao das equacdes de movimento do mecanismo quatro-barras
rigido, deduzidas no Capitulo 2.

No Capitulo 5, a metodologia discutida no Capitulo 3 € aplicada a um mecanismo
quatro-barras flexivel. Diversas simulac¢des sdo realizadas para esse mecanismo, € uma rica
discussdo quanto a formulacdo ANCF e ao método de integracio € procedida.

A monografia finaliza no Capitulo 6, com as consideracdes finais sobre os resultados

alcancgados.
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2 TOPICOS DE CALCULO VARIACIONAL E DINAMICA DE CORPOS RIGIDOS
PELO PRINCIPIO DE HAMILTON

Este capitulo comeca com uma breve discussdo sobre o Calculo Variacional, o qual re-
presenta a fundacao matemaética sobre o qual o Principio de Hamilton esté posto. Para discutir os
fundamentos do Célculo Variacional, o problema da minimizacao da distancia entre dois pontos
¢ enderecado. Em seguida, o Principio de Hamilton é apresentado em sua forma mais simples
e modificado para levar em conta, por meio de uma fun¢do potencial, for¢as conservativas que
agem em um sistema. Para exemplifica-lo, por fim, sdo deduzidas as equagdes de movimento
de um mecanismo quatro-barras. O problema em questdo permite, ainda, ilustrar o processo
de extremizagdo de funcionais sujeitos a vinculos, que é o caso encontrado na modelagem de

sistemas mais complexos.

2.1 Tépicos de calculo variacional

Uma das principais e mais recorrentes aplicacoes do calculo diferencial € a avaliacdo
dos valores extremos de uma funcdo, isto é, de seus valores maximos e minimos. O célculo
variacional tem uma aplica¢do andloga. Toma-se, por exemplo, um funcional /[u(x)], que pode
ser pensado como uma fung¢@o (na verdade, um funcional), I, que depende de uma fung@o u(x)
e, possivelmente, de suas derivadas u/(x), u”(x), etc. Enquanto uma fun¢do f(x) toma um valor
escalar e retorna também um escalar, um funcional toma uma func¢ao e retorna um escalar. E
bastante natural (e importante) perguntar se existe e, caso exista, qual é a fungio u(x) que faz
com que o funcional /[u(x)] adquira um valor extremo.

Sabe-se, do célculo diferencial, que uma condi¢c@o necessdria (mas nao suficiente) para

que xp seja um ponto extremo de uma fungdo f(x) de uma varidvel é:

d
_f =0 2.1
dx =xo
Ou, de maneira equivalente:
d
df:—fdx:O, em x = X 2.2)
dx

Onde df € o diferencial total de f. O procedimento para fungdes de vérias varidveis é

semelhante: faz-se que o diferencial total d f seja igual a zero.
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De modo anélogo, a fung¢do u(x) para o qual o funcional /[u(x)] é estaciondrio (possi-
velmente um extremo) € aquela que faz com que a variagdo de I, denotada por 6/, seja igual a
0'. Enquanto d (ou d) representa a variacio de uma funcdo de ponto para ponto, § representa
a variacdo de um funcional de funcdo para fung¢do. O uso dessa notagcdo variacional faz com
que o processo de encontrar extremos de funcionais seja, em certo grau, similar ao cdlculo dos
extremos de funcoes.

De maneira mais concreta, toma-se o seguinte funcional como exemplo:

(2.3)

Esse funcional representa o comprimento da curva u(x), desde o ponto (xg, up) até o
ponto (xy, u;). A cada curva u(x) associa-se um comprimento especifico que é, em geral,
diferente daquele associado a uma outra curva. Para, por exemplo, (xg, ug) = (0, 0) e (x, u;) =

2, 4), o comprimento das curvas u;(x) =2x e up(x) = x% entre esses pontos é dado por:
p p p

I[ul(x)]=/02\/1—|—(dulix))zdx:/OZMdXZZ\/gz4.47 (2.4)

d
2 2 2
I[uz(x)]:/o \/1+<d”;ix)) dx:/o 1+ (2x)2 dx (2.5)
= 17—|—%sinh_l(4)z4.65 (2.6)

Fica evidente que, quando o funcional /[u(x)] recebe entradas diferentes (funcdes di-
ferentes), ele retorna escalares diferentes (distincias diferentes). E de interesse saber qual € a
funcdo que faz com que o funcional retorne o seu valor extremo. De um ponto de vista geomé-
trico, neste caso trivial, a resposta salta aos olhos. Dado que I[u(x)] representa o comprimento
de uma curva que conecta os pontos (xg, ug) e (x1, u1), a curva que minimiza essa distancia é a
reta que passa por esses dois pontos: a propria func¢do u; (x) = 2x. Qualquer outra fun¢do admis-
sivel u(x) ird geral um escalar I[u(x)] que é maior do que 2v/5. O calculo variacional fornece

ferramentas para responder a questdes como essa, mesmo para problemas mais complexos.

' A fungdo u(x) para o qual 87 vale zero é uma fungdo estaciondria, que niio necessariamente maximiza
ou minimiza /[u]. A determinag@o rigorosa envolve o célculo da segunda variacdo de I, denotada
por 621 (LANCZOS, 1986). No entanto, muitas aplicagdes (como o Principio de Hamilton) exigem
apenas a determinacdo de funcdes estaciondrias, que nao necessariamente devem ser extremas. Por
este motivo, aqui, 0s termos extremo e estaciondrio sao usados de maneira intercambidvel.
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Para mostrar esse resultado usando os conceitos do calculo variacional, toma-se a vari-

acdo do funcional da Eq. 2.3:

5]25/Xl\/1—}—(u/)2dx:/m5(\/1+(u’)2> dx 2.7)

X ! / !
:/l oF i) 5y IFwtd) 5, IF ) 51\ 4 2.8)
. dx Jdu u’
oF
Em que F(x,u,u’) = /1 Comon—Oea——Otemse
51:/ M(s dx_/xlu/(1+u/)—1/25u/ dx (2.9
X0 au X0

Integrando por partes chega-se a:

61:/x "(14u) ‘/26< ) u1+u) 124 - (8u) dx (2.10)

0

z[u/(1+u 1/23u /di 1—|—u) 1/2]6udx @.11)

Cabe aqui um comentario. Busca-se, neste exemplo, a fungdo que minimiza a distancia
entre (xp, up) e (x1, up). Por conseguinte, as fungdes que sdo possiveis candidatas a solugdo
do problema devem, necessariamente, passar por esses mesmos pontos. Essas sdo as fungdes
ditas admissiveis. Dizemos, neste caso, que u(x) ndo varia em x = xo € em x = x, de modo que

Su(x =xp) = 0 e Su(x = x1) = 0%. Tem-se, portanto:

__[vd 1/2
5= [ L) sudy 2.12)

De acordo com o Lema Fundamental do Célculo das Varia¢des (CASSEL, 2013), como

u(x) e sua variacdo Su sdo arbitrarios, deve-se ter, em cada ponto do dominio xp < x < x;:

d

(L)1) =0 2.13)

Como usual, o processo de encontrar a fung@o estaciondria de um funcional passa pela

solu¢do de uma equagdo diferencial. Integrando a Eq. 2.13 e resolvendo para ', tem-se:

2 Existem casos em que 0s pontos xo € x; sao conhecidos, mas os valores da fung¢io nesses pontos, u(xg)
e u(x1), ndo sdo. Nesses casos duly! # 0. H4, também, problemas em que sequer o seu dominio (xo €
x1) sdo conhecidos, necessitando ser determinado junto com a funcao estacionaria (CASSEL, 2013).
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W (14412 =¢ (2.14)

W =ci(14+u)'/? (2.15)

W) =c3(1+u) (2.16)

N2 ci
= 2.17
Wr=1"a 2.17)
C2 1/2
W = [ 1 2] =0 (2.18)
Integrando novamente obtém-se:

u(x) = cox+c3 (2.19)

Aplicando-se as condigdes de contorno u(x = xg) = ug e u(x = x;) = uj chega-se a:

up—ug

u(x) =up+ (x—x0) (2.20)

X1 —Xo

Conforme esperado, trata-se de uma reta que passa pelos pontos (xg, ug) e (x1, uy).

Esse simples exemplo pode, a primeira vista, ndo deixar claro o poder do Calculo Vari-
acional. Acontece, no entanto, que a formulacao por primeiros principios de algumas questdes
da fisica leva, de maneira natural, a formulac¢des variacionais. Nao raro, essa forma variacional
do problema fornece um elegante insight quanto as sutilezas do processo fisico subjacente a ele.
Frequentemente, essas sutilezas ndo sdo evidentes quando se analisa a sua formulacdo diferen-
cial, que é mais comumente apresentada e discutida. O Principio de Hamilton, que é discutido

a seguir, € um notdrio representante desse fendmeno.

2.2 O Principio de Hamilton

O Principio de Hamilton estabelece que a trajetdria r(¢) de uma particula, sobre a qual

atua uma forca f(¢), é a fungdo estaciondria do seguinte funcional (CASSEL, 2013):

15 15
0 T dt+ f-ordt=0 (2.21)

N n
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Onde T € a energia cinética e f- Or é o trabalho virtual das for¢as que atuam sobre a
particula. Fala-se em trabalho virtual para levar em consideragdo todas as for¢as que agem no
sistema, independente se elas realmente produzem trabalho, ou ndo. O trabalho virtual f- ér é
o trabalho produzido por uma forga real f agindo sobre uma distancia dr, em uma dire¢do que
seja compativel com a cinemadtica do problema, isto €, que seja consistente com os vinculos
impostos. A mesma forma do Principio de Hamilton da Eq. 2.21 pode ser estabelecida para
sistemas de particulas, corpos rigidos € mesmo corpos deforméveis, bastando que as expressoes
para T e f sejam escritas de maneira adequada.

Da forma como a Eq. 2.21 estd posta, f deve contemplar todas as forcas que agem
no sistema, sejam elas conservativas ou nao-conservativas. A uma forca conservativa f¢, no
entanto, pode-se associar um escalar V de modo tal que f¢ pode ser escrito como o gradiente de
V, isto é:

fc=-Vvv (2.22)

O sinal negativo € introduzido para que a forca aja na particula na dire¢cdo em que a
energia potencial V decresce (VV tem a direcdo do mdximo crescimento de V). Dessa maneira,

a Eq. 2.21 pode ser reescrita como:

15 15
6/‘Tm+/(ﬁ+ﬂﬂ6nh:0 (2.23)
t t
112 1[2 15
sl Tar+ [ £ ovdr+ [ £ Srdi=0 (2.24)
t t t
1l2 1{2 1 .
5/ po—/'vv-arm+i/ £1¢. Sr df — 0 (2.25)
31 31 31
t /o w9 :
5 de-QCX&+—$H~X&>m+:W@&m:0 (2.26)
1’ n \ dx dy 0z ,1
15 15 15
5 po—/‘5Vdr+ £ St df — 0 2.27)
t t t
ll2 1 . 1
g/(T—Vﬁﬁ+/‘W°6nﬁ:O (2.28)
t t
1{2 - 1
s[ Lar+ [ £ 6rdt=0 (2.29)

1 1

-

Onde "¢ leva em considerag@o as forcas ndo-conservativas que agem no sistema. E

claro que, se o sistema € conservativo, entao:

15
§S=68 [ (T—V)di=0 (2.30)

3]
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t
§s=6/ Ldr=0 2.31)

1

Onde L =T —V € denominado Lagrangiano. Segundo Lanczos (LANCZOS, 1986), o
Lagrangiano representa o excesso de energia cinética sobre a energia potencial. O funcional
S= ft? L dt é, por vezes, denominacdo integral de acdo. O Principio de Hamilton para sistemas
conservativos, Eq. 2.31, estabelece que, de todos os possiveis caminhos de ¢#; para t,, o caminho
real € aquele para o qual a acdo € uma funcao estaciondria.

Na secdo que sucede, o Principio de Hamilton é exemplificado por meio da deducao
das equacdes de movimento que regem a dindmica temporal de um mecanismo quatro-barras

rigido.

2.3 Equacoes de movimento de um mecanismo quatro-barras rigido pelo Principio de

Hamilton

Para ilustrar a aplicacdo do Principio de Hamilton decide-se, de maneira auspiciosa, por
deduzir as equagdes de movimento do mecanismo quatro-barras mostrado na Fig. 2.1. Esse

mecanismo ¢ estudado, ainda, em outros momentos ao longo da presente monografia.

Figura 2.1 — Mecanismo quatro-barras sob consideracao.

Fonte: Do autor (2019).

E bastante claro que o mecanismo em questio apresenta um tnico grau de liberdade.
Especificando-se, por exemplo, o angulo 01, a posi¢do de um ponto genérico de um determi-
nado link do mecanismo pode ser determinada. Uma vez que a determinacdo da equacdo de
movimento do mecanismo passa pela escrita de seu Lagrangiano, deve-se ser capaz de escrever
as energias cinética e potencial de cada um dos links em termos de uma tnica coordenada (61,

por exemplo). No entanto, as expressoes para essas energias sdo mais facilmente escritas em
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termos de 61, 6, e 03, tal qual a seguir:

Ir=T+L+T1 (2.32)
1 1 1 1 1 1,
V=Vi+V+V; (2.34)
L L L
=m g?1 sin ) + mog (Ll sin 6 + 72 sin 92) + m3g73 sin 6 (2.35)

Os vinculos geométricos entre esses angulos podem ser estabelecidos notando-se que:

C(t,q) =roa+rap—rop—TPp =0 (2.36)
Onde:

01

Licos 6 L>cos 6,
q - 92 7 rOA - ) rAB - 9

L1 sin 91 Lz sin 92

63 (2.37)

xp L;cos 65

Fop = € Irpp=
0 Ls sin 93

Substituindo-se essas expressoes na Eq. 2.36 chega-se a:

Clt.q) = Licos6; —xp+Lycos6, — Lszcos 63 —o (238)

Lisin0 + L, sin 6, — L3sin 63
Mesmo para um mecanismo simples como o quatro-barras em estudo, ndo € trivial es-
crever 6, e 63 como funcdes explicitas de 6;. De fato, nem mesmo o pacote de matematica
simbdlica do MATLAB foi capaz de fazé-lo. Por conseguinte, é bastante conveniente escrever
as equagdes de movimento em termos de 6, 0, e 03 e levar em conta os vinculos entre eles

através de multiplicadores de Lagrange (CASSEL, 2013). Escreve-se, para tanto, a seguinte

expressdo para o Lagrangiano aumentado:

L=L— [MCI (l‘, q) + lzCz(t, q)] (2.39)
L=L-A"C(,q) (2.40)
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L=T—-v-A"C(,q) (2.41)

Onde C; é a linha i do vetor C(t, q), que estd dado na Eq. 2.36,e A(t) = {41 A }T éo
vetor de multiplicadores de Lagrange. Tem-se, portanto, um multiplicador de Lagrange associ-
ado a cada vinculo independente. De modo geral, os multiplicadores de Lagrange sao funcdes
de todas as coordenadas independentes (no caso, apenas o tempo #). A mesma expressiao para
o Principio de Hamilton pode ser utilizada, meramente substituindo-se L por L nas Eq. 2.21 ou
2.29.

Calculando-se as velocidades dos centros de massa dos links, as suas energias cinéticas

podem ser escritas como:

T=T+T,+T3 (2.42)
1 1 1 1 1
= Emlvl 5]1 91 + 2m2V2+ 5 292 + 2m3v3 + 5 393 (2.43)
: 2
1 (L \* 1 ., 1 . L6, cos 6,
= Eml (791) +511912+5m2 [<L191 cos 6y +T
Lybsing\ ] 1 1 (L. \> 1 24
N 202 51N G2 52 35 52
L —_— = —I — — —I
—|-( 101 sin 0 + 5 ) +2292+2m3<293) —|-2393
O Lagrangiano aumentado pode ser escrito, de modo explicito, como:
L=T-v-A"C(,q) (2.45)
- 2
1 L] . 2 1 ) 1 . L292COS 92
== — -1 — L —_—= =
2m1<291) +2191+2m2 [( 101 cos0; + >
Lybrsing\ 7] 1 1 (L3 \> 1
L6 sing, + 22— 2 —LOF+—ms | 26 ~162
+(”5m1+ 2 )]+2“+2m3 2B ) T35 (2.46)

L L L
— mlg?1 sin0@; —myg <L1 sin 6y + ?2 sin 92) — m3g?3 sin 03

—A1(Licos @) —xp+Lycos 0 — Lz cos03) — Ay (L sinB; + Ly sin 6, — L3 sin 63)
Para emprego do Principio de Hamilton calcula-se a variacdo de 8L, tal qual a seguir:

oL oL oL oL oL oL
si= Y50+ L 50 565+ 2E 50, + L 5o, + I 56 247
26, °7 T 96,°72 1 56,°% T 56,°7 T 56,°% 1 56,°7 247)
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d dL
De onde usou-se o fato de que — = ——, pois os vinculos sao todos holonémicos, de

06, 96

modo que C(z, q) ndo depende de q. Continuando o desenvolvimento da Eq. 2.47, tem-se:

- aL oL aL JL oL oL
0L=—-—60,+—-—66 80+ —80,+—86,+—356 2.48
96,27 T 36,°7 T 56,°% T 5,°% T 96,°7 1 56,07 (2:48)
) JL JL ICy ¢y aCy
(9_91691_'_59 662+(99 005 — Al(ae 591+ae 662+89 393)
00, 00, 00, oL JL oL (2.49)
—A 00, +—-—-060,+—-—-006 —860,+—86,+—356
2(891 36,°% " J6; 3) 96, °0 T 56,°% 7 56,°%
A Eq. 2.48 pode ser reescrita, de forma matricial, como:
00, 00,
- JL JL OL JdC JC 0dC
oL = {ael 36, 393} 86, 0 —th M}[ael 26, 06:])°%%
593 693
(2.50)
00,
+{8L oL 8L}i 56
391 892 893 dt 2
00;

Calculando-se a integral de L, conforme o primeiro termo da Eq. 2.29, obtém-se:

1% -
/ oL dt =
n

591 691

n(9dL OL dL aC JC aC

/,1{891 26, 893} 860 —th Mg F6 36,] |98
565 565 (2.51)
560,

+{8L JL 8L}_ so. b
891 892 893 dt 2
0603

Integrando o dltimo termo por partes tem-se:

L
oL dt =
3]
591 591
/’2 JL JL JL 5 (A JdC JC 9C 5
f 891 0 6, 893 % : 2 891 d 0, d 93 0

693 693
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15}

591 661

_{i&L d oL i&L} 5o dt+{8L oL aL} 5o
di 90, diab, diabs 2 26, 96, a6 ?
593 593

n

(2.52)

Como de costume, considera-se que 6q ndo varia em ¢t = f; e t = t», de tal forma que a

Eq. 2.52 fica dada por:

[N
OL dt =
1
591 691
/fz JL JL OL 5 ) JC dC 0C 5
. 96 96, a6 °% U256 96, 96s) | 0%
06,
_{ii i&_L iﬁ} 56 dt
dt 90, dtd6, dtdbs 2
006;

De forma compacta, a Eq. 2.53 pode escrita da seguinte maneira:

15 B 15) T
oL dt = Q' oqdt (2.54)
n I

Trata-se, agora, o segundo termo da Eq. 2.29. De maneira geral, ele pode ser reescrito

de modo que se tenha dr como fun¢do de dq, tal qual segue:

152 15}
/ SLdi+ / £ 8t di = 0 (2.55)
1 3]
f o) or or or
T nc [ 77 il el —
/n Q"sqart [t (a91591+892592+893593) di =0 (2.56)
) f or ar ar
T nc 77 nc 77 nc - —
/tlQSthJr/tl (f SoB0H 1 S0, 4 -06; ) dr =0 2.57)
56,
f f ar or ar
T nc “° nc “° nc “° —
/tIQSth—i— t, {f S g ! aej 56,5 di=0 (2.58)
663

15 %)
/ Q" 5q dt+/ Q/8qdi =0 (2.59)
1 N
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/ "(Q+Q.) 6qdr =0 (2.60)

1

Q. ¢ o vetor de forcas externas generalizadas, cujas componentes estdo associadas as
coordenadas generalizadas 0y, 6; e 63. Do Lema Fundamental do Calculo das Variagdes, ja que

0q € arbitrario, decorre da Eq. 2.60 que, em cada ponto do dominio:

Q+Q.=0 (2.61)

Substituindo-se a expressao para Q da Eq. 2.54 chega-se a:

(9L ) IL ]
26, 00
oL _[ac JC acr m| a)or 0.—0 262
% 891 (992 393 A dt aa%
k893) \89.3)

Ou, de maneira mais compacta:

d (oL\T /a7 [ocC\T

(%) (Ga) +(5) =2 (263
d (dILNT [oI\T

E(Tq) —(a—q) +C312Qe (2-64)

Em que Cq4 € o jacobiano do vetor de vinculos com relagdo ao vetor de coordenadas
generalizadas. O termo Cgﬁ. na formula¢do da Lagragiana aumentada pode ser visto como a
forca necessdria para manter os vinculos cineméticos. E claro que esse termo desaparece quando
a restri¢do é satisfeita pois, se isso ocorre, C(z, q) é identicamente nulo e, portanto, Cq também
o é. Isso € ratificado pelo fato de o trabalho virtual das forcas de reac@o ser nulo, ja que os
deslocamentos virtuais possiveis sdo ortogonais as forcas de reagdo. Assim, a fisica subjacente
ao problema mantém-se inalterada, enquanto que a trajetdria € forcada a ser condizente com os
vinculos impostos.

Calculando-se as derivadas presentes na Eq. 2.63 chega-se as trés equacOes de movi-
mento do sistema, escritas a seguir:

2
S

L
(11+m1

.. LL ..
1 +m2L%> 0, +m2¥ COS(91 — 92)92 —L1sin6; A + Licos 611,

L2L (2.65)
122 sin(91 — 92)922 = Qel

L
+ (my +2m2)g71 cos 0; +my
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LiL . L2\ ..
mzﬁ COS(91 — 92)91 + ([2 + n’l2—2> 6, — Lrsin A +Lycos 64,
2 4
. L1 (2.66)
+m2g?2 cos 6, —my 122 sin(60; — 02)912 = Q,,
L3\ 4 , Ly
I+ m3z 05+ L3sin 34| — Ly cos O34, + m3g? cos 03 = Qe3 (2.67)
Ou, de forma matricial,
M+ CgA = Q(t,q,4) (2.68)
Onde
i L2 5 LiL, ]
I —I—M]Z—l-mZLl my COS(@] —92) 0
LiL L3
M= m2—12 2cos(91 —6,) b +mzzz 0 ’
L2
0 0 13 + m3Z3

Cy— —L;sin@; —Lpsin@, L3sin6s . (2.69)

Licos 91 L, cos 92 —L3 CoS 93

(

L LiL, . .
Qe, — (my +2m2)g71 cos 6 —my 1=2 sin(6; — 92)922

. L LiL, ° .
Q(t,q,q) = Qez—nggzcoseﬁmz 2 Gin(6, — 6,)6?

L3
\ Qes — m3g? cos 65

As Eq. 2.36 e 2.68 formam um conjunto acoplado de trés equacdes diferenciais e duas
equacdes algébricas, todas ndo-lineares, com varidveis desconhecidas 0y, 6;, 63, A; e ;. Na
literatura, equagdes desse tipo sdo chamadas de equacdes algébrico-diferenciais (EAD’s). Um

procedimento para a solucao dessas equagdes € enderecado no Capitulo 3.
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3 DINAMICA DE SISTEMAS MULTICORPOS FLEXIVEIS PELA FORMULACAO
ANCF

Neste capitulo, a Formulacao de Coordenadas Nodais Absolutas, ANCE, é apresentada e
discutida em detalhes. Inicialmente, os aspectos gerais relacionados a essa formulagdo sdo apre-
sentados. Em seguida, as equacdes de movimento para um elemento finito ANCF genérico sao
deduzidas utilizando uma abordagem simular a apresentada no Capitulo 2. Em particular, um
elemento de viga ANCF ¢ detalhadamente discriminado. S@o expostos aspectos relacionados a
sua cinemdtica e as suas energias cinética e potencial de deformacdo. Logo apds, sdo exempli-
ficados os processos de determinagdo do vetor de forcas externas e das equagdes de vinculos.
Por fim, as equag¢des de movimento para o elemento de viga ANCF sdo pormenorizadamente

deduzidas.

3.1 A Formulacio de Coordenadas Nodais Absolutas (ANCF)

A dinamica de multicorpos flexiveis € o campo relacionado com a modelagem e andlise
computacional de corpos deformaveis sujeitos a vinculos e que sofrem grandes deslocamentos.
Esses deslocamentos, que podem incluir grandes rotacdes, consideram tanto movimentos de
corpo rigido quanto deformagao eldstica.

Conforme discutido na Secao 1.1, a dinAmica de multicorpos flexiveis surgiu no inicio
dos anos setenta como resultado da necessidade de simular sistemas para os quais as deforma-
coes tém um efeito significativo na sua dindmica. Em meados dos anos noventa, uma importante
contribui¢do a esse campo de estudo foi dada com a introdu¢do de uma nova abordagem, de-
nominada Formulacido de Coordenadas Nodais Absolutas (ou ANCE, do inglés Absolute Nodal
Coordinate Formulation), que parte de uma proposta bastante destoante das técnicas estudadas
até aquele momento. Desde entdo, a formulagdo ANCF tem sido extensivamente desenvolvida
e aplicada na andlise da dinamica de corpos flexiveis sujeitos a pequenas e/ou grandes defor-
magdes (SHABANA, 2013; SHABANA; HUSSIEN; ESCALONA, 1998; SHABANA, 1997).

Na formulacdo ANCF do método de elementos finitos, rotacdes finitas ou infinitesimais
nao sao usadas como coordenadas nodais. Em vez disso, as posi¢des absolutas e as inclinacdes
globais sdo usadas como coordenadas do elemento. Isso permite que elementos estruturais tais
como os de viga, placa e casca possam ser modelados como elementos isoparamétricos e ser
usados para a obtencdo da modelagem exata da dindmica de corpo rigido (CHRISTENSEN;
SHABANA, 1998).
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Uma vez que as coordenadas do elemento sdo expressas diretamente em termos de po-
sicdes e inclinacdes globais, pode-se mostrar que a matriz de massa correspondente € constante
e semelhante aquela que aparece na dinamica linear de estruturas. No entanto, pelo mesmo
motivo, a energia de deformacdo do elemento e sua matriz de rigidez sdo funcOes altamente
ndo-lineares das coordenadas nodais, mesmo no simples caso de um modelo linear eldstico
(BERZERI; SHABANA, 2000).

Como € mostrado adiante, a definicdo dos graus de liberdade e das fungdes de forma
do elemento leva, de maneira bastante imediata, a sua matriz de massa. Talvez o grande de-
safio dessa formulacdo esteja relacionado a defini¢do das forcas eldsticas e as questdes que
emergem a partir dessa defini¢do, como problemas de locking, modos acoplados de deforma-
cdo, efeitos de enrijecimento centrifugo, diferentes modelos constitutivos de materiais, entre
outros. Extensas pesquisas tém sido, ainda hoje, realizadas nessas tematicas (XU; LIU; QU,
2019; BOZORGMEHRI et al., 2019; NACHBAGAUER, 2014).

A defini¢do das forcas elasticas na formulacdo ANCEF envolve duas abordagens concei-
tualmente diferentes (NACHBAGAUER, 2014). Uma delas parte de uma formulacdo baseada
na mecanica do continuo. Nela, o trabalho virtual das forcas elésticas é escrito como uma inte-
gral no volume do elemento, usando o tensor de deformagdes de Green—Lagrange e o segundo
tensor de tensdes de Piola—Kirchhoff, os quais configuram um par de conjugados energéticos
(SURANA, 2016; REDDY, 2013). Na segunda abordagem, baseada nos conceitos da mecanica
estrutural, as deformacdes e tensdes generalizadas sao definidas e escritas na linha eléstica do
elemento. Esse modelo, mais simplificado, leva a elementos de viga unidimensionais, os quais
sdo significativamente menos custosos do ponto de vista computacional. A formulacdo base-
ada na mecanica do continuo é, certamente, mais elegante e rica, no sentido de que fendmenos
como modos acoplados de deformacao, incluindo da se¢do transversal, sdo capturados. Esses
elementos, no entanto, sdo conhecidos na literatura por apresentares problemas de locking, além
de possuirem muitos graus de liberdade por nd, o que requer mais tempo de processamento.

Nas secoes que seguem, duas abordagem sdo discutidas. A primeira parte plenamente
dos preceitos da mecanica estrutural para a definicdo da energia de deformagdo. A segunda
abordagem utiliza conceitos de mecanica estrutural, mas com tensores de deformacao provin-
dos da mecéanica do continuo, de modo que uma medida nao-linear da relacdo deslocamento-
deformacdo € adotada. Ambas as formulacOes apresentam custo computacional semelhante,

com nés com mesma quantidade de graus de liberdade.
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3.2 Equacoes de movimento para os elementos finitos ANCF através do Principio de

Hamilton

A deducdo das equagdes de movimento do elemento finito modelado por meio da for-
mulacdo ANCEF pode ser realizada utilizando-se o Principio de Hamilton (Eq. 2.29), tal qual no
caso de corpos rigidos. Para tanto, o primeiro passo € escrever a Lagrangiana do elemento, o que
passa pela determinacdo das expressdes para as suas energias cinética e potencial. Considera-
se, por generalidade, o caso de funcionais sujeitos a vinculos holondmicos, tal qual descrito e

exemplificado na Secd@o 2.3. A expressdo para a Lagragiana aumentada é dada por:

L=L—A"C(t,e) (3.1)

L=T-V-A"C(t,e) (3.2)

Onde L € a Lagrangiana, T e V s@o as energias cinética e potencial, e é o vetor contendo
todos os graus de liberdade do elemento, C(z, e) é o vetor de vinculos holondmicos e A é o

vetor de multiplicadores de Lagrange. Calculando-se a variacdo de L tem-se:

L g, Mgy 419C
L. aLd e
_a—6e 8é%< e)— A4 Se Se (3.4

5 (3.3)

Calculando a integral de 8L, conforme o primeiro termo da Eq. 2.29, obtém-se:

n_. AL, ,;9C. dLd
/tISLdt_/tl [aese ATE Cset 5 d(6e)} (3.5)

Integrando o ultimo termo por partes e eliminando o termo do contorno chega-se a:

n_.  nfaL +9C oL
[ 5Ldt—/tl [a—ese—x S ode- d;(a )&} dt (3.6)

_ (2L _,roC _d (oL
/1[ Te dt(8 )]6 dt (3.7)

Em seguida, escreve-se o segundo termo da Eq. 2.29, de maneira que a dependéncia de

0q fique explicita, tal qual segue:

f f2 or
£1¢. St di :/ e C Se dr (3.8)
f 8e

3]
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15}
= [ QISedr (3.9)

3

Pensando em termos de trabalhos virtuais, pode-se enxergar o termo Q! Se como repre-
sentando o trabalho virtual realizado pelas forcas externas generalizadas através de um deslo-

camento virtual de, isto é:
SW, = QI se (3.10)

Substituindo-se as Eq. 3.6 e 3.8 na Eq. 2.29 e utilizando o Lema Fundamental do
Célculo das Variagdes, chega-se a:
d (oL\"T [oL\"
— == — |5 C. A= 3.11
dt(aé) (ae) FCA=Q -11)
Essa equagdo, denominada Equacdo de Lagrange, € bastante geral e pode ser utilizada
tanto para corpos rigidos, quanto flexiveis. Para a obtencdo das equacdes de movimento do

elemento finito baseado na formulacado ANCEF resta, agora, escrever a expressao para L e realizar

as diferenciagdes contidas na Eq. 3.11.

3.3 Formulacio do elemento de viga ANCF

3.3.1 Cinematica do elemento

Conforme mencionado anteriormente, na formulagdo ANCEF, as coordenadas nodais dos
elementos sdo definidas em um sistema de coordenadas inercial (sistema XX, da Fig. 3.1).
Desta maneira, nao é necessdria qualquer transformacgdo de coordenadas entre diferentes siste-
mas de referéncia. As coordenadas nodais do elemento representam as posicdes e as inclinacdes
globais, de maneira que nao € realizada qualquer suposicdo quanto a magnitude das rotagdes
que os corpos podem realizar.

O vetor posicao global, r(z,x), de um ponto da linha elastica de um elemento de viga
unidimensional, como o mostrado na Fig. 3.1, é definido em termos das coordenadas nodais do

elemento como:

r(,x) = = S(x)e(t) (3.12)
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Figura 3.1 — Graus de liberdade nodais de uma viga pela formulacio ANCFE.

@
or|,_,

=l

Fonte: Do autor (2019).

Onde S(x) é a matriz de fun¢des de forma e e(¢) é o vetor de coordenadas nodais do

elemento, o qual € dado por:

e=le] e e3 eq e5 e €7 eg]T (3.13)
Com
8r1 8r2
el =rilx=0, €2=r2ly—0, e3= oo B vl B
x=0 =0 (3.14)
8r1 8r2
65:r1|x:l7 66:r2|x:17 €7 = a_ y €g = a_ .
X x=I X x=I

Por simplicidade de notacdo, a dependéncia temporal de r(z,x), a qual decorre de e(z),
€, a partir daqui, omitida. Utilizando um polindmio ctibico para interpolar os deslocamentos, a

matriz S fica dada por:
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1—3E%24283 0 1(E—2E%2+E&3) 0 3E2_¢3
0 1-3§2428° 0 (€ —282+&7) 0
(3.15)
0 163 -&2) 0 £_¥
S

S=

Por meio da Eq. 3.12 e da defini¢do da matriz de fun¢des de forma, Eq. 3.15, o co-
nhecimento do vetor posicdo de um ponto qualquer da linha eléstica da viga fica condicionado
exclusivamente ao conhecimento do vetor e(¢). Embora a dependéncia espacial de r(z,x) ja
seja, portanto, conhecida, a evolucdo temporal deve ser obtida por meio da integracdo de um

conjunto de EAD’s, como serd mostrado.

3.3.2 Energia cinética do elemento

Para escrever a Lagrangiana L do elemento escreve-se, inicialmente, a sua energia ciné-
tica. Utilizando-se o vetor posicdo global de um ponto da linha eldstica do elemento, dado pela

Equacio 3.12, a energia cinética do elemento finito pode ser escrita como:

T = %/Vp i’ tdV (3.16)
=3 [ p SR IsWe]av G3.17)
= %/Vp e()"S(x)"S(x)e(t) av (3.18)
= %é(r)T (/Vp S(x)TS(x) dV) é(r) (3.19)
= e Me() (3.20)
Onde:
M — /V p S(x)TS(x)dV (3.21)

Utilizando-se a matriz S(x) definida anteriormente e considerando-se um elemento pris-
matico e com densidade constante, chega-se a matriz de massa do elemento finito, que € simé-
trica, constante e semelhante aquela que aparece na dindmica linear de estruturas. Realizando a

integral anterior, obtém-se:
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13 117 9 13/ T
— 0 — 0 = 0 —-—— 0
35 210 70 420
L L N
35 210 70 420
2 0 131 0 _12 0
105 420 140
L
M:/p(STS)dV:m 15, 420, 140 322
% = _
35 0 210 0
simétrico E 0 —ﬂ
35 210
R
105
Rl
L 105

3.3.3 Energia potencial de deformacio do elemento — Formulacao 1

A proxima etapa na escrita da Lagrangiana do elemento finito envolve a determinacao
de uma expressdo para a sua energia potencial de deformacdo. Diferentemente do caso de
corpos rigidos tem-se, para os flexiveis, uma energia potencial (que é, portanto, recuperdvel)
associada a sua deformacdo eldstica. Embora a matriz de massa que foi obtida seja simples e
constante, a energia potencial de deformacdo (e, portanto, as forcas eldsticas associadas) apre-
sentam uma expressao relativamente complexa e ndo-linear, mesmo no simples caso de uma
viga linear e eldstica baseada na teoria cldssica de vigas (Fig. 3.2), tal qual é mostrado a frente.
Considerando-se a Fig. 3.2, o deslocamento, relativo ao ponto O, de um ponto P arbitrario da

viga é dado por:

S1—S;,)e
Ml = (81=S1,) (3.23)

175 (Sz — Szo>e

=
I

Onde S, € a linha i da matriz S e S;, € a linha i da matriz S calculada no ponto O, isto &,
S(x = 0). Para definir estes deslocamentos no sistema de coordenadas do elemento, escrevem-se

os versores i e j ao longo dos eixos do elemento:

1 — Si,—S
Lyl _ra-ro 1 (S1,—S1,)e (3.24)
i2 ry — r0| |I‘A — l‘0| (SZA _ SZ())e
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Figura 3.2 — Elemento de viga planar.

A n
Y
Y .
J u o .
X
i g A
10, %
‘ r
€
R
€ €5 X
Fonte: Shabana, Hussien e Escalona (1998).
1 es—eq
= (3.25)
[(es —e1)? 4 (es —€2)2]'/% | ¢ — ey
1
= ki (3.26)
J2

Os deslocamentos longitudinais e transversais de um ponto da linha eldstica da viga sdo

dados por:

Uy u'i—x Uyi] +uzin — x
u,; = = , = (3.27)
Uy u uyj1 -+ uzin

Com base nessas expressoes € na teoria cldssica de vigas, pode-se escrever a energia

potencial de deformacdo do elemento de viga, devido aos deslocamentos longitudinais e trans-

versais, como:

! duy \ %u, 2
V—/O <EA <(9_x) +EI (W) dx (3.28)

Onde A e I sao a area e o0 momento de inércia de drea da secdo transversal da viga,

respectivamente, e E € o médulo de Young do material.
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3.3.4 Energia potencial de deformacao do elemento — Formulacao 2

O modelo discutido anteriormente para a energia potencial de deformacgdo apresenta,
apesar das suas hipéteses simplificadores, uma forma relativamente complexa. Por meio do
tensor de deformacdes de Cauchy, esse modelo utiliza medidas lineares de deslocamento-
deformacdo, as quais partem do pressuposto de deformacdes (strains) infinitesimais. Além
disso, as energias de deformacao longitudinais e transversais sdo totalmente desacopladas.

Nesta subsecdo, um novo modelo € investigado. Ele foi proposto por Berzeri e Shabana
(2000) e € derivado através de uma abordagem de mecénica do continuo, sem a necessidade de
se introduzir sistemas locais de coordenadas (tal qual foi feito anteriormente). Esse modelo leva
em conta as ndo-linearidades na relacdo deslocamento-deformacgao, por meio do uso do tensor
de deformacdes de Green-Lagrange.

Para tanto, escreve-se a deformacdo longitudinal & do elemento, por meio do tensor de

Green-Lagrange, tal qual a seguir:

1

g = 5(r’Tr’ —1) (3.29)
1 1

= E(eTs’Ts’e —1) = 5(eTs,e ~1) (3.30)

Assumindo um material isotrépico, a energia de deformacgdo devido as deformacdes

longitudinais pode calculada pela equacao abaixo:

1 r!
V= —/ EAe} dx (3.31)
2 Jo
Onde E é o mddulo de Young e A € a area da secdo transversal do elemento de viga. De
maneira semelhante, a energia de deformacdo transversal pode ser escrita como:
1 /! )
v, = —/ EI? dx (3.32)
2 Jo
Em que 7 é o momento de 4rea da se¢do transversal e K € a curvatura da viga, que pode
ser calculada por meio das férmulas de Serret-Frenet, tal qual a seguir:

o d*r
Cldx?

K2 =elS"TS"e (3.34)

=" =|S"¢| (3.33)
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Substituindo essa expressio para k> na Eq. 3.32 tem-se:

1 [
V, = 5/0 EIK? dx (3.35)
1 l T T
=2 / E1"S""S e dx (3.36)
0
T 1l nT
_e 5/Els S" dx ) e (3.37)
0

Nesse modelo, a expressdo para a energia total de deformagdo, composta pelas contri-

bui¢des longitudinais e transversais, é dada por:

1 7!
V=Vi+Vi=3 / [EAe? + EIx?] dx (3.38)
0

3.3.5 Vetor de forcas externas generalizadas do elemento

Exemplifica-se, nesta se¢do, a escrita do vetor de forcas externas generalizadas (dltimo
termo da Eq. 3.11) por meio de dois exemplos. Primeiro, chama-se atencdo ao fato de que a
expressao para a energia potencial da Eq. 3.28 leva em conta apenas a deformacao eldstica do
elemento. A energia potencial gravitacional ndo € levada em conta. Assim, a for¢a gravitaci-
onal deve ser incluida como uma forca externa aplicada ao elemento. Para tanto, escreve-se o

trabalho virtual realizado por uma forga gravitacional distribuida ao longo do elemento, tal qual

a seguir:

5We:/{0 — pg}drav (3.39)

1%
- / (0 —pgld(Se)av (3.40)

\%4
= (/ {0 —pg}S dV) Se (3.41)

Vv
1 [ 1 l

=Qlse (3.43)
De ond Q. = 0 1 0 _L 0 1 0 L ' S tor d
€ onde surge que Q, = mg > 12 > 2 € O vetor de

forgas externas generalizadas associado a forca gravitacional distribuida ao longo do elemento

finito.
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Como segundo exemplo, escreve-se o vetor de forcas externas generalizadas associado
a aplicacdo de um momento M na extremidade inicial da viga (ponto O da Fig. 3.2). O trabalho
virtual associado a esse momento ¢ dado por 6W, = Md«, onde a é o angulo de rotacdo da
secdo transversal (Figura 3.2). Para que esse trabalho fique escrito em termos de um deslo-
camento virtual dos graus de liberdade do elemento, a rotagdo virtual da deve ser escrita em
fungdo de de. Para tanto, escreve-se a orientagdo do sistema de coordenadas cuja origem € rigi-
damente acoplada a uma secdo transversal (sistema t—n da Figura 3.2), a qual pode ser definida

usando-se a seguinte matriz de transformacao:

' ory dr 322 32
cosq —sinQ 1 |32 ——5° r r
—aa |8 ] a= () (R) e
sinot  cosa d1/? % ? dx ox
o (3.44)
Deste modo, tem-se:
. 1 dn 1 dn
sSIno = mg7 CoSOX = mg (345)
Usando essas duas equagdes, pode-se chegar a:
2s(%)- (%)
Sa=22 1 y AL (3.46)
63564 —64563
== 7 T 3.47
7 (3.47)
Assim, tem-se:
oW, =Méba (3.48)
:M<€3684—€4683) (3.49)
d
M M
=0 0 -2 Z5 9 0 0 0!de (3.50)
d d
=Q/ e (3.51)
Mey, M T
De onde segue que Q, = {0 0 - % % 0 0 O 0} é o vetor de forgas

externas generalizadas associado a um momento aplicado a extremidade inicial do elemento

finito.
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3.3.6 Formulacao das restricoes

Na formulacdo ANCEF, a defini¢do das equacgdes de vinculo que descrevem restri¢cdes

geométricas entre diferentes corpos torna-se bastante simples.

Figura 3.3 — Junta de revolucdo entre dois elementos.

Element 7
Element j

X
Fonte: Shabana, Hussien e Escalona (1998).

Considera-se, por exemplo, o vinculo mostrado na Figura 3.3, que expressa um junta de

revolucdo entre dois elementos i e j. Tal vinculo pode ser escrito como:

rh=r) (3.52)

Isto é, o vetor posicao do ponto P é o mesmo visto tanto pelo elemento i quanto pelo

elemento j. Reescrevendo essa equacdo em termos das coordenadas nodais, chega-se a:

Shel = She/ (3.53)

O ponto P corresponde a extremidade final do elemento i e também a extremidade inicial
do elemento j, de modo que Si, =S/(x =1) e S{, = S/(x =0). Assim, as equagdes de vinculo

se reduzem ao seguinte conjunto de equagdes lineares:

€. e
Sh=¢t (3.54)
o e
Ou:
C(t = eg_e{ =
)= ° =0 (3.55)
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Sugiyama, Escalona e Shabana (2003) deduzem as equagdes de restricdo para uma sé-
rie de outros vinculos entre elementos de viga tridimensionais. Conforme € mostrado, essas
expressOes sdo, em sua maioria, muito mais simples do que as expressdes para esses mesmos

vinculos escritas utilizando-se a formulacdo FFRF ou a dindmica de corpos rigidos.

3.3.7 Equacoes de movimento para o elemento de viga ANCF

A Lagrangiana para o elemento de viga pode ser escrita utilizando as expressdes das
Equacgdes 3.20 e 3.28 ou 3.38 para as energias cinética e potencial, respectivamente. Da Eq.
3.20, nota-se que a energia cinética do elemento ndo depende das coordenadas generalizadas,
isto é, T # T'(e). A energia potencial, por sua vez, ndo depende das velocidades generalizadas,
conforme mostram as Eq. 3.28 e 3.38, isto é, V # V(&). Assim, a Eq. de Lagrange (Eq. 3.11)

pode ser escrita como:

d (oL\" [oL\"
4 (%) - (%) +CTA=Q, (3.56)
d (oT\" [a(-V)\T
4 (%) - (—<ae >) +CTA=Q, (3:57)
d (oT\" [ov\”
4 (%) i (a—e) LCTA=Q, (3.58)
A partir da Eq. 3.20, segue que:
d (aT\" [ov\T
4 (a_e> N (8_e> +CTA = Q, (3.59)
d 1, 10 v a4
SSE MM+ (G0 ) +ei=Q (3.60)
d v\’
ey (%) +CiA = Q. (3.61)
d v\’
4 i) + (%) LCTA=Q (3.62)
T
Mé + (‘3—‘;) +CIA=qQ. (3.63)
De onde usou-se o fato de que a matriz M é constante e simétrica.
T
O termo (O;—:) , por sua vez, rememora o termo da Eq. 2.22. De fato, dado que

V representa uma energia potencial, deve-se ter uma forca conservativa Qy associada a esse
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T
potencial, de maneira que Q; = (—) . Uma vez que V representa uma energia potencial de

de

deformacdo, Q. € denominado vetor de forcas eldsticas do elemento.
Uma vez que foram obtidas duas expressdes diferentes para V' (a partir das Formulacoes
1 e 2), tem-se um vetor de forcas eldsticas diferente associado a cada uma delas. Esses vetores

sao deduzidos a seguir.

3.3.7.1 Vetor de forcas elasticas para a Formulacao 1

Utilizando as Eq. 3.24 e 3.27 na Eq. 3.28, pode-se mostrar (ESCALONA; HUSSIEN;
SHABANA, 1998; SHABANA; HUSSIEN; ESCALONA, 1998) que a expressdo para o vetor

de forgas eldsticas pode ser escrita em termos das seguintes integrais (que sdo constantes):
_EA [ S T 0S4 ] _EA 1 S S,
an=5 | (5¢) (%) A=, ( ) (% )dﬁ
EA [1]/3S S EA [1]/38:\" /28
s L) @) e () ()]
EI ([ [0%8\" [9%s, EI (1| 708\ /9%,
Bu =75 ), (852) (862) 4, B=7 | (852) (w) 1 G
EI 9?8, 9%S, EI ('] [3°S; %S,
B, (852) (862) % Ba=7 ) (852) (8€2> 4
T] 1
EA/ (881> dé&, AzzEA/ [(@) ]dé
. 0 ag

Usando-se essas integrais, o vetor de forcas eldsticas generalizadas do elemento pode

ser calculado por:

v\’ . . - . . . .
Qk: (8_e> = Anez%—i—Azzez%—k(A12+A21)e1112—A111—Azzz +B11e]%+B22e]§

. . . di\"
+ (B2 +Bayp)ejijo + (T Ajrei; +1/2e" (A1o 4+ Ay )eir — Ale) (a—é>

0
+ (eT Axseir +1/2eT (Ao + Az )ei — Ale) (8le2) (3.65)

a T
+ (e"Byej; +1/2e” (B2 +Boy)ej») < a]el)

. NI
+ (eTBzzelz + 1/2eT(B12 +B21)e]|) (f)
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ain\" _ ()
(89) B ( de ) (3.66)
:D[—(€6—€2)2 (es—e1)(eg—e2) 0 0O (66—62)2 —(es—er)(eg—ex) 0 0]F
NECIA

( 3e> (3.67)
:D[(e5—61)(86—62) (85—61)2 0 O —(65—61)(66—62) (85—61)2 0 O]T

E:

1
- ((es —e1)2+ (eg — €2)?)3/2 (3.68)

Dessas expressoes, fica evidente a dependéncia fortemente ndo-linear do vetor de forgas

eldsticas com relacdo aos graus de liberdade nodais.

3.3.7.2 Vetor de forcas elasticas para a Formulacao 2

Utilizando as Eq. 3.31 e 3.30, a expressao para o vetor de forcgas eldsticas longitudinais

pode ser escrita como:

C(v\" T 381

Q,_<x) = / EA2¢— - ] (3.69)

T
= /EAE[a [ Sle—l)} dx:| (370)

T
- /EAg,( S,+ST)) dx} (3.71)

T
_ /EAg,( TST) dx ] 3.72)
:/ EAelSle dx =Ke (3.73)
0

De onde usou-se o fato de S;, que foi definido na Eq. 3.30 como S; = S''S', ¢ simétrico.
Identifica-se, a partir da Eq. 3.73, a matriz de rigidez longitudinal do elemento, a qual é
dada por:

[
Kl:/ EASlSldx (3.74)
0

O calculo analitico dessa integral produz a expressao simbdlica dada por:
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o 0 B 0 —o 0 € 0O
o 0 B 0 —-o 0 €
9 ~B —o 0O & 0
EA 2 0 -# 0 &
K =-2 (3.75)
! o 0 —€ 0
simétrico o 0 =%
F 0
F
Onde:
d; =e5—ey, dy:e6—€2, d:\/d%-i-dyz (3.76)
ay=le3, ay=ley, a=/al+a? (3.77)
by=le;, by=les, b= /b2+D> (3.78)
E:
=0 —— (a* +b* — 141* — 6a,d, — 6bydy — 6aydy — 6byd, +24d?) (3.79)
= 5200 (b* — a* 4 2a,by + 2ayby — 1417 — 24a,d, — 24ayd, + 36d°) (3.80)
2801(“ — b+ 2a,by + 2ayby — 1417 — 24b,d, — 24byd,, + 36d%) (3.81)
1
9 = 420(12a +b* —3a,by — 3ayby — 2817 + 3aydy — 3byd, + 3aydy — 3byd, 4+ 18d*) (3.82)

= - % (3a* +3b* — 4ayby — dayby — 141> + 6a,d, + 6bydy + 6aydy + 6byd,y) (3.83)

=5 0( +12b* — 3acby — 3ayby — 281% — 3ayd, + 3bydy — 3aydy + 3bydy + 18d%) (3.84)

Evidentemente, essa matriz € altamente nao-linear, dependendo explicitamente das co-
ordenadas do vetor de graus de liberdade do elemento, e. Esse complexo resultado, porém, ndo
carrega qualquer hipétese simplificadora quando a magnitude das deformacgoes.

De modo semelhante, calcula-se o vetor de forcas eldsticas transversais generalizadas a

partir da Eq. 3.37:

T I
Q- (‘;—Z) _ ( [Erss' dx)e (3.85)
0
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=Ke (3.86)
De onde identifica-se que a matriz de rigidez transversal é dada por:
! T
K, — / EIS""S" dx (3.87)
0
Que é, evidentemente, independente de e. A integracdo simbdlica produz:
12 0 6/ 0 —-12 O 6l 0
12 0 ol 0O -—-12 0 6l
4 0 -6/ 0 22 0
El 42 0 —-6L 0 27
K, = - (3.88)
! 2 0 -6 0
simétrico 12 0 -6/
42 0
4]?

Essa matriz € linear e semelhante aquela que aparece na dindmica estrutural linear.

O vetor de forcas eldsticas para a Formulacdo 2, que leva em conta as contribui¢cdes
longitudinais e transversais, fica dado por:
(3.89)

Qk - Ql +Q;
(3.90)

= (Kl —|—Kt)e

Tem-se, agora, todos os ingredientes necessarios para se construir as equacgdes de movi-

mento de sistemas flexiveis, conforme verifica-se pela Eq. 3.63.
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4 INTEGRACAO NUMERICA DAS EQUACOES ALGEBRICO-DIFERENCIAIS DE
MOVIMENTO

Este capitulo € devotado a solucdo das equacdes algébrico-diferenciais (EAD’s) de mo-
vimento que surgem na modelagem de sistemas multicorpos. Inicialmente € feita uma expla-
nacdo sobre o conceito de indice de uma EAD. Em seguida, as principais técnicas de solugcao
disponiveis na literatura sdo apresentadas e comparadas. Atencao especial € dada ao método
HHT-I3, que € escolhido no presente trabalho como método de integracdo de EAD’s. Por fim,
a sua implementagao computacional é detalhadamente apresentada por meio da integracao das
equagdes de movimento do mecanismo quatro-barras rigido, que foram deduzidas por meio do

Principio de Hamilton no Capitulo 2.

4.1 Técnicas de soluciao das equacodes algébrico-diferenciais de sistemas multicorpos

As EAD’s que surgem na modelagem de sistemas multicorpos, tanto rigidos quanto

flexiveis, podem ser representadas, de maneira geral, como:

Mi+C3A = Q(r,q,4)
C(t,q)=0

(4.1)

Essas equacgdes tratam-se de EAD’s de indice 3. Na teoria das EAD’s, o indice € usado
como uma medida da distincia de uma EAD ao seu conjunto de equagdes puramente dife-
renciais relacionado. Dado que uma EAD envolve uma combinacgdo de equagdes algébricas e
diferenciais, € natural esperar que consecutivas derivagdes dessas equagdes com relagio a va-
ridvel independente irdo gerar um sistema de equagdes puramente diferenciais. O nimero de
diferenciacdes necessdrias para que isso ocorra € o indice da EAD. Um sistema de equagdes
diferenciais ordindrias apresenta, portanto, indice 0.

Conforme dissertado, a Eq. 4.1 possui indice 3. Isto é, para que ela se torne um sistema
somente de equagdes diferenciais, a equacdo de movimento deve ser diferenciada uma vez (para
que A, que é fungdo do tempo, ndo apare¢a como uma varidvel algébrica, mas como A) e as
equacodes de vinculo devem ser diferenciadas duas vezes (para que surjam as derivadas segundas
das coordenadas generalizadas q).

Alguns solvers de equacdes diferenciais ordindrias (EDO’s) também podem lidar com

EAD’s de indice méaximo 1. E o caso, por exemplo, dos solvers ODE15S e ODE23T do MA-
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TLAB. Assim, através de um processo de reducdo de indice, a Eq. 4.1 pode ser solucionada
usando-se esses solvers. Para tanto, as equacdes de vinculo sdo diferenciadas duas vezes. A

primeira diferenciagdo produz:

dC(t,q) _
7 =0 (4.2)
adC. dC
3¢t 5 =0 4.3)
aC
Coq+—- 5 =0 4.4)
Diferenciando novamente chega-se a:
d(Cqq) aC
pr + = ((% =0 4.5)
.. 8(qu). dCq. dC o
Cqd + 9q q+ 5 4 +— a5 q-+ 8t =0 (4.6)
. d(Cqq)., 0C c azc
Cqd + 9q q+ 8 — | = 8t2 = 4.7)
. 0(Cqq), ,0Cq azc B
Cq+ 9q q+2 Y q-+ 57 = (4.8)
. 9(Cqq), ,0Cq. 0°C
Coli=— 7 4-2—574~ —; (4.9)
Ou, de maneira mais compacta:
Cqii = Qq (4.10)

A equacdo de movimento e a Eq. 4.10 formam, juntas, o seguinte sistema de EAD’s de
indice 1:
al Jal_JQ 4.11)
Cq O A Qu

Embora essa metodologia seja bastante simples, o processo de diferenciacdo das equa-
coes algébricas pode remover alguns vinculos do sistema, levando a solu¢des incorretas. Termos
constantes e lineares, por exemplo, desaparecem durante o processo de dupla diferenciacdo. Em
virtude da acumulacdo dos erros de integragdo, esse efeito € mais ressaltado para moderados ou
grandes tempos de simulacdo, bem como para condi¢des iniciais de baixa acurécia, que ndo

respeitam os vinculos cinemdticos. Existem alguns procedimentos desenvolvidos para minimi-
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zar esse fendmeno. Devido a sua simplicidade e facilidade de implementac¢io, o mais comum
deles € o Método de Estabilizacao de Baumgarte (BAUMGARTE, 1972; NIKRAVESH, 1988).
Ele envolve, no entanto, pardmetros de realimentacdo que sdo de dificil escolha, usualmente
envolvendo processos de tentativa e erro (FLORES et al., 2011).

Um segundo método para a integracdo das equacdes de movimento envolve a separacao
das coordenadas generalizadas em dependentes e independentes. Isso pode ser procedido atra-
vés da identificacdo de uma submatriz nido-singular da matriz Cgq utilizando-se, para tal, técnicas
como decomposicdo LU, eliminacdo de Gauss, decomposicao QR, entre outras (WEHAGE,;
HAUG, 1982; SHABANA, 2013). A partir disso, mostra-se (SHABANA, 2013) que o vetor
de forcas de vinculo, Cgl, ¢ sistematicamente eliminado das equacdes de movimento, res-
tando apenas um sistema de EDQO’s, que pode ser integrado no tempo utilizando-se integradores
comuns. Conhecidas as varidveis independentes, as coordenadas dependentes podem ser deter-
minadas por meio da solugdo do sistema de equagdes ndo-lineares C(z, q) = 0 e as velocidades
dependentes podem ser determinadas através da solugdo do sistema de equagdes lineares da Eq.
4.4. Por causa de possiveis singularidades do sistema mecanico, o conjunto de coordenadas
independentes pode ndo ser constante durante o processo de integracdo, de maneira que a sua
consisténcia deve ser checada e, caso necessario, um novo conjunto deve ser determinado.

Uma terceira alternativa € solucionar a Eq. 4.1 diretamente para q e para A por meio
de técnicas especificas para EAD’s de indice 3. Um desses métodos é o chamado método de
Hilber-Hughes-Taylor de Indice 3, ou HHT-1I3 (NEGRUT et al., 2005; NEGRUT et al., 2007;
HUSSEIN; NEGRUT; SHABANA, 2008; NEGRUT; JAY; KHUDE, 2009; JAY; NEGRUT,
2009), versao modificada do método HHT, sendo esse ultimo extensivamente difundido no
campo da dinamica de estruturas. O HHT-13, que é um método implicito, apresenta uma série
de caracteristicas que sdo desejaveis quando se lida com sistemas multicorpos flexiveis, como
convergéncia de segunda ordem (ARNOLD; BRULS, 2007) e a capacidade de introduzir um
controldvel amortecimento numérico na solu¢@o, de modo a eliminar as contribui¢des em altas
frequéncias sem afetar os modos de baixa frequéncia (NEGRUT et al., 2005). E um método
adequado, portanto, para lidar com equagdes diferenciais rigidas, as quais sdo caracterizadas
por apresentar solucdo com diferentes escalas de tempo. Por esses atributos e pela possibilidade
de se resolver a Eq. 4.1 diretamente, sem que seja necessario identificar os graus de liberdade
do sistema, esse método é adotado no presente trabalho. Na Se¢do a seguir sdo discutidos os

aspectos tedricos relacionados ao HHT-I3.
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4.2 O método de Hilber-Hughes-Taylor para DAE’s de Indice 3 (HHT-13)

O precursor do HHT-13 é o método de Newmark, inicialmente proposto para a solu¢do de
equacgdes puramente diferenciais no campo da dindmica de estruturas. O método de Newmark
introduz duas equagdes, baseadas em expansdes em série de Taylor, que relacionam as posicoes
e as velocidades em um instante ¢, a essas mesmas grandezas no instante f,, mas também a

aceleracdo no instante ¢, 1, tal qual mostrado a seguir:

2

h
= QuHhi + (11— 2B)d, + 2B
1 = Qo +hln + [(1=2B)tn+2Bdn+1] 4.12)

Ant1 = Qu +A[(1 = Y)ln + Yiins1]

Em que h =1, —1, é o passo de integracdo e 8 ¢ v sdo dois parAmetros assumidos que,
para assegurar convergéncia, devem satisfazer as seguintes condi¢des:

_r+3)

B < ) (4.13)

1
Y < Ea
Essas expressodes sdo resolvidas juntamente com as equagdes de movimento em #,1,

escritas a seguir, gerando um método implicito:

(M) 1+ (CgA)nrt = Quat (4.14)

O método de Newmark, no entanto, ndo garante convergéncia de segunda ordem junta-
mente com estabilidade-A e um nivel desejado de amortecimento numérico (NEGRUT et al.,
2007). O HHT-I3, por sua vez, tem a capacidade de eliminar as oscilacdes indesejadas de al-
tas frequéncias, enquanto garante estabilidade e convergéncia de segunda ordem. Ele € obtido
usando-se as mesmas expressoes de discretizagdo da Eq. 4.12, mas alterando as equacdes de

movimento da seguinte maneira:
(M@)+1 4 (1+ ) (CgA — Q)uy1 — a(CgA — Q) =0 (4.15)

O método esta posto na simples ideia de reciclar as férmulas de integracdo de Newmark,
mas alterar ligeiramente as equagdes de movimento de modo a considerar o conjunto de forgas

atuando no sistema em dois pontos de integragcdo consecutivos. Para que se obtenha uma solu¢ao
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estavel, os parAmetros a, 3 e v devem ser tais que:
—-03<a<0, Y=-—a, p=—" (4.16)

O valor de « controla a quantidade de amortecimento numérico. A escolha & =0 leva ao
método trapezoidal, que ndo possui qualquer amortecimento numérico. Quanto mais negativo
for o, mais amortecimento € adicionado a solugdo.

Enquanto que a Eq. 4.15 depende de Gni1> Qnils> Qur1 € Ant1, a Eq. 4.12 pode ser
utilizada na Eq. 4.15 para que se obtenha equacdes dependentes apenas de ;1 € A,41. O re-
sultado € um conjunto de equagdes algébricas ndo-lineares que pode ser resolvido, juntamente
com as equagoes de vinculo avaliadas em 7,1, para {,+1 € A, utilizando-se o método de
Newton-Raphson. A discretizacdo de Newmark tem papel central no intuito de escrever qual-
quer equagao que possua 41 € q,+1 como fungdo de {, 1.

Definem-se, por conveniéncia, as seguintes equagdes a serem resolvidas por meio do

método de Newton-Raphson:

1
F(l) —(Mij)n—i-l + (Cg)' - Q)n—H -

B o
1+ a
F

(CTA —-Q),
I+a (4.17)

1
= WC(%H,%H)

A equagdo de movimento foi toda dividida por (1+ ) apenas por conveniéncia. Jd a

1
Bh?

da matriz jacobiana (presente na Eq. 4.18) quando &7 — 0 (NEGRUT et al., 2005; NEGRUT et

equacdo de vinculos foi escalada pelo fator para melhorar o nimero de condicionamento

al., 2007). A solugdo da Eq. 4.17 pelo método de Newton-Raphson requer, na iteragdo (k), a

construcdo e solugdo do seguinte sistema de equagdes lineares:

(k)

JFM)  gF() ) (k+1) (k) a1®
TRy e N e (4.18)
OF2)  9F®@) y At F

atin—H aln—i—l

Alguns dos jacobianos presentes na Eq. 4.18 podem ser calculados analiticamente. Da

Eq. 4.17 segue diretamente que:

JF(M) T
aln-i—l - (Cq )’H‘l

(4.19)
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JF(2)
aa'n—l—l
JF? 1 9C dgu1 _ 1

=0 (4.20)

" = = C 1 PI=(C . 421
OlUnr1  PBh? 9qui1 ddni1 th( a)nt1 P (Cq)n+
d
Onde _agnﬂ =p h*1 é obtido a partir da Eq. 4.12. Percebe-se, a partir das Eq. 4.19
n+l1

e 4.21, que se a equagio de vinculos ndo tivesse sido escalada por 1/(BA?), os respectivos

jacobianos seriam dados por:

JF)
A (Cnti (4.22)
JF(2)
 re Bh*(Cq)n+1 (4.23)

Isso tornaria a matriz jacobiana mal-condicionada quando 4 — 0, isto é, para passos de

integracdo muito pequenos.

OFM

d Qn—H
ciacdo numérica. A partir da Eq. 4.17 escreve-se:

Por outro lado, o jacobiano precisa ser, em geral, calculado por meio de diferen-

dF() 1 d d o d
= M), CqA —Q), CiA—Q),
5o = Traa (M@l + 52— [(CIA = Q| — 15— | (€A - Q)
1 1 J . aqn+l J T aqn+1
= ——(M), — Mq), C, M),
e M+ g g (M@a) 204 52 (A | 52
d aqn—i—l d aqn—i—l
aqn—H [(Q)n+1] aqn—i—l aqn—‘—l [(Q)n+1] aqn—l—l
1 Bn? 9 ) ) T
= H—a(M)"+1 +1—|——068qn+1 [(M@),41] + Bh P [(qu)nﬁ]
) )
- h2 n —Yh R n
P gy (@ntl =Y ge— [( Q)]
(4.24)
Onde, a partir da Eq. 4.12, obtém-se ——— 9Gy+1 = BA?I (conforme j4 reportado) e — 1 =
aqu—l aqn—i—l

Yhl.
Necessita-se calcular, portanto, o jacobiano das forcas de inércia com relag@o as coorde-

nadas generalizadas,

74 [(Md);+1], 0 jacobiano das forgas de reacdo com relagdo as coor-
n+1

denadas generalizadas, [(C;{A’)n+1], e 0s jacobianos das forgas aplicadas (que incluem

_9
aqn—H

tanto forgas internas eldsticas e dissipativas quanto forcas externas) com relacdo as coordena-
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d
aqn—H

particular da formulacdo ANCEF, o jacobiano das for¢as de inércia com relagdo as coordenadas

das e velocidades generalizadas, Jam [(Q)n+1] € [(Q)n+1], respectivamente. No caso
n+1

generalizadas € identicamente nulo, uma vez que a matriz de massa € constante. No caso da

formulacao FFRF (SHABANA, 2013) e mesmo da dindmica de corpos rigidos, esse termo €

nao-nulo (vide Eq. 2.69). Esses jacobianos podem ser calculados numericamente por meio do

método de diferencas centradas. Genericamente, tem-se que a componente ij do jacobiano —

Jq
¢ aproximada por:
(8_F) _ 9k (4.25)
dq ij dq;
~ E(qh ceey qj+€7 ceey QP)_Fi(QI» sy Qj_gv sy CIP) (426)

2¢€

Em que P é o nimero de elementos do vetor q e € € um nimero suficientemente pequeno.

E oportuno destacar que o HHT-I3 leva em conta, de maneira explicita, apenas os vin-
culos para as coordenadas generalizadas. Os vinculos para as velocidades generalizadas (Eq.
4.4) ndo sao explicitamente resolvidos e podem, para tempos de simulacdo muito longos, ndo
ser satisfeitos. A extensdo do HHT-I3 que leva em conta também os vinculos para as velocida-
des, bem como outros eventuais vinculos nao-holondmicos, € bastante direta e estd amplamente
reportada na literatura (JAY; NEGRUT, 2009; NEGRUT; JAY; KHUDE, 2009). Esses métodos
ndo sao adotados aqui em virtude do aumento do custo computacional associado a incorporagao
de mais equacgdes.

A seguir sdo discutidas as estratégias de implementa¢do do método HHT-I3 para a solu-
cdo das equacodes algébrico-diferenciais de movimento, bem como a sua exemplificacdo para o

mecanismo rigido de quatro-barras discutido na Se¢do 2.3.

4.3 Implementacao computacional do HHT-I3 e integracio das equacdes algébrico-diferenciais

do mecanismo quatro-barras rigido

Por uma questdo de clareza, as equagdes obtidas na Se¢do 2.3 e que sdo relevantes para
a solucdo do mecanismo quatro-barras sdo aqui repetidas.
O vetor de restri¢des holondmicas, que descreve a conectividade entre os corpos, € dado

por (Eq. 2.38):



LicosO; —xp+1Lrcos0, —L3cos 6
Clt, q) = 1 1 P 2 p) 3 3 _0
Lisin0 + L, sin 6, — L3sin 03

As equacdes de movimento sdo dadas por (Eq. 2.68):

Mi+CiA =Q(t,q,q)

Onde (Eq. 2.69):

[ L2 LiL 1
11+m1?1+m2L% mz%cos(el —92) 0
LiL L3
M= myo 122 COS(61 - 92) y53 —f—mZZZ 0 )
L2
0 0 I3+m3Z3

—Ll sin 91 —L2 sin 92 L3 sin 93

Licos@; ILpcos0y —L3cos03

(

L LiL, . .
Qe1 — (m1 +2m2)g71 COS 91 —ny 122 sm(91 — 92)922

sin(91 — 92)912

. L L{L
Q(t,q,q) = Qez—ngjzcoseﬁ—mz 1=2

L3
Qey —m3g—cos 03
\ 2

50

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

As propriedades geométricas e de inércia dos links do mecanismo estdo listadas na Tab.

4.1 e sdo as mesmas usadas por Yakoub e Shabana (1999) e Berzeri e Shabana (2000).

Tabela 4.1 — Propriedades geométricas e de inércia dos links do quatro-barras.

Propriedade Link 1 Link 2 Link 3

P (manivela) (acoplador) (seguidor)
Comprimento (m) 0.2 0.9 0.5196152
Massa (kg) 0.6811 2.4740 1.4700
Momento de inércia de massa 2.270E-03 1.66995E-01 3.3075E-02
(kg - m?)

Fonte: Do autor (2019).

A coordenada horizontal do ponto P (Fig. 2.1) vale 0.719615 m. As condi¢des iniciais

sdo dadas por 01y = 0°, 6,y = 30° e 63y = 60°, com todas as velocidades angulares iniciais

nulas.

Uma vez que as coordenadas generalizadas sdao angulares, é notdrio que as forgas ex-

ternas generalizadas (Q,) associadas sdo dadas por momentos aplicados aos links. No presente
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estudo, considera-se que o corpo 1, a manivela, é acionado por um momento externo, com
nenhum outro esfor¢o externo dirigido aos demais links. As expressdes para 0s momentos

externos estdo escritas a seguir:

[10sin(37¢)] Nm, t<0.2728 s 432)

" | [465.8838298¢16324194) Nm, 1> 02728 5 |
0., =0 (4.33)
0, =0 (4.34)

Os cddigos escritos em MATLAB para a avaliagao do quatro-barras estao, todos, dados
no Apéndice A. As Figuras 1 a 4 do Apéndice A trazem o programa principal, que é o que
deve ser executado pelo usudrio. Todos os demais cédigos (Figuras 5 a 15 do Apéndice A) s@o
fun¢des que sdo chamadas pelo programa principal ou por outras funcdes.

No inicio do programa, Figura 1 do Apéndice A, s3o inseridas informacdes basicas,
como o nimero de equacdes e vinculos do problema (linhas 11 e 12), bem como as proprieda-
des geométricas e inerciais dos corpos (linhas 15 a 27). Na linha 30 a matriz mode 1D € definida,
a qual ¢ utilizada para passar os parametros dos corpos para as demais fungdes que deles ne-
cessitam. Logo em seguida, nas linhas 38 e 39, as condi¢Oes iniciais para as coordenadas e
velocidades generalizadas sdo inseridas.

Na Figura 2 do Apéndice A, a Eq. 4.11 é resolvida de modo a se obter os valores iniciais
das aceleracoes generalizadas e dos multiplicadores de Lagrange. Para que isso seja realizado,
conforme observa-se pelos termos presentes na Eq. 4.11, devem ser calculados os vetores Q e
Qg e as matrizes M e Cq. Os c6digos mostrados nas Figuras 5, 9, 8 ¢ 7 do Apéndice A calculam
0s respectivos vetores e matrizes.

Os parametros relativos a simulacgio e ao integrador sao estabelecidos também na Figura
2 do Apéndice A. Entre eles, o tempo total de simulacdo e a discretizacdo temporal desejada
(linhas 68 e 69), o parametro @, responsdvel por controlar o amortecimento numérico (linha 72),
e os critérios de parada do processo iterativo de Newton-Raphson (linhas 77 e 79). Conforme
apresentado na Se¢do 4.2, o método HHT-I3 transforma o conjunto de equagdes diferenciais e
algébricas que se almeja resolver em um sistema de equacdes nao-lineares (Eq. 4.17), que aqui
€ resolvido pelo método de Newton-Raphson. A solucdo obtida € considerada aceitdvel quando
T F(Z)T]T

a norma euclidiana do residuo do vetor F = [F(l) € menor do que a quantidade
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tolResid ou quando a norma euclidiana do vetor Ax = [Ag’ 41 A)l,{ +1)7, que representa a
variagdo da solucdo entre as iteracdes (k) e (k+ 1), € menor do que a quantidade tolNR. Na
linha 81, max_niter diz respeito ao numero maximo de iteracoes que o método de Newton-
Raphson ird executar no intuito de convergir. Se apds max_niter iteragdes a solugdo nao for
considerada satisfatdria, o passo de integracao serd reduzido pelo fator step_redfac (linha 83).
O minimo passo de integragdo aceitavel, apds sucessivas redugdes, € determinado pelo valor de
min_step (linha 85). Se for necessdrio um passo menor do que este, a solucio € abortada.

Nos cédigos das Figuras 3 e 4 do Apéndice A, o integrador propriamente dito € imple-
mentado. Nas linhas 90 e 91 os pardmetros 3 e ¥ sdo calculados a partir do & e, na linha 93,
o primeiro passo de integracdo € estabelecido. A quantidade Nmax da linha 94 define o nimero
total de instantes de tempo em que a solugdo serd buscada e, nas linhas 97 a 101, as matrizes
que armazenardo a solu¢do sdo inicializadas. No instante inicial a solucdo €é dada, obviamente,
pelas proprias condicdes iniciais, o que € procedido nas linhas de 104 a 107. O lago que se inicia
na linha 111, com contador i, é repetido Nmax vezes, ou seja, uma vez para cada incremento
de tempo a ser atingido. A varidvel t_desired, na linha 113, representa o tempo que se deseja
atingir ao final do passo de nimero i. Nas linhas 116 a 119, os dados obtidos para a iteragao
anterior sdo resgatados. Na linha 121 se inicia um novo laco, que é executado até que se atinja
o tempo t_desired.

E oportuno fazer, aqui, uma elucidagio. Supde-se que, em um determinado momento da
simulagdo, deseja-se partir de um tempo f; € atingir 7 = t; + Af, onde Af € o incremento de tempo
imputado pelo usudrio. A primeira e mais 6bvia tentativa € realizar este caminho por meio de
um Unico passo de tamanho Az. Pode ser, no entanto, que Af seja um passo inadequadamente
grande e a solucdo ndo convirja. Caso isso ocorra, o passo é reduzido para, por exemplo,
At/2 e, portanto, busca-se partir de ¢; e atingir #; + At /2. Se a solu¢@o convergir, partir-se-d
de #; + At /2 com vistas a atingir #; + Ar. Essa possibilidade de que o passo de integragdo seja
reduzido € que configura a distin¢ao entre os tempos denotados no c6digo por t_current e por
t_desired e também € o que torna necessdrio o laco da linha 121. O tempo t_current € o
tempo instantaneo, enquanto que o tempo t_desired € o tempo que se deseja atingir ao final
da iteragdo i do lago mais externo. No exemplo discutido, apds sair de #; e chegar at; + Az /2, o
tempo t_current serd t;+ Ar/2 e o tempo t_desired serd t; + At.

Nas linhas de 124 a 126, se necessario, o passo € ajustado de modo que o tempo

t_current ndo exceda o t_desired. O tempo € atualizado na linha 129 e, nas linhas de
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132 a 134, a funcdo Increment.m (Figuras 14 e 15 do Apéndice A) é chamada. Essa funcéo é
que avanca, de fato, as varidveis do instante t_current para o t_current + h.

Nas linhas 8 a 10 do cddigo contido na Figura 14 do Apéndice A, o terceiro termo do
lado direito da Eq. 4.17 € calculado, isto &, (C;{l —Q),. Nas linhas 13 e 14, uma estima-
tiva inicial para (A),11 e ({)n+1 € feita utilizando-se os valores para estas varidveis calculados
na iteracdo anterior. Logo apds, nas linhas 15 e 16, utilizando a discretizacdo de Newmark,
avanca-se no tempo para (q),+1 € (¢)n+1- Na linha 18 um laco € iniciado, com um contador
it que percorre, no maximo, max_niter iteracdes. Nas linhas 20 a 23, os demais termos do

lado direito da Eq. 4.17 sdo calculados. Nas linhas 25 e 27, os termos calculados de maneira

isolada sdo reunidos formando, na linha 28, o lado direito da Eq. 4.18. O cdlculo do lado es-

FQ)
querdo da Eq. 4.18, sobretudo o jacobiano FT I € realizado nas linhas de 31 a 34. Os termos
n+1
d d d
Md)nt1], =— [(Q)ns1], =—[(Q)ns1] € =—— [(CTA),11] sdo calculados, res-
aqn—i—l [( q)n+ ] aqn—f—l [( )n—i— ] 8qn—H K )n+ ] aqn—H [( 4 )n—i— ]

pectivamente, por meio dos cédigos presentes nas Figuras 10, 11, 12 e 13 do Apéndice A. Na
linha 37, o jacobiano da Eq. 4.18 é montado e esse mesmo sistema € resolvido na linha 43. As
aceleracoes generalizadas e os multiplicadores de Lagrange s@o atualizados nas linhas 46 e 47
e, com esses novos valores, as coordenadas e velocidades generalizadas sdo, nas linhas 50 e 51,
atualizadas pelo método de Newmark. Em seguida, o critério de parada j4 discutido € avaliado.
Se a resposta for satisfatdria, a funcdo Increment .m € retornada. Se ndo, uma nova iteragao é
realizada utilizando os valores atualizados.

Ap6s a fungdo Increment.m retornar, volta-se a linha 137 da Figura 4 do Apéndice
A. Essa linha verifica se a funcdo Increment.m retornou tendo convergido, ou ndo. Se ndo
houver convergéncia, as linhas 139 a 141 descartam a solucdo obtida e reduzem o passo de
integracdo pelo fator step_redfac, que foi definido previamente. Nas linhas 144 a 147 €
verificado se o passo de integracdo nao foi reduzido para além do tolerado e, se for esse o caso,
a integracdo € abortada. Se, por outro lado, a solu¢do houver convergido, a norma do residuo é
comparada com a tolerancia admitida. Se essa norma for menor do que o produto da tolerancia
pelo quadrado do fator de reducdo do passo, pode-se aumentar o passo por esse fator, sem que
o0 erro conseguinte seja maior do que o tolerdvel. Isso se justifica pelo fato de o método HHT-13
apresentar convergéncia de segunda ordem, como ja reportado. Essa andlise € realizada para que
se possa percorrer a simulacdo com o maior passo possivel, de modo a se minimizar o tempo

de processamento. Essa € a esséncia do que estd colocado nas linhas 148 a 161. Por fim, nas
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linhas 166 a 170, todas as varidveis ja foram avancadas com sucesso até o tempo t_desired,
de modo que estas sdo armazenadas na matriz de solugdo.

Embora a implementa¢do do integrador tenha sido apresentada juntamente com o seu
uso para o mecanismo quatro barras, ela é, de fato, bastante geral. O cddigo referente ao
integrador propriamente dito, Figuras 3, 4, 14 e 15 do Apéndice A, pode ser utilizado para a so-
lucdo de quaisquer problemas de dinAmica multicorpos com vinculos holondmicos. Os demais
cddigos, por sua vez, sdo particulares a cada problema e formulagdo e devem ser devidamente
adaptados.

A simula¢do do mecanismo quatro-barras sujeito as condi¢des iniciais e aos esforcos
anteriormente citados estd dada na Fig. 4.1. Verificando se a solu¢do obedece as restri¢des para
as coordenadas generalizadas, Eq. 4.27, obtém-se que a norma euclidiana do residuo encontra
maximo valor, ao longo de toda a simulacdo, de 1.5E-15 m. J4 os vinculos para as velocidades,
obtidos pela diferenciacdo no tempo da Eq. 4.27, apresentam residuo maximo de 3.5E-05 m/s.
Como € de se esperar, os vinculos holonémicos, que sdo resolvidos explicitamente, apresentam
residuo praticamente nulo. J4 os vinculos para as velocidades, que ndo sao contemplados de ma-
neira direta, apresentam um residuo que, embora seja mais expressivo, ainda € aceitavelmente

baixo.

Figura 4.1 — Evolugdo temporal do quatro-barras sujeito a um momento aplicado a manivela.

7

(@)t=0s. (b) 1 = 0.6667 s.
(c)t=1.3333s. d)t=2s.

Fonte: Do autor (2019).
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Uma nova simulag@o para o mesmo mecanismo € realizada. Elimina-se, no entanto,
o momento externo aplicado a manivela, de modo que o mecanismo fica sujeito unicamente
a acdo do seu proprio peso. Pelo fato de ndo haver nenhum mecanismo fisico de dissipagdo,
¢ de se esperar que a energia mecanica do sistema seja conservada. Como mostra a Fig. 4.2,
isso €, de fato, verificado. Conforme amplamente reportado na literatura (HUSSEIN; NEGRUT;
SHABANA, 2008; NEGRUT; JAY; KHUDE, 2009), verifica-se que o amortecimento numérico,

que € caracteristico do HHT-I3, ndo viola de modo grosseiro os invariantes do sistema, tal

qual a energia. Na simulagdo reportada, com o = —0.3 (que garante maximo amortecimento
) . . . . C E—Ey
numérico), o maior desvio da energia do sistema em relagdo a sua energia inicial é de ‘E—| X
0

100% = 0.011%.

Figura 4.2 — Balanco de energia para o quatro-barras conservativo, sujeito apenas ao proprio peso. ---,

Energia Potencial; - - -, Energia Cinética; —, Energia Total.
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Fonte: Do autor (2019).



56
5 EXPERIMENTO NUMERICO: MECANISMO QUATRO-BARRAS FLEXIVEL

Neste capitulo, a metodologia que foi apresentada no Capitulo 3 € aplicada a um me-
canismo quatro-barras geometricamente semelhante aquele discutido nos Capitulos 2 e 4, mas
com os trés links flexiveis. O intuito bdsico ¢ mostrar a aplicacdo da formulacio ANCF para
conjuntos formados por varios corpos, os ditos sistemas multicorpos.

Inicialmente, o processo de montagem das equacdes de movimento do sistema multi-
corpos a partir das equacgdes de cada corpo é delineado. Em seguida, sdo realizadas simulacdes
para o mecanismo quatro-barras flexivel sob diferentes condi¢des de solicitagdo mecanica. Por
fim, o mesmo mecanismo, porém notavelmente enrijecido, é considerado. Os resultados sdo
discutidos e comparados com os obtidos através da dindmica de corpos rigidos. Questdes re-
lacionadas a conservagdo da energia e a importancia do amortecimento numérico também sao

enderecadas.

5.1 Equacoes de movimento de sistemas multicorpos

Retomando a Eq. 3.63, as equagdes de movimento para um corpo flexivel i, modelado

por meio da formulacdo ANCE, sao dadas por:

Mé; + Qi+ CE A = Qg (5.1)

Onde M; € a matriz de massa do corpo, que € simétrica e constante, Qy; € o vetor
de forcas eldsticas, C;rili € o vetor de forcas de vinculo e Q,; € o vetor de forcas externas
generalizadas, que pode ser obtido por meio do Principio dos Trabalhos Virtuais. Para corpos
modelados com mais de um elemento, as matrizes e vetores do corpo como um todo podem ser
obtidas por meio do convencional processo de superposicio do método de elementos finitos.
Em toda a discuss@o que segue, o modelo adotado para as forgas eldsticas € aquele discutido na
Subsecido 3.3.7.2, que foi obtido por meio dos principios da mecanica do continuo.

E claro que os sistemas de interesse pratico sio compostos por um nimero de corpos
superior a unidade. No caso do mecanismo quatro-barras, por exemplo, tem-se trés corpos com
propriedades arbitrariamente diferentes. Assim, as equagdes de movimento para cada corpo
devem ser escritas e adequadamente reunidas, de maneira a se formar um sistema global de

equagdes que contemple todos os corpos do sistema multicorpos. Para tanto, as matrizes de
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massa de cada um dos corpos s@o reunidas, formando a matriz de massa global do sistema, tal

qual a seguir:

M 0 O
M=|0 M, 0 (5.2)
0 0 M

De maneira andloga, os vetores de for¢ca e de graus de liberdade de cada corpo sdo

reunidos, formando-se os correspondentes vetores globais, conforme mostrado adiante:

é Qx1 Q.1 Ce A
€=, QU=S0Qu; Q=14Qn¢, CeidA=<ClA, (5.3)
& Q3 Q.3 CLiA5

A partir dessas matrizes e vetores, o sistema global de equagdes diferenciais de movi-
mento do sistema multicorpos pode ser escrito como:
Mé+Q;+CiA =Q, (5.4)

Para que essas equacdes sejam escritas no mesmo formato que a Eq. 4.1, elas sdo rees-

critas da seguinte maneira:

Mé+Q;+CeA =Q, (5.5)
Mé+CIA =Q.—Q; (5.6)
Mé+CIA =Q(t, e, &) (5.7)

Tem-se definido, portanto, o seguinte conjunto de equagdes algébrico-diferenciais de
movimento para um sistema multicorpos, as quais podem ser prontamente integradas pelo mé-

todo HHT-I3, descrito no Capitulo 4:

Mé+CIA =Q(t, e, &)
C(r,e)=0

(5.8)

Com relagdo aos aspectos de implementagcdo computacional, cdigos muito semelhantes

aos dispostos no Apéndice A sdo utilizados. Basta que as fun¢des que calculam os vetores
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Q(z,e,¢),C(t, e) e Qy(t, e, &) e amatriz M sejam reescritas de maneira a representar o sistema
fisico em questdo. Para fins de uma implementacao de cardcter geral, todos os jacobianos podem

ser calculados por meio de diferenciacao numérica, tal qual descrito na Secdo 4.2.

5.2 Mecanismo quatro-barras flexivel conservativo

Para as simulagdes tomadas adiante, as propriedades geométricas, eldsticas e de inércia
dos links do quatro-barras flexivel estao listadas na Tab. 5.1 e sdo as mesmas usadas por Yakoub

(YAKOUB; SHABANA, 1999) e Berzeri (BERZERI; SHABANA, 2000).

Tabela 5.1 — Propriedades geométricas, eldsticas e de inércia dos links do quatro-barras flexivel.

Provriedade Link 1 Link 2 Link 3

P (manivela) (acoplador) (seguidor)
Comprimento (m) 0.2 0.9 0.5196152
Massa (kg) 0.6811 2.4740 1.4700

Momento de inércia de drea (m*) 1.257E-07 3.068E-07 3.976E-08
Area da secdo transversal (m?) 1.257E-03 1.960E-03 7.068E-04
Médulo de Young (N/m?) 1E+09 5E+06 5E+08

Fonte: Do autor (2019).

Da Tabela 5.1, nota-se que o acoplador é assumido ser muito mais flexivel do que o
seguidor, que por sua vez ¢ mais flexivel do que a manivela. Em virtude dessas diferentes pro-
priedades e das diferentes geometrias, nimeros distintos de elementos sao utilizados para cada
corpo. A manivela € discretizada utilizando-se apenas 1 elemento, o acoplador 36 elementos e

o seguidor 4 elementos. A Fig. 5.1 mostra a malha adotada para o mecanismo.

Figura 5.1 — Discretizagdo do mecanismo quatro-barras flexivel sob consideracio.

Fonte: Do autor (2019).

A configuracio inicial do sistema € a mesma considerada na Secao 4.3.
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Em uma primeira simulacdo, o sistema é liberado a partir do repouso, sem qualquer
condicdo forcante, sujeito exclusivamente a acao do seu proprio peso. O intuito dessa simulac@o
€ checar se a conservacao da energia é garantida pela formulagdo ANCFE.

A Figura 5.2 mostra a configuragdo do mecanismo em quatro instantes diferentes. O
balanco de energia para essa simulagc@o estd mostrado na Fig. 5.3. Da figura, é evidente que

a energia mecanica do sistema €, de fato, conservada. Mesmo com amortecimento numérico

maximo (& = —0.3), o maior desvio da energia total do sistema em relacdo a sua energia inicial
E—E
¢ de ‘E—O| x 100% = 0.00005%.
0

Figura 5.2 — Evolugdo temporal do quatro-barras flexivel sujeito a acdo do préprio peso.

7 A

(a)r=0s. (b)t=0.3333s.
J\m O @
(c)t =0.6667 s. (dr=1s.

Fonte: Do autor (2019).

5.3 Mecanismo quatro-barras flexivel nao-conservativo

A partir das mesmas propriedades da Tabela 5.1, da mesma discretizagdo e das mesmas
condicdes iniciais, uma nova simulacdo € realizada. Nessa segunda simulagdo, a condi¢c@o
forcante da Eq. 4.32 € considerada. Existe, evidentemente, uma injecdo de energia no sistema,
de modo que este ndo € mais conservativo.

A Figura 5.4 mostra a configuragdo do mecanismo em quatro instantes diferentes. O
balango de energia para essa simulagdo estd mostrado na Fig. 5.5. Da figura, nota-se claramente
a insercdo de energia que ocorre no sistema por meio do momento aplicado. A partir de cerca

de 0.4 s, no entanto, a energia total do sistema volta a ficar aproximadamente constante. Isto &,
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Figura 5.3 — Balango de energia para o quatro-barras flexivel conservativo, sujeito apenas ao proprio
peso. - o -, Energia Potencial de Deformagao; - /A -, Energia Potencial Gravitacional; - x -,
Energia Cinética; —, Energia Total.

16

Energia (J)

_8 L L L ]

0 0.5 1
Tempo (s)

Fonte: Do autor (2019).

de fato, esperado, uma vez que, a partir de 0.2778 s, o momento aplicado cai exponencialmente
com o tempo (Eq. 4.32). Também, por volta do segundo 0.9 de simulagdo, a energia potencial
de deformagio é maior do que a energia total do sistema. E claro que isso s6 é possivel porque,
nesse instante, a energia potencial gravitacional do sistema é negativa. Conforme mostra a
Fig. 5.5, o momento externo aplicado leva a uma ripida oscilagdo das trocas entre as energias

potencial de deformacdo e cinética.

Figura 5.4 — Evolu¢do temporal do quatro-barras flexivel sujeito a acdo do préprio peso e de um momento

externo.
(@)t =0s. (b)r =0.3333s.
(c)t =0.6667 s. (dyt=1s.

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 5.5 — Balango de energia para o quatro-barras flexivel ndo-conservativo, sujeito ao proprio peso e
a um momento externo. - o -, Energia Potencial de Deformagdo; - A -, Energia Potencial
Gravitacional; - x -, Energia Cinética; —, Energia Total.
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Fonte: Do autor (2019).

5.4 Mecanismo quatro-barras flexivel, quase rigido

Uma ultima simulacdo € realizada para esse mecanismo. Nela, as condi¢des iniciais,
a discretizacdo e a condi¢do forcante sdo todas mantidas constantes. Altera-se, no entanto, o
moédulo de Young dos materiais que compde o quatro-barras. Todos eles sdo elevados para
210E+10 Pa, nimero 10 vezes maior do que o médulo de Young do aco.

Conforme descrito na Secdo 3.1, a modelagem exata da dinamica de corpo rigido pode
ser obtida pela formulacdo ANCEF. Este fato é mostrado em detalhes por Christensen e Shabana
(1998) e deve ser verificado nessa simulagdo. De fato, para um sistema com elevada rigidez e
solicitado por esforcos relativamente baixos, € de se esperar um comportamento semelhante ao
de um corpo rigido.

A Fig. 5.6 mostra o cosseno do angulo 0; (definido na Fig. 2.1) para a simulacdo dos
mecanismos rigido e flexivel. Conforme esperado, os resultados sdo praticamente coincidentes.
Embora ndo reportado, o mesmo acontece para 6, e 6.

Em virtude da alta rigidez, é de se esperar, também, que as deformagdes eldsticas sejam
pequenas. A Fig. 5.7 mostra que a energia potencial de deformagdo permanece praticamente
nula durante toda a simulacdo. O mesmo comportamento para a energia total € obtido: um
acréscimo inicial, seguido de um regime estaciondrio.

Essa simulagdo torna evidente um aspecto ja discutido e absolutamente relevante relaci-

onado ao método HHT-I3 e a simulacio de sistemas multicorpos: a presenca de amortecimento
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Figura 5.6 — Cosseno do angulo entre a manivela e o eixo horizontal. - - o - -, Mecanismo Rigido; —,
Mecanismo Flexivel.

cos( 91)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Tempo (s)

Fonte: Do autor (2019).

Figura 5.7 — Balango de energia para o quatro-barras flexivel ndo-conservativo, sujeito ao proprio peso e
a um momento externo. - o -, Energia Potencial de Deformacao; - A -, Energia Potencial

Gravitacional; - x -, Energia Cinética; —, Energia Total.
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Fonte: Do autor (2019).

numérico controldvel. Usando o HHT-I3, o tempo de processamento da simulagdo foi de 1636
segundos (cerca de 27 minutos). Utilizando o ODE15S (conforme discutido na Se¢do 4.1) e téc-
nicas semelhantes de implementacdo, o tempo de processamento foi de 87279 segundos (mais
de 24 horas), o que representa 53 vezes o tempo do HHT-13. Para problemas muito rigidos,
como este, é imprescindivel a utilizagdo de técnicas de integracdo que apresentem amorteci-

mento numérico.
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6 CONCLUSAO

O objetivo principal desta monografia foi apresentar, de uma maneira sucinta e didatica,
os principais aspectos relacionados a simulacdo dindmica de sistemas multicorpos flexiveis por
meio da Formulacdo de Coordenadas Nodais Absolutas.

O pleno entendimento das técnicas comumente aplicadas a dindmica de multicorpos
exige o dominio de uma série de fundamentos mais elementares. Por isso, inicialmente, o
trabalho iniciou-se com uma discussio introdutéria de Cédlculo Variacional, o qual representa a
fundacao matemadtica sobre o qual o Principio Variacional de Hamilton estd apoiado. O processo
de minimizacao de funcionais sujeitos a restricdes foi demonstrado por meio da dedugdo das
equacdes de movimento de um mecanismo quatro-barras rigido. Foi mostrado que as equagdes
que regem a dindmica de conjuntos mecanicos sao, em geral, um conjunto acoplado e nao-linear
de equacdes diferenciais e algébricas, chamado de equagdes algébrico-diferenciais.

A formulacdo ANCEF foi apresentada como uma técnica para a analise dinamica de cor-
pos flexiveis. Mostrou-se que a defini¢do das coordenadas nodais em um sistema inercial con-
duz a uma matriz de massa constante e a um vetor de forcas eldsticas altamente nao-linear. Por
meio do Principio de Hamilton, as equacdes de movimento de um elemento de viga ANCF
foram deduzidas. Mostrou que as forcas externas generalizadas podem ser inseridas no modelo
por meio do Principio dos Trabalhos Virtuais e também que as restricdes cinemadticas costumam
apresentar uma forma bastante simples.

As principais abordagens para a solucdo de EAD’s foram apresentadas e discutidas. Em
particular, o método HHT-I3, recentemente introduzido na literatura para a solu¢do de EAD’s
de indice 3, foi adotado e analisado em detalhes. Os aspectos relacionados a sua implementacao
computacional foram enderecados por meio da solugdo das equacdes deduzidas anteriormente
para o quatro-barras rigido. Mostrou que o controlavel amortecimento numérico do HHT-I3
nao viola de modo grosseiro invariantes do sistema, tal qual sua energia total.

Por fim, a formulacdo ANCEF foi aplicada para a simulacdo de um mecanismo quatro-
barras totalmente flexivel. O processo de montagem das equacoes de movimento de um sistema
multicorpos a partir das equacdes de cada corpo foi delineado. Mostrou-se que a formulagdo
ANCEF garante a conservagdo da energia para sistemas conservativos e também um balanco de
energia consistente para sistemas externamente alimentados. Enrijecendo substancialmente o
quatro-barras, mostrou-se que a sua resposta € bastante semelhante a do mecanismo rigido, o

que mostra que a formulacdo ANCF pode ser utilizada para a modelagem exata da dindmica de
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corpos rigidos. Esta tltima simulacdo evidenciou a necessidade do uso de métodos de integra-
¢do com amortecimento numérico para a simulacdo de sistemas rigidos, que sao caracterizados
por conter uma resposta com diferentes escalas de tempo.

Espera-se que o objetivo de explicar, de maneira diddtica e sucinta, os aspectos essen-
ciais relacionados a dindmica de multicorpos flexiveis pela formulacdo ANCF tenha sido ple-
namente atingido, e que o presente texto possa servir de auxilio aqueles que desejam apetecer

deste prazeroso campo do conhecimento.
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APENDICE A - Implementaciao computacional do HHT-I3 para integracao das EAD’s

do mecanismo quatro-barras rigido

Figura 1 — Programa principal (parte 1 de 4).

% FULLY RIGID FOUR-BAR MECHANISM SIMULATION
Written in MATLAB R2018a (Ubuntu)
Author: Matheus Basilio Rodrigues Fernandes
E-mail: engmatheusb at gmail dot com
Date: 20/06/2019

o°

o\® o° o° o

clear all; close all; clc;

%% $%%%% Setting model parameters and initial conditions

3;

neq %
2; % number of constraints

nconst

number of equations of motion

o\

Body 1 (crankshaft)
11 = 0.2;

ml = 0.6811;

= ml*1172/12;

length
mass

o\ o o

—
=
|

second moment of mass

% Body 2 (coupler)

12 = 0.9;
m2 = 2.4740;
I2 = m2*1272/12;

% Body 3 (follower)

13 = (0.9*sind (30)/sind (60));
m3 = 1.4700;
I3 = m3*1372/12;

o)

% Storing the parameters in the modelD matrix

modelD = [
ml m2 m3
11 12 13
I1 12 I3
1;
% Initial conditions (i.c.) for the generalized coord. and veloc.
% Body: 1 2 3
ic_pos = [0; degtorad (30) ; degtorad (60) ];
ic_vel = [0; 0; 0 1;

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 2 — Programa principal (parte 2 de 4).
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%% %$%%%% Solution of the Index-1 DAE at the initial configuration

% for the accelerations and Lagrange multipliers
% Forces (vector Q(t, g, dg) ) at initial configuration
[extF] = appForce (0, ic_pos, ic_vel, modelD);

% Left-hand side of the system of equations
LHS = |
MassMatrix (ic_pos, modelD) Cq(0, ic_pos, modelD)."';
Cq(0, ic_pos, modelD) zeros (nconst)
1i
% Right-hand side of the system of equations
RHS = [extF; Qd(0, ic_pos, ic_vel, modelD)];
% Solution of the system of equations
sol = LHS\RHS;
% Extracting i.c. for the accel. and the Lagrange Multipliers
ic_accel = sol(l:neq); % i.c. for the accelerations
ic_lambda = sol (negt+l:neqg+nconst); % i.c. for the Lagrange mult.

%% %%%%% Setting the HHT-I3 and simulations parameters
% Simulation parameters

t_total = 2; % total time of simulation
user_dt = le-4; % desired increment of time
% Parameter that controls numerical damping

alpha = -0.3; % (alpha MUST BE between -0.3 and 0!)

Integrator parameters

Absolute residue of the nonlinear equations (solved by the
Newton-Raphson method)

tolResid = le-8;

% Absolute difference found in the Newton-Raphson iteration

tolNR = le-4;

% Maximum number of iterations for the Newton-Raphson solver

max_niter = 20;

% Step reduction factor, in solution doesn't converge

step_redfac = 0.5;

o\° o o

o)

% Minimum step allowed
min_step = le-15;

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 3 — Programa principal (parte 3 de 4).

%% %$%%%% INTEGRATOR (NO NEED TO CHANGE ANYTHING)
% Integrator parameters related to numerical damping
beta (1-alpha) *2/4;

gamma = 1/2 - alpha;

h
Nmax

user_dt;
round (t_total/user_dt);

initial step

%
[
o

number of time steps

% Initialization of the vectors that will store results

t = zeros (round (Nmax)+1l, 1); % time vector

q = zeros (neq, round (Nmax)+1); % coord. vector

dg = zeros (neq, round (Nmax)+1); % veloc. vector

d2q = zeros (neq, round(Nmax)+1) % accel. vector
( ax) %

lambda

14
zeros (nconst, round (Nm +1); Lagrange mult. vector

o)

% Send initial conditions to the solution vectors

q(:,1) = ic_pos;

dg(:,1) = ic_vel;

d2qg(:,1) = 1c_accel;

lambda(:,1) = ic_lambda;

t_curr = 0; % initialize current time

for i=1:Nmax
t_desired = i*user_dt % desired time at the end of the step

[)

% Getting data from the previous iteration

q_Old = q(:rl);
dg_old = dg(:,1);
d2g_old = d2q(:,1);

lambda_old = lambda(:,1);
while (t_curr <= t_desired*0.99999999)

% If necessary, adjust step to not exceed the desired time
if (t_curr+h) > t_desired

h = t_desired - t_curr;
end

% Update current time
t_curr = t_curr + h;

Fonte: Do autor (2019).




Figura 4 — Programa principal (parte 4 de 4).
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% Try to go one step forward
[

q_new, dqg_new, d2g_new, lambda_new, norm_e, deltax] =

Increment (max_niter, t_curr, h, modelD, g_old,

dg_old, d2g_old, lambda_old, alpha, tolResid, tolNR);
% Check convergence
converged = (norm_e < tolResid) || (deltax < tolNR);

if ~converged
% 1f doesn't converged try again with a smalle
t_curr = t_curr-h; %
= h*step_redfac; % reduce step
Abort if the step has reached the minimum
allowable value
if (h<min_step)
fprintf ("\nMinimum step size reached\n\n")
return
end
elseif (norm_e > tolResid*step_redfac”2)

[

% advance 1in time, without increasing the step

[

go back in time

oy

o\° o\

g_old = Jg_new;
dg_old = dg_new;
d2qg_old = d2qg_new;
lambda_old = lambda_new;
else
% advance in time and increase the step, since
% error obtained was very small
h = h*2;
g_old = g_new;
dg_old = dg_new;
d2g_old = d2qg_new;
lambda_old = lambda_new;
end % if

end % while

% Simulation data is stored

q(:, 1+1) = g_new;
dg(:, 1i+1) = dg_new;
d2qg(:, i+1) = d2q_new;
lambda (:, i+1l) = lambda_new;

t(i+l, 1)

t_desired;

o)

end % for

%% CODE END

r step

the

Fonte: Do autor (2019).




Figura 5 — Fung@o para calcular Q(¢, q, q).
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function [Q] = appForce(t, g, dg, modelD)

)

% Computes the generalized forces acting on the system:
g = 9.81; % gravity

o)

% Getting the generalized coordinates from the vector ¢

thetal = qg(1);
theta2 = q(2);
theta3 = g (3);

% Getting the generalized velocities from the vector dg
dthetal = dg(l);
dtheta?2 dg (2) ;
dtheta3 dqg (3) ;

% Getting the model parameters from the modelD matrix
ml = modelD(1,1);
m2 modelD (1,2);
m3 = modelD (1,3);

11 = modelD(2,1);
12 = modelD (2,2);
13 = modelD (2,3);
% External applied moments
if (t <=0.2778)

Qel = 10*sin (3*pi*t);

else
Qel = 465.8838298*exp (-16.324194*t);
end
Qel = 0;
Qe2 = 0;
Qe3 = 0;

$ Force vector

Q

Qel - (ml+2*m2)*g*11/2*cos (thetal) - m2*11*12/2*sin(thetal -

theta2) *dtheta2 "2

Qe2 - m2*g*12/2*cos (theta2) + m2*11*12/2*sin(thetal
theta2) *dthetal”2

Qe3 - m3*g*13/2*cos (thetal)

1i

end

Fonte: Do autor (2019).




Figura 6 — Funcgdo para calcular C(z, q).
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function [constr] = constVec (t, g, modelD)

)

% Computes the constraints vector: C
% Getting the generalized coordinates from the vector ¢
thetal = qg(1);
thetaz q(z);
theta3l q(3);

% Getting the model parameters from the modelD matrix
11 = modelD(2,1);

12 = modelD (2,2);

13 = modelD (2, 3);

% x-coordinate from point P

xp = 0.2 + 0.9%cosd (30) - (0.9*%sind (30) /sind (60)) *cosd (60) ;

o)

% Constraints vector

constr = |
ll*cos(thetal) - x_p + 1l2*cos(theta2) - 13*cos(theta3)
l1l1*sin(thetal) + 12*sin(theta2) - 13*sin(theta3l)
1i

end

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 7 — Fungdo para calcular Cq(?, q).

function [JacConstr] = Cq(t, g, modelD)
Computes the jacobian of the constraints vector wrt
the generalized coordinates:

JacConstr = d(C)/d(q)

o° o o°

o)

% Getting the generalized coordinates from the vector g

thetal = qg(1);
theta2 = qg(2);
theta3 = g (3);

% Getting the model parameters from the modelD matrix

11 = modelD (2,1);
12 = modelD (2,2);
13 = modelD (2, 3);

o)

% Jacobian of the constraints vector

JacConstr = |

-11*sin(thetal), -12*sin(theta?), 13*sin (theta3)
ll1*cos (thetal), 12*cos (theta2), -13*cos(theta3l)
1i

end

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 8 — Fungdo para calcular Q,(z, q, q).

function [d2C] = Qd(t, g, dg, modelD)
Computes the partial derivative of constraints vector wrt to time:
d2C = Cg*d2g = Qd =

- ( d(Cg*dqg)/d(gq) ) * dg- 2*d(Cqg)/d(t) * dg - d2(C)/dt"2

o° o o°

o)

% Getting the generalized coordinates from the vector g

thetal = qg(1);
theta2 = qg(2);
theta3 = g (3);

o)

% Getting the generalized velocities from the vector dg
dthetal = dg(l);
dtheta?2 dg (2) ;
dtheta3 dqg (3) ;

% Getting the model parameters from the modelD matrix

11 = modelD(2,1);
12 = modelD (2,2);
13 = modelD (2, 3);

o)

% Computes the d2C vector

d2c = [

ll1*cos (thetal)*dthetal”2 + 12*cos (theta2)*dtheta2"2 -
13*cos (theta3) *dtheta3”"2

ll1*sin(thetal) *dthetal”2 + 12*sin(theta?2)*dtheta2”2 -
13*sin(thetal3) *dtheta3"2

1;

end

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 9 — Funcio para calcular M.

function M = MassMatrix (q, modelD)

)

% Evaluates the mass matrix
% Getting the generalized coordinates from the vector ¢
thetal = qg(1);
theta?2 ql(2);
theta3l q(3);

o)

% Getting the model parameters from the modelD matrix
ml = modelD (1,1);
m2 modelD (1,2);
m3 = modelD (1,3);

11 = modelD (2,1);
12 = modelD (2,2);
13 = modelD (2, 3);

I1 = modelD (3,1);
I2 = modelD (3,2);
I3 = modelD (3,3);

% Computes the mass matrix

M=
I1 + ml1*1172/4 + m2*11"2, m2*11*12*cos (thetal-theta2) /2, 0
m2*11*12*cos (thetal-theta2)/2, I2 + m2*12"2/4, 0
0, 0, I3 + m3*1372/4
1i

end

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 10 — Fungéo para calcular 7a (Mq).

function [JacInertF] = InertF_deriv_qg(g, d2q, modelD)
Computes the Jjacobian of the inertia forces (MassMatrix*d2q)
wrt the generalized coordinates:

d(MassMatrix*d2q) / d(q)

o° o o°

o)

% Getting the generalized coordinates from the vector g

thetal = qg(l);
theta2 = gq(2);
theta3 = g (3);

o)

% Getting the generalized accelerations from the vector d2q
d2thetal = d2qg(1l);
d2theta? d2qg(2) ;
d2theta3 d2qg (3);

)

% Getting the model parameters from the modelD matrix
ml = modelD (1,1);
m2 = modelD (1,2);
modelD (1, 3);

m3

11 = modelD (2,1);
12 = modelD (2,2);
13 = modelD (2,3);
% Jacobian of the inertia forces vector
zeros (3);

JaclnertF

JacInertF (1,1) = -(d2theta2*11*12*m2*sin(thetal-theta2))/2;
JacInertF (1,2) = (d2theta2*11*12*m2*sin(thetal-theta2))/2;
JacInertF (2,1) = -(d2thetal*11*12*m2*sin(thetal-theta2))/2;
JacInertF (2,2) = (d2thetal*11*12*m2*sin(thetal-theta2))/2;
end

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 11 — Fungéo para calcular —(Q).
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function

o° o o°

g:

o)

d(

9.81;

theta3 =

o)

% Getting

dthetal =

dtheta?
dtheta3

o)

ml
m2
m3

11
12
13

)

% Getting

mode
mode
mode

mode
mode
mode

[JacQ_qg] = Q_deriv_g(t, g, dg, modelD)

Q) / d(a)

q(l);
q(2);
q(3);

Computes the Jjacobian of the generalized forces (Q) wrt
the generalized coordinates:

% Getting the generalized coordinates from the vector g
thetal
theta?

the generalized velocities from the vector dg

dg (1) ;
dg (2);
dg (3);

the model parameters from the modelD matrix

1D (1,1);
1D (1,2);
1D (1,3);

1D(2,1);
1D (2,2);
1D (2,3);

% Jacobian of the generalized force vector

JacQ_qg = zeros (3,3);

JacQ_qg(1,1) = (g*ll*sin(thetal)*(ml + 2*m2))/2 -
(dtheta272*11*12*m2*cos (thetal - theta2))/2;

JacQ_q(1,2) = (dtheta2”2*11*12*m2*cos (thetal - theta2))/2;

JacQ_qg(2,1) = (dthetal”2*11*12*m2*cos (thetal - theta2))/2;

JacQ_qg(2,2) = (12*m2*(- 1ll*cos(thetal - theta2)*dthetal”2 +
g*sin(theta2)))/2;

JacQ_qg(3,3) = (g*l3*m3*sin(thetal))/2;

end

Fonte: Do autor (2019).
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Figura 12 — Funcg@o para calcular 74 (Q).
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function [JacQ_dg] = Q_deriv_dg(t, g, dg, modelD)
Computes the Jjacobian of the generalized forces (Q) wrt
the generalized velocities:

d(Q) / d(dq)

o° o o°

o)

% Getting the generalized coordinates from the vector g

thetal = qg(l);
theta2 = gq(2);
theta3 = g (3);

o)

% Getting the generalized velocities from the vector dq
dthetal = dg(l);
dtheta? dqg(2);
dtheta3 dg (3) ;

)

% Getting the model parameters from the modelD matrix
ml = modelD (1,1);
m2 = modelD (1,2);
modelD (1, 3);

m3

11 = modelD (2,1);
12 = modelD (2,2);
13 = modelD (2, 3);
% Jacobian of the generalized force vector

JacQ_dg zeros (3);

JacQ_dqg(l,2) -dtheta2*11*12*m2*sin (thetal-theta2);
JacQ_dqg(2,1) dthetal*11*12*m2*sin (thetal-theta2);

end

Fonte: Do autor (2019).
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d
Figura 13 — Fungéo para calcular a—q(Cchl).

function [JacReacF] = ReacF_deriv_qg(t, g, lambda, modelD)

o° o o°

o)

Computes the Jjacobian of the reaction forces (Cg'*lambda) wrt
the generalized coordinates:

d(Cg'*lambda) / d(qg)

% Getting the generalized coordinates from the vector g

thetal = g(1);
theta2 = gq(2);
theta3 = g (3);

% Getting the model parameters from the modelD matrix

11
12
13

)

modelD (2,1);
modelD (2, 2) ;
modelD (2, 3) ;

% Jacobian of the reaction forces vector

JacReacF = zeros (3);

JacReacF (1,1) = -1ll*lambda (1) *cos(thetal) - ll*lambda (2)*sin(thetal);
JacReacF (2,2) = -12*lambda (1) *cos (theta2) - 12*lambda (2) *sin(theta2);
JacReacF (3,3) = 13*lambda (1) *cos(theta3) + 13*lambda (2)*sin(theta3l);
end

Fonte: Do autor (2019).
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